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内 容 简介 


本 书 中 册 包 含 4 章 ( 第 11~14 章 ) 和 6 个 附录 (附录 B~G) 。 第 11~13 章 依次 
介绍 时 空 的 整体 因果 结构 、 渐 近 平 直 时 空 和 Kerr-Newman 黑 洞 , 第 14 章 详细 
讲述 与 参考 系 有 关 的 各 种 问题 ， 包 括 时 空 的 3+1 分 解 。 附 录 B 和 C 分 别 简 介 
量子 力学 的 数学 基础 和 几何 相 ， 附 录 D 和 了 E 分 别 介绍 能 量 条 件 和 奇 性 定理 ， 
附录 F 讲 述 微分 几何 很 重要 的 Frobenius 定 理 ， 附 录 G 则 用 微分 几何 语言 比较 
详细 地 讨论 了 李 群 和 李 代数 的 知识 ， 并 专 辟 一 节 介 绍 对 物理 学 特别 重要 的 
洛 伦 兹 群 和 洛 伦 兹 代数 。 本 册 仍 然 贯 彻 上 册 深 入 浅 出 的 写作 风格 ， 为 降低 
读者 阅读 难度 采取 了 多 种 措施 。 

本 书 适用 于 物理 系 高 年 级 本 科 牛 、 硕 博士 研究 咎 和 物理 工作 者 ， 特 别 
是 相对 论 研究 者 。 
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作者 在 修订 第 一 版 下 册 过 程 中 补充 了 许多 内 容 . 考虑 到 页 数 过 多 不 便装 订 及 
翻阅 , 决定 把 原 定 的 第 二 版 下 册 拆 分 成 中 册 和 下 册 . 中 册 包 含 4 章 (第 11~14 章 ) 和 6 
个 附录 (附录 B~G), 下 册 包 含 两 章 (第 15 和 第 16 章 ) 和 3 个 附录 (附录 H-D, 两 册 厚 
度 大 致 相当 . 中 、 下 册 中 的 4 成 篇 幅 对 于 与 广义 相对 论 无 关 的 理论 物理 工作 者 也 同 
样 有 参考 价值 (例如 共 形 变换 、 量 子 力学 的 数学 基础 、 几 何 相 、Frobenius 定理 、 拉 
氏 和 哈 氏 理论 、 辛 几何 、 李 群 和 李 代 数 、 纤 维 从 理论 、Noether 定 理 等 ), 而 且 阅 读 
时 只 需要 上 册 前 五 章 的 数学 知识 而 不 以 学 过 广义 相对 论 为 前 提 . 

第 11, 12 章 是 广义 相对 论 整 体 理论 中 的 两 个 重要 专题 , 其 中 第 11 章 介 绍 时 空 
的 整体 央 果 结构 , 第 12 章 介绍 渐 近 平 直 时 空 . 这 是 专业 性 颇 强 的 两 个 专题 , 急于 学 
习 中 册 其 他 内 容 的 读者 也 可 考虑 暂时 不 读 , 因为 中 册 其 他 章节 及 附录 只 在 个 别 情 
况 下 用 到 这 两 章 的 知识 . 或 者 , 初学 者 也 可 考虑 先 对 第 11, 12 章 进 行 粗 读 然后 再 学 
习 后 续 章 节 . 所 谓 粗 读 , 是 指 粗略 阅读 这 两 章 的 非 选读 内 容 , 只 求 对 一 些 基 本 概念 
和 结论 有 所 了 解 , 不 求 概念 的 深究 和 结论 的 证 明 . 其 中 特别 值得 阅读 的 是 $12.2( 为 
此 至 少 要 粗略 读 过 §12.1), 它 从 零 开始 介绍 闵 氏 时 空 的 类 空 、 类 时 和 类 光 无 限 远 
( 即 记 证 , 7+) 这些 概念 不 但 对 学 习 第 12 章 及 附录 E 必 不 可 少 , 而 且 在 $13.1 
和 $13.3 以 及 下 册 ( 尤 其 是 第 16 章 和 附录 也 中 也 要 用 到 . 对 “时 间 机 器 ”一 类 问题 
有 兴趣 的 读者 不 妨 阅读 811.3 的 前 两 页 , 更 详尽 的 讨论 则 可 在 该 两 页 推荐 的 文献 
中 找到 , 不 过 , 我 们 还 是 建议 时 间 比 较 充 裕 的 读者 比较 仔细 地 学 好 这 两 章 , 因为 这 
可 为 学 好 整个 中 册 及 下 册 打 下 稳固 的 基础 . 

第 13 章 介绍 Kerr-Newman( 克 尔 -纽曼 ) 黑 洞 , 这 是 广义 相对 论 的 一 个 非常 基本 
而 重要 的 内 容 . 之 所 以 放 在 第 13 章 , 只 是 因为 在 $13.1 至 $13.3 的 少数 地 方 用 到 第 
12 章 的 个 别 概念 ( 训 六, .7* ) 和 结论 (时 空 的 总 电荷 和 总 能 量 的 表达 式 ). 本 章 较 有 
特色 的 几 处 讲法 是 : 813.1 给 出 了 RN 时 空 最 大 延 拓 的 十 分 详细 的 推导 ， 813.3 详 
述 了 穿 过 奇 环 延 拓 的 必要 性 、 有 具体 做 法 和 结果 , 还 介绍 了 Carter 图 ;，§13.4 证 明了 
能 层 内 不 存在 静止 观 者 , 并 导出 了 能 层 内 外 稳 态 观 者 的 角 速 率 的 取 值 范围 ， 

第 14 章 比较 深入 细致 地 讲述 了 与 参考 系 有 关 的 各 个 方面 的 问题 , 其 中 对 爱 因 
斯 坦 转盘 以 及 参考 系 内 的 钟 同步 问题 的 讨论 也 许 会 引起 较 大 范围 读者 (包括 那些 
更 喜欢 “用 物理 思维 ”讨论 相对 论 问题 的 许多 同行 ) 的 兴趣 .第 14 章 的 另 一 个 十 分 
重要 的 内 容 就 是 时 空 的 3+1 分 解 ( $14.4), 它 不 仅 对 于 理解 时 间 和 空间 的 概念 有 重 
要 帮助 , 而 且 是 学 习 广义 相对 论 的 初 值 问题 ($14.3) 和 哈 氏 形式 (第 15 章 ) 的 不 可 或 
缺 的 基础 . 希望 $14.4 关于 3+1 分 解 的 讲法 对 初学 者 以 及 广义 相对 论 研 究 人 员 都 
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有 所 帮助 . 

为 使 读者 尽早 进入 物理 内 容 , 本 书 上 册 前 5 章 只 能 精 选 对 学 习 相 对 论 必 不 可 
少 的 最 小 量 微分 几何 知识 . 对 学 习 相对 论 虽 然 重 要 、 但 可 在 一 开始 时 暂且 避 开 的 其 
他 数学 内 容 则 分 别 放 在 书 中 非 用 不 可 的 章节 之 前 讲授 , 或 者 收入 附录 之 中 . 例如 ， 
费 米 导数 和 费 米 移动 放 在 87.3, Newman-Penrose 形式 放 在 $8.7 和 8$8.8, 共 形变 换 
放 在 $12.1, 张 量 密度 和 辛 几何 分 别 放 在 $15.6 和 $15.7, Frobenius 定理 以 及 李 群 李 
代数 理论 分 别 收入 附录 F 和 G, 常 曲率 空间 理论 收入 附录 J 特别 是 专 腑 附录 I 较 详 
细 地 介绍 纤维 从 理论 及 其 在 规范 场 论 的 应 用 . 

附录 B( 量 子 力学 数学 基础 简介 ) 也 许 算是 与 本 书 书 名 无 直接 关系 的 一 个 内 容 . 
然而 , 根据 笔者 的 经 验 , 读 过 本 书 第 1, 2 章 的 物理 读者 对 集合 、 映 射 、 拓 扑 、 矢 量 
空间 及 其 对 偶 空 间 、 张 量 、 度 规 等 概念 比较 熟悉 , 他 们 往往 跃跃欲试 地 想 把 量子 力 
学 的 内 积 、 左 右 矢 、 线 性 算 符 以 及 用 正 交 归 一 基底 展开 波 函 数 等 一 系列 问题 同上 
述 概念 联系 起 来 思考 , 力图 求 得 一 个 更 为 深入 和 清晰 的 理解 . 他 们 希望 有 一 份 简明 
读物 作 参 考 . 本 附录 主要 为 满足 这 种 需要 而 产生 , 此 外 也 为 附录 C( 量 子 力学 的 几 
何 相 ) 提 供 必要 的 基础 . 所 谓 量子 力学 的 数学 基础 , 此 处 是 指 有 关 泛 函 分 析 的 知识 . 
本 附录 介绍 其 中 最 为 基础 的 部 分 , 并 尽量 注意 同 量子 力学 相 联系 . 根据 泛 函 分 析 ， 
物理 工作 者 很 感 兴趣 的 6 函数 其 实 是 某 种 连续 线性 泛 函 , 我 们 在 讲解 连续 线性 泛 
函 时 顺便 介绍 5 函数 的 数学 定义 (选读 B-1-2). 

自从 Berry 在 1984 年 首次 明确 提出 量子 力学 的 几何 相 概念 以 来 , 几何 相 的 研 
究 就 成 了 国际 物理 界 的 热点 之 一 . 笔者 在 《微分 几何 与 广义 相对 论 》 课 的 教学 经 历 
中 曾 不 止 一 次 地 利用 已 讲 过 的 微分 几何 知识 (相当 于 上 册 的 前 5 章 ) 向 学 生 介 绍 过 
几何 相 的 基本 概念 和 某 些 理 论 发 展 , 受到 学 生 欢迎 . 附录 C 便 是 以 这 方面 的 讲稿 为 
蓝本 写成 的 . 

Penrose 和 Hawking 联手 证 明 的 奇 性 定理 (1965~1970) 无 疑 是 经 典 广义 相对 论 
的 重要 定理 . 由 于 这 些 定理 的 证 明 涉及 太 多 的 、 专 业 性 极 强 的 知识 (本 书 只 介绍 过 
其 中 的 一 部 分 ), 我 们 不 拟 给 出 定理 的 证 明 , 只 用 附录 的 形式 (附录 E) 对 奇 性 定理 以 
及 Penrose 于 1969 年 开始 提出 的 宇宙 监督 假设 做 一 个 定性 介绍 . 奇 性 定理 以 及 正 
能 定理 (小 节 12.7.4) 的 前 提 都 涉及 能 量 条 件 , 我 们 特 用 附录 D 对 能 量 条 件 做 一 专题 
讲解 . 

李 群 和 李 代 数 的 知识 对 物理 工作 者 的 重要 性 自 不 待 言 . 用 几何 语言 表述 李 群 
李 代数 理论 有 一 系列 的 明显 优点 . 鉴于 本 书 多 处 用 到 李 群 李 代 数 , 考虑 到 读者 已 具 
有 一 定 的 几何 基础 , 我 们 在 附录 G 中 用 几何 语言 讲授 这 一 理论 . 在 选材 时 特别 注意 
理论 物理 工作 者 的 需要 , 例如 , 我 们 专 腑 一 节 ( 8G.9) 比 较 系 统 详尽 地 讲述 在 相对 论 
中 用 得 特别 多 的 固有 洛 伦 兹 群 和 洛 伦 兹 代数 . 在 原子 物理 学 发 展 早期 提出 的 托 马 
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斯 进 动 是 一 个 理论 上 有 趣 而 又 难 懂 的 问题 , 由 于 本 书 对 它 的 理论 基础 一 一 费 米 移 
动 和 洛 伦 效 群 分 别 有 过 较为 详细 的 讲授 , 读者 完全 有 条 件 对 它 取得 一 个 较为 透彻 
的 理解 . 为 帮助 读者 达到 这 一 目的 ,8$G.9 的 最 后 一 小 节 不 惜 篇 幅 对 托马斯 进 动 做 
了 比较 详细 的 讨论 。 

关于 选读 内 容 以 及 习题 的 说 明 见 上 册 前 言 . 

与 上 册 类 似 , 笔者 在 写作 第 一 版 下 册 时 曾 请 了 为 数 众多 的 专家 、 同行 和 学 生 分 
别 阅读 初稿 的 部 分 章节 , 他 们 是 (以 姓氏 汉语 拼音 为 序 ): 歼 滨 , 曹 周 键 , 戴 陆 如 , 高 
长 军 , 高 思 杰 , 贺 蛤 , 黄 超 光 , 序 志 全 , 刘 旭 峰 , 马 永 革 , 强 稳 朝 , 田 贵 花 , 匡 小 宁 , 杨 学 
军 , 张 红 宝 , 张 其 , 郑 驻 军 , 周 彬 , 周 美 柯 , 笔者 已 在 第 一 版 下 册 前 言 中 表示 了 谢意 . 
在 第 二 版 中 、 下 册 的 写作 过 程 中 , 笔者 又 与 许多 同行 ( 含 前 学 生 ) 做 过 多 次 讨论 , 并 
吸收 了 他 们 许多 宝贵 的 意见 和 建议 , 他 们 主要 有 (以 姓氏 汉语 拼音 为 序 ): 曹 周 键 ， 
高 思 杰 , 序 志 全 , 马 永 革 , 吴 小 宁 , 杨 学 军 , 张 吴 , 张 红 宝 , 在 此 再 次 鸣谢 . 作者 梁 灿 彬 
要 特别 感谢 对 写作 本 书 有 重要 帮助 的 两 位 朋友 , 第 一 位 是 美国 国家 科学 院 院士 \ 迄 
加 哥 大 学 教授 Robert Wald 先生 , 他 不 但 是 梁 步 入 本 领域 的 优秀 启蒙 导师 , 而 且 对 
梁 回 国 后 的 教学 和 写作 工作 不 断 提供 无 私 帮 助 . 第 二 位 是 中 国 科学 院 数 学 研究 所 
的 序 志 全 研究 员 , 他 不 仅 审阅 过 本 书 的 不 少 章节 并 提出 过 许多 十 分 宝贵 的 意见 和 
建议 , 而 且 在 与 梁 的 无 数 次 讨论 中 以 他 对 问题 所 特有 的 深刻 思考 和 领悟 使 梁 受 益 
殊 深 . 北京 师范 大 学 数学 系 从 事 泛 函 分 析 教 学 多 年 的 周 美 珂 教授 对 附录 B 曾 做 过 
认真 的 审阅 并 提出 过 许多 宝贵 的 意见 和 建议 , 笔者 在 此 深 表 谢 意 . 

笔者 还 要 感谢 国家 科学 技术 学 术 著 作出 版 基金 的 资助 , 正 是 这 一 资助 使 本 书 
得 以 再 版 . 此 外 , 本 书 (第 二 版 ) 中 、 下 册 还 受到 国家 自然 科学 基金 资助 项 目 
10505004 的 部 分 资助 , 在 此 一 并 鸣谢 . 

考虑 到 许多 读者 非常 关心 下 册 的 内 容 , 我 们 特 在 中 册 目 录 之 后 给 出 下 册 目 录 
预告 . 此 处 再 对 下 册 的 每 章 和 每 个 附录 的 内 容 做 一 个 十 分 简单 的 介绍 . 

下 册 第 15 章 首先 把 有 限 自由 度 系统 的 拉 氏 和 哈 氏 理论 推广 到 场 系统 (无 限 自 
由 度 系 统 ), 然后 讨论 广义 相对 论 的 哈 氏 形式 . 引力 场 是 约束 系统 , 我 们 用 相当 篇 幅 
介绍 Dirac-Bergmann 关于 约束 系统 的 哈 氏 理论 , 并 介绍 如 何 将 这 一 理论 用 于 电磁 
场 和 引力 场 . 

鉴于 黑洞 ( 热 ) 力 学 对 广义 相对 论 以 及 相关 交叉 学 科 非 常 重 要 , 我 们 在 下 册 中 
增补 了 第 16 章 , 该 章 首先 比较 详细 地 讲授 稳 态 黑洞 的 热力 学 ( 即 传统 的 黑洞 热力 
学 ), 然后 着 重 介 绍 在 非 稳 态 黑洞 力学 中 起 关键 作用 的 孤立 视界 和 动力 学 视界 及 其 
有 关 定 律 . 

Noether 定理 是 场 论 教材 几乎 必 讲 的 重要 基础 性 定理 , 多 数 教材 在 讲授 该 定 
理 的 证 明 时 都 使 用 坐标 语言 , 许多 有 志 于 彻底 弄 懂 这 一 证 明 的 读者 学 习 后 往往 感 


iv， 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


到 并 未 真 懂 . 然而 用 几何 语言 可 以 给 出 清晰 简洁 的 证 明 , 下 册 附 录 王 将 给 出 这 一 证 
明 并 用 几何 语言 对 与 此 有 关 的 一 系列 问题 进行 讨论 . 

纤维 从 理论 对 理论 物理 工作 者 的 重要 性 与 日 俱 增 , 下 册 附 录 I 将 以 尽量 好 懂 的 
方式 讲解 主 纤维 从 和 伴 纤维 从 的 概念 和 性 质 , 特别 是 主 从 和 伴 从 上 的 联络 . 为 帮助 
读者 了 解 纤维 从 理论 在 规范 场 论 的 应 用 , 我 们 还 专 辟 两 节 对 没有 场 论 知识 的 读者 
介绍 规范 场 论 , 再 用 三 节 讲 解 规范 场 论 的 从 语言 表述 , 特别 注重 在 两 种 理论 之 间 的 
“ 架 桥 ” 工作. 

广义 相对 论 (特别 是 宇宙 论 ) 以 及 量子 场 论 (特别 是 超 弦 理论 ) 的 现代 发 展 使 德 
西 特 时 空 和 反 德 西 特 时 空 再 度 变 得 十 分 重要 , 下 肌 附 录 本 将 比较 详细 地 讨论 德 西 
特 时 室 和 反 德 西 特 时 空 . 


梁 灿 彬 周 彬 
2008 年 4 月 于 北京 师范 大 学 
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第 11 章 时 空 的 整体 因果 结构 


$ 11.1 过 去 和 未 来 


在 狭义 相对 论 中 , 任 一 时 空 点 p 的 全 体 类 时 和 类 光 矢 量 ( 零 元 除外 ) 被 分 为 指向 
未 来 和 指向 过 去 两 大 类 ( 见 小 节 6.1.6 末 ). 无 论 弯曲 还 是 平 直 时 空 , 一 点 的 切 空间 并 
无 区 别 (无 非 是 4 维 矢量 空间 配 以 一 个 洛 伦 北 度 规 ) 因此 弯曲 时 空中 任 一 点 的 类 时 
和 类 光 矢 量 ( 零 元 除外 ) 的 集合 也 可 类 似 地 分 为 两 大 部 分 . 若 只 孤立 地 讨论 一 点 p， 
可 任意 指定 其 中 一 个 部 分 为 指向 未 来 部 分 ( 记 作 户 , ), 其 中 每 一 元 素 称 为 指向 未 来 
的 (future directed) 类 时 (或 类 光 ) 矢 量 , 另 一 部 分 ( 记 作 户 ) 的 元 素 则 称 为 指向 过 去 的 
(past directed) 类 时 (或 类 光 ) 矢 量 ( 见 图 11-1). 但 在 讨论 全 时 空 时 , 物理 上 总 希望 这 种 
指定 在 从 一 个 时 空 点 到 另 一 时 空 点 的 过 渡 中 是 连续 的 ( 闵 氏 时 空 就 如 此 ). 然而 并 
非 所 有 时 空 都 能 做 到 这 一 点 . 考虑 以 SLx 避 (圆柱 面 ) 为 底 流 形 的 2 维 时 空 , 为 画图 


方便 , 把 它 治 母线 前 开 并 夯 成 图 11-2. 设 其 上 度 规 这样 天 
给 定 , 使 各 点 的 光 锥 如 图 11-2 所 示 , 便 无 法 对 指向 未 
来 部 分 (所 ) 作 连续 指定 . ( 若 按 图 11-2 指定 , 则 把 左右 两 Sy 
竖 线 粘 合 后 , 粘 合 处 的 户 有 突变 . ) 不 妨 认 为 这 样 的 时 

空 没有 物理 意义 . 能 连续 地 指定 光 锥 未 来 部 分 的 时 空 NA 


叫 时 间 可 定向 时 空 (time orientable spacetime). 今后 谈 图 11-1 p 点 指向 过 去 和 未 
到 时 空 都 指 时 间 可 定向 时 空 , 并 认为 每 一 时 空 都 已 作 来 的 类 时 (及 类 光 ) 矢 量 组 成 
了 这 样 的 连续 指定 (其 实 上 册 中 早已 有 这 样 的 默认 ) Be 

设 时 空 (M,g,,) 存 在 一 个 C? 的 类 时 矢量 场 1 ,就 可 把 如 

在 每 点 pe M 的 值 zj 所 在 的 那个 部 分 指定 为 指向 未 来 部 分 , 这 种 指定 自然 是 连 
续 的 . 因此 , 存在 C9 类 时 矢量 场 的 时 空 一 定 是 时 间 可 定向 时 空 . 反之 也 可 证 明 [ 见 


] 允 中风 全民 


图 11-2 时间 不 可 定向 时 空 一 例 


“2 . 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


Penrose(1972)], 大 (MM, gos) 是 时 间 可 定向 时 室 , 则 它 必 存在 C5 的 类 时 矢量 场 . 
命题 11-1-1 设 p 是 4 维 时 空 (M,g,,) 的 点 , v*,u eV 是 指向 未 来 或 过 去 的 类 
时 或 类 光 矢 量 , v“ 0, uz0， 
<0 属 v" 与 u* 有 相同 指向 ， 
>0 心 v" 与 a 有 相反 指向 ， 
=0 属 3BeR 使 v= pu", (a) 
(车 vw 都 类 光 , 则 gvrw <0 人 vw" 与 w* 有 相同 指向 , 且 v* # Bu*，(b) 
>0 心 vw 与 ur 有 相反 指向 , 且 v* Bu’. (c) 
证 明 ”因为 任意 时 空 的 一 点 的 切 空间 都 一 样 , 只 须 对 闵 氏 时 空 一 点 p 证 明 本 
命题 . 
(1) 设 v*eV ,类 时 , 则 总 可 选 惯 性 系 {1,x} 使 0 切 于 ! 坐 标 线 , 亦 即 可 选 广 的 
正 交 归 一 基底 {(e,)*} 使 =a(e), ga eR,Qz0 .这 表明 vw 在 该 基底 的 分 量 为 
v* =(Q,0,0,0), 于 是 gv ?us = jy VU = 一 Qu" .而 由 图 6-13 关于 指向 未 来 和 过 
去 的 定义 可 知 v* 与 a* 有 相同 (相反 ) 指 向 等 价 于 & 与 x 同 ( 反 ) 号 , 故 
gapv ur<0 aur >0 心 v" 与 a* 有 相同 指向 ， 


(HU) 老 2 ， 2 不 都 类 光 ， 则 oo 


Spa < 0 全 gu >0 亿 5? 与 ur 有 相反 指向 . 
( 尹 因 vey, 类 光 且 非 零 , 故 总 有 正 交 归 一 基底 {(e,)"} 使 
2 =afeo) + (el)’], 0 eR,az#0, 从 而 vw =(Q,a,0,0), 于 是 


gv'us =—vV I + vu! =—Q(u" — 2 ), (11-1-1) 

u” ez 的 类 光 性 则 导致 
0= gpuu? =—(u) + (ul) + ) + (uy), (11-1-2) 
由 此 又 得 122| > ad . (11-1-3) 


(a) gupUu® =0 Ou Ow =(u,u,0,0) OI3BeR 使 v=Bur, (11-1-4) 


其 中 第 一 、 二 步 分 别 用 到 式 (11-1-1) 和 (11-1-2). 
(b) goD2 <0 仿 u -ul #0 且 与 & 同 号 


今 0 与 a 同 号 所 wu 与 0* 有 相同 指向 ， (11-1-5) 


第 11 章 ”时空 的 整体 因果 结构 “3， 


其 中 第 一、 二 步 分 别 用 到 式 (11-1-1) 和 (11-1-3). 由 式 (11-1-4)、(11-1-5) 便 得 
gpD2 <0 心 vBur 且 v" 与 u* 有 相同 指向 . 

(oO) 证明 与 (b) 类 似 . 口 

推论 11-1-2 

(类 光 超 曲面 对 上 不 存在 切 于 书 的 类 时 矢量 . 

(2) 类 光 超 曲面 上 上 每 点 只 有 一 个 类 光 方 向 , (就 是 说 , Vg e 5, 设 ,wu 是 g 点 
的 切 于 克 的 类 光 矢 量 , 则 3 Be 展 使 w= pu.) 这 就 是 类 光 法 矢 22 的 方向 . 

证 明 设 v* 是 点 ge 有 2 的 切 于 的 矢量 , n° 是 点 4 的 类 光 法 矢 , 则 
gawvn? =0. 取 命题 11-1-1(1) 的 u“ 为 n?, 便 知 wv* 类 时 会 导致 gj,v“n” 0 的 矛盾 ， 
故 zv? 不 能 类 时 . 若 v" 类 光 , 取 命 题 11-1-1(2) 的 wu 为 , 便 知 3Be 恨 使 v* = pu”. 
可 见 g 点 只 有 一 个 类 光 方 向 , 就 是 该 点 的 类 光 法 矢 的 方向 . 口 

定义 1 Ci 曲线 y 叫 指向 未 来 类 时 线 , 若 y 上 每 点 的 切 矢 是 指向 未 来 类 时 矢 
量 ，y 叫 指向 未 来 因果 线 (future directed causal curve), 若 y 上 每 点 的 切 矢 是 指向 未 
来 类 时 或 类 光 矢 量 (后 者 含 零 元 ). 指向 过 去 类 时 线 和 因果 线 可 类 似 地 定义 . 

注 1 我 们 以 前 把 观 者 定义 为 一 条 以 固有 时 ( 线 长 ) 为 参数 的 类 时 线 , 现在 应 在 
“类 时 线 ” 前 加 上 “指向 未 来 ”. 

定义 2 peM 的 切 空间 VV 的 子 集 {v" ey 1gwv"v* =0} 称 为 p 点 的 光 锥 
(light cone). 

定义 3 peM 的 编 时 未 来 (chronological future) 

1*(p) 定 义 为 : 


~ 
I+(p) := {geM|3 从 p 到 4g 的 指向 未 来 类 时 线 }.” Re 


还 有 一 个 与 I+(p) 类 似 而 又 有 区 别 的 重要 定义 , 即 
定义 4 设 U 是 peM 的 任 一 邻 域 , 则 p 的 相对 于 mo 
UU 的 编 时 未 来 1(p,U) 定 义 为 E , 


F(p:D) := {geU|3 从 p 到 gq 的 位 于 上 内 的 指向 未 来 类 时 线 }. 


注 2 Dr(p)=I(p,M).@ 图 11-3 给 出 阅 氏 时 室 中 I*(p,U)#T(p) 几 U0 的 一 
例 . @ 把 定义 3 和 4 的 “未 来 ” 换 为 “过 去 ”, 便 得 到 I (p)(p 点 的 编 时 过 去 ) 和 
I (p,0) 的 定义 . 这 种 做 法 称 为 “对 偶 地 定义 ”.@p 点 的 光 锥 按 定义 2 是 p 点 的 


(D“ 从 p 到 4 的 曲线 ”y 是 指 y : [a,8] 一 M ,满足 p=y(a),q =7Y(5). 本章 的 “曲线 ”往往 是 指 曲 线 映射 的 
像 . 
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切 空间 到 (而 不 是 时 空 流 形 M ) 的 子 集 (由 p 点 的 所 有 类 光 矢 量 组 成 ), 虽然 在 狭义 
相对 论 中 人 们 常 把 p 点 的 光 锥 理解 为 时 空 流 形 恨 ' 中 由 x? + 六 +z? -f=0 定 义 的 
子 集 , 即 以 p 为 项 点 的 圆锥 面 [ 亦 可 表 为 1(p)Ui(p), 顶 上 加 点 代表 该 子 集 的 边 
界 ]. 本 书 通常 按 定义 2 使 用 光 锥 一 词 ,只 有 小 节 6.1.6, 8.9.2 及 8.9.3 例外 , 那里 谈 到 
的 点 的 “ 光 锥 面 ” 实 际 是 1+(p), (p) 或 两 者 之 并 . 
定义 5 pe M 的 因果 未 来 (causal future)J+(P) 定义 为 
J'(p) := {geM|3 从 p 到 gq 的 指向 未 来 因果 线 }， 
p 二 的 相 嘲 守 U 的 因果 未 来 本 (p,U) 定 义 为 
T(p,U) := {geU|3 从 p 到 4g 的 位 于 U 内 的 指向 未 来 因果 线 }. 


J-(p) 和 J-(p,U) 可 对 侦 地 定义 . 

注 3 p 点 本 身 可 看 作 一 条 曲线 (把 人 R 的 一 个 区 间 映 为 {p}c M 的 映射 , 即 独 
点 线 ), 其 在 p 点 的 切 矢 为 零 , 因而 是 类 光 矢 量 , 故 p 点 可 看 作 类 光 曲 线 . 虽然 它 既 
非 指 向 过 去 亦 非 指向 未 来 , 但 还 是 规定 p eJ+(p) 及 peJ 丁 (p). 与 此 不 同 , p 点 不 
能 看 作 类 时 曲线 , 所 以 一 般 来 说 p g1'(p). 然而 也 有 例外 . 例如 , 只 要 把 2 维 闵 氏 时 
空中 的 直线 t=0 和 t=1 认 同 (图 11-4), 就 存在 从 p 经 a 问 到 pp 的 类 时 曲线 (是 一 条 
闭合 的 类 时 线 ), 从 而 有 p el'(p) .更 有 甚 者 ,事实 上 这 个 人 造 时空 的 任 一 时 空 点 
都 属于 1*(p), 即 1'(p)=M. 


a 
图 11-4 闭合 类 时 线 pap 图 11-$ 非 凸 邻 域 示 意 


定义 6 Pei 的 邻 域 N 称 为 凸 邻 域 (convex neighborhood), 若 ve,reN, 有 
NN 内 的 唯一 测 地 线 联 结 4 与 r. ( 注 : 即 使 驳 氏 或 闵 氏 空间 , 也 并 非 所 有 邻 域 都 是 凸 
的 , 图 11-5 就 是 非 凸 邻 域 的 一 例 . ) §3.3 定义 3 已 讲 过 法 邻 域 .p 点 的 既 凸 又 法 的 
邻 域 称 为 p 点 的 凸 法 邻 域 (convex normal neighborhood). 

注 4 ”也 由 定义 可 知 西 法 邻 域 是 开 子 集 . @ 任 一 时 空 的 任 一 点 必 有 凸 法 邻 域 . 
@ 一 点 的 法 邻 域 未 必 是 域内 其 他 点 的 法 邻 域 ,但 一 点 的 凸 法 邻 域 一 定 是 域内 任 一 
点 的 凸 法 邻 域 . @, @ 的 证 明 见 Hicks(1965). 
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命题 11-1-3 

(a) pel’ (9 9eT'(r) 二 .pel'(n), (不妨 形象 地 表 为 “I+I=I”) 

(b)peJ (9), 9el'(r) 一 pel'(r), (不 妨 形 象 地表 为 “J+I=I”) 

(b)psI (g), geJ*(r) 一 pel'(r). (不 妨 形 象 地 表 为 “I+J=I”) 

证 阴 (a)pel'(q), gelI*(r) 表 明 存 在 从 gq 到 p 的 指向 未 来 类 时 线 yo 和 从 rr 
到 g 的 指向 未 来 类 时 线 y, . 令 y=y,s Uyy, 在 g 点 附近 可 对 y 适当 “ 磨 光 ”(round 
of 使 成 C1 类 时 线 (图 11-6), 便 有 peT'(r). 磨 光 的 可 行 性 见 Penrose(1972) 的 2.23 
节 第 二 段 . (b) 和 (b") 的 证 明 见 Penrose(1972) 的 2.18 节 . 

注 5[ 选 读 | 由 于 yy。 和 ys 非常 任意 .部 使 限制 在 本 法 名城 并 使 用 各 曙 法 只 
也 难以 写 出 其 具体 方程 , 因此 磨 光 可 行 性 的 证 明 并 不 容易 . 
如 果 7 和 ys 是 测 地 线 , 方程 就 好 写 得 多 , 然而 把 类 时 线 
改 为 测 地 线 将 给 出 不 等 价 的 下 (pP) 定 义 ,为 了 既 用 测 地 线 
又 能 得 到 等 价 定义 , Penrose 想到 用 分 段 测 地 线 代 替 类 时 
线 . “分 段 类 时 测 地 线 ” 是 由 有 限 段 指向 未 来 类 时 测 地 线 
连接 而 成 的 连续 曲线 , 连接 处 可 以 不 到 C1. Penrose(1972) Wo 
称 之 为 一 个 旅程 (trip). 用 旅程 代 蔡 1+(p) 定义 中 的 “指向 未 
来 类 时 线 ” 就 得 到 I'(p) 的 另 一 定义 ,与 原 定 义 的 等 价 性 的 
证 明 见 Penrose (1972) 的 2.23 节 . 类 似 地 , 把 分 段 因 果 测 地 
线 称 为 一 个 因果 旅程 (causal trip), 用 因果 旅程 代替 于 (站 图 11-6 I+I=I 示 意 
定义 中 的 “指向 未 来 因果 线 ” 就 得 到 J(p) 的 等 价 定义 . 

一 般 时 空 的 整体 因果 特性 (结构 ) 可 以 比 闵 氏 时 空 复杂 . 例如 , 设 时 空 点 p,g 满 
是 qel(p), 若是 闵 氏 时 空 ,就 有 唯一 的 测 地 线 从 p 到 g, 它 是 指向 未 来 类 时 线 ; 若 
是 其 他 时 空 就 未 必 ( 可 能 没有 也 可 能 有 不 止 一 条 测 地 线 从 p 到 gq). 然而 , 局 域 地 看 
(在 凸 法 邻 域内 ), 任何 时 空 的 因果 特性 都 与 闵 氏 时 空 相当 类 似 , 具体 含义 见 如 下 命 
题 . 

命题 1t-1-4 ”任意 时 空 (M, gy) 的 任意 点 都 有 凸 法 邻 域 N( 见 注 4@), 其 中 任 
意 两 点 q 与 p 必 有 NN 内 唯一 的 测 地 线 相连 ( 凸 邻 域 定义 ), 而 且 ( 本 命题 内 容 ) 

(a) 若 g el*(p,N), 则 NN 内 从 p 到 4g 的 唯一 测 地 线 是 指向 未 来 类 时 线 ; 

(p) 若 ge 和 (PN) -CN 9#p, 则 NN 内 从 p 到 g 的 唯一 测 地 线 是 指向 未 
来 类 光 曲 线 ; 

(b) 若 ge 三 (p,N)-TF(P,N)， 9z#p, 则 NN 内 从 p 到 g 的 指向 未 来 因果 线 必 为 
类 光 测 地 线 . 
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这 一 直观 看 来 很 好 接受 的 命题 证 来 颇 不 简单 , 见 选读 11-1-1, 建议 初学 者 暂时 
免 读 . 
[选读 11-1-1] 

命题 11-1-4 的 证 明 需 要 如 下 引 理 . 

引 理 11-1-5 设 N 是 peM 的 凸 法 邻 域 ,定义 :NN 一 民 为 

0(q) := gapv"V"，VqeN ,其 中 vw =expp 1(q)， 

VKe 民 令 了 ={geN|lo(g)=K}, 则 (a)K<0 时 Zk 是 类 空 超 曲 面 , 玉 >0 时 5 
是 类 时 超 曲 面 , 0-{p} 是 类 光 超 曲面 . (b) N 内 从 p 到 g 的 唯一 测 地 线 正 交 于 过 gq 
的 中， 

证 明 借 p 点 的 任 一 正 交 归 一 基 {(e,)} 及 其 对 偶 基 {(e*),} 可 在 N 上 定义 ( 黎 

曼 ) 法 坐标 系 {x4}, 点 qeNN 的 x 定义 为 v"(e*),, 其 中 v=exp, 1(9) .于 是 

o(g) 二 gapU" UV 二 11vDL VY Es Wx (9) x (9) 了 
令 f=x ,x=x!l, y=x, ZzZ=0, 便 有 Go=-f+x+y+z 及 

. do=2(-tdt +xdx+ ydy + zdz), 

故 0 是 C” 函 数 , 且 . 

da|z (kz0)* 0 ， do |s _(p}* 0( 但 do |,=0), 
所 以 等 0 面 隐 (Kz0) 及 马 一 {p} 都 是 超 曲 面 (图 11-7). 每 一 9e N 决定 一 张 等 o 
面 2r [其 路 =o( 引 ]， 先 讨论 KK<0 的 情况. 令 N_={geN|o(g)<0}, 则 
Zk(K<0)cN_. 因 NN 是 古 法 邻 域 , 故 YVqe5kx 有 NWN 内 唯一 测 地 线 y(p) 从 pp 到 gq. 
选 仿 射 参数 p 使 p(p)=0, p(q)=1, 则 v=expp1(9)=(6/9p)*[,. 令 we 有 R, 则 
T=0p 也 是 仿 射 参数 , 且 (0/6p)* = mw(B/8z)? . 总 可 选 w 使 了 等 于 线 长 ,于 是 

o(q)=gav"v =0 [gos(0/07)" (0/07)]l,=—0 =-[r(9), vqge Sx. 

可 见 kx(K<0) 上 每 点 g 与 p 所 连 测 地 线 都 是 类 时 线 , 线 长 都 等 于 常数 
(~K) 2. 当 8 跑 遍 N_ 时 给 出 一 个 类 时 测 地 线 汇 , 其 切 和 失 Z"=(9/975)* 构成 N_ 上 的 
一 个 类 时 矢量 场 . 为 证 明 任 一 kx(K<0) 为 类 空 超 曲 面 只 须 证 明 ZZ” 是 hk 的 法 和 
场 ,为 此 可 借用 QZ? 所 产生 的 单 参 微 分 同 胚 局 部 群起 }( 见 选读 2-2-4). Vg e Bk, 过 
4 并 策 在 史上 的 任 一 曲线 mn(8) 可 充当 87.6 的 横向 曲线 , 因而 在 上 述 类 时 测 地 线 
汇 中 挑 出 一 个 单 参 测 地 线 族 {7,(z)} ,所 有 yy,(T) 铺 出 一 张 2 维 面 CN_. Wn(s) 
代表 上 m(8) 在 办 映射 下 的 像 , 则 随 着 z 的 改变 ,1 人 8] 的 切 矢 1 = (8/8s)2 构成 . 上 
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的 一 个 矢量 场 (图 11-7), 而 且 与 Z 对 易 , 于 是 gap1222 沿 任 一 y,(7T) 为 常数 ( 见 87.6). 
此 常数 可 借 了 p 点 确定 .虽然 ao(p)=0 表 明 pg. ,但 可 令 . 放 内 的 点 沿 任 一 y,(7T) 
无 限 允 近 p. 注意 到 (3) 在 f 二 (~ 人 时 缩 为 点, 便 知 1 (作为 .上 的 矢量 场 ) 
在 明 近 p 时 趋 于 零 (不 妨 补 定义 1"|,=0), 所 以 常数 gas1"2s=0., 由 于 横向 曲线 
L0(s) 的 任意 性 , 以 上 讨论 说 明 2Z? 是 到 的 法 矢 ,2 的 类 时 性 因而 表明 
焉 ( 玉 <0) 为 类 空 超 曲 面 , 上 述 证 明 的 要 害 是 每 条 测 地 线 思 (rz) 上 存在 着 在 p 点 为 
零 的 雅 可 比 场 114( 见 选读 7-6-3. 首 行 ) 类似 手法 也 适用 于 证 明 玖 (E>0) 和 
马 一 { 站 分 别 是 类 时 和 类 光 超 曲面 . 口 


Bx(K<0) / 2°y 


图 11-7 Kz0 的 每 一 如 含 两 叶 (外 <0 时 为 上 下 叶 , KK >0 时 为 左右 叶 )， 
图 中 各 只 示 出 一 叶 . 2 与 1° 正 交 


命题 11-1-4 的 证 明 [ 可 参见 Hawking and Ellis(1973) 命 题 4.5.1 的 证 明 ] 
() 设 Y( 有 是 NN 内 从 pp 到 g 的 指向 未 来 类 时 线 , y(0)=p. 借 p 的 正 交 归 一 基 在 
NN 上 定义 法 坐标 x*, 则 y() 的 切 矢 (3/161)? | 类 时 导致 [1,,(dx* /dz)(dx* /di)],.o <0， 
加 上 x*(p)=0, 便 知 3e>0 使 
Nvx (Ss)x (s)<0, vse(0,el. (11-1-6) 


作为 点 y(s) 的 法 坐标 , x*(s) 无非 是 u” = exp [7(s)] 的 分 量 , 故 式 (11-1-6) 表 明 wu” 
类 时 , 因而 ofy(s)]<0. 可见 y(1) 至 少 有 一 段 ( 称 为 初始 段 ,但 不 侈 万 ) 进 入 N_ ,再 由 
o(p)=0 及 中 值 定理 便 知 初始 段 内 至 少 有 一 点 满足 do/df<0, 这 又 导致 y 各 点 都 
有 do/drt<0.[ 否 则 yy 线 上 有 p=7Y(n) 满足 do/df| =0, 意味 着 7 线 与 过 用 的 等 
0 面世 (5p) 相 切 ,而 这 不 允许 , 因 太 j(,) 是 类 空 超 曲 面 ( 见 引 理 11-1-5) 而 y 是 类 时 
线 ]. 所 以 y(1)c N_ ,而 且 线 上 的 o 值 随 !1 增 加 只 能 越 来 越 负 (“ 越 陷 越 深 ”), 特别 是 
有 oao(g)<0, 表 明 exp,。'(q) eV 为 类 时 ,因而 N 内 从 pp 到 g 的 唯一 测 地 线 ( 记 作 志 ) 
是 类 时 测 地 线 , 再 用 反 证 法 证 明 上 指向 未 来 . 设 E 竟 然 指向 过 去 , 则 pel'(g,N)， 
与 已 知 条 件 gelt(p,NN) 结合 得 peI'(p,N) ,导致 o(p)<0, 与 o(p)=0 矛 盾 .可见 
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N 内 从 万 到 的 唯一 测 地 线 是 指向 未 来 类 时 线 . 

(Db) 以 有 代表 NN 内 从 pp 到 geJt(p,N)--I*(p,N) 的 唯一 测 地 线 ,现在 用 反 证 法 
证 明 7 类 光 , 即 ol(q)=0. 设 o(g)#0, 则 或 者 o(q)>0 或 者 o(g)<0. 若 ao(g)>0， 
则 过 g 点 的 等 o 面 是 类 时 超 曲 面 ( 引 理 11-1-5), 故 该 面 上 存在 从 9 到 某 点 了 的 指向 
未 来 类 时 线 , 于 是 有 a(r)=a(q)>0 和 relt(g,N) ,后 者 与 geJ*(p,N) 结合 得 
rel*(p,N) ,而 这 又 导致 o(r)<0[ 见 (a) 的 证 明 ], 与 o(r)>0 巴 盾 . 又 若 o(q)<0， 
则 7 是 类 时 测 地 线 , 注意 到 ggI'(p, 和 N), 可知 7 只 能 指向 过 去 , 导致 p eT'(g,N)， 
与 9eT'(p,N) 结合 又 推出 pelt(p,NN) 的 矛盾 . 以 上 证 明了 o(g)=0, 因 而 是 类 
光 测 地 线 . 还 应 证 明 它 是 指向 未 来 的 , 见 (b') 的 证 明之 末 . 

(b) 设 4 是 入内 从 p 到 9 的 指向 未 来 因果 线 .对 4 上 异 于 的 任 一 点 ,有 
reJ'(p,N), 9eJ*(r,N). 假 如 rel'(p,N), 则 gelt(p,N), 与 已 知 条 件 矛 盾 , 因 
此 yeT(p, 和 NN) 了 (p,N), 从 而 o(r)=0, 于 是 4c 妨 , 类 光 超 曲面 一 {p} 上 不 存 
在 切 于 该 面 的 类 时 矢量 [ 见 推 论 11-1-2(H)], 所 以 4 的 切 矢 处 处 类 光 , 即 和 是 类 光 曲 
线 . 设 hn 是 超 曲 面 了 一 {p} 的 类 光 法 矢 场 ,注意 到 类 光 超 曲面 上 各 点 类 光 方 向 的 唯 
一 性 [ 见 推 论 11-1-2(2)], 可 知 4 只 能 重合 于 nn" 过 9 的 积分 曲线 . 另 一 方面 , (b) 中 已 
证 明和 NN 内 从 p 到 g 的 唯一 测 地 线 有 也 是 一 {p} 上 的 类 光 测 地 线 , 因而 也 重合 于 1 
过 g 的 积分 曲线 . 于 是 与 4 重合 , 从 而 证 明了 1 是 类 光 测 地 线 . 由 此 又 可 反 过 来 
补 证 (b) 中 尚未 证 明 的 7 的 指向 未 来 性 :把 有 和 4 记 作 1(1) 和 4A(s), 其 中 t 和 s 是 食 射 
参数 ,满足 (0)=A(0)=p ,7n()=40)=g. 令 v=(0/01)|, ,w=(9/9s)*|,, 则 
expp(Z )=4=expyp(u”), 故 V =u” ,于 是 ur 的 指向 未 来 性 (来 自 和 的 指向 未 来 性 ) 
保证 了 vw" (因而 7) 的 指向 未 来 性 . 口 

[选读 11-1-1 完 ] 

命题 11-1-6 把 pe MM 的 凸 法 邻 域 N 看 作 拓扑 空间 (N,.2) ,其 中 .是 由 

的 拓扑 98 诱导 的 拓扑 , 则 IT'(p,N) 是 M 的 开 集 , J*(p,N) 是 N 的 闭 集 . 


.图 11-8 命题 11-1-6 证明 用 图 .右边 的 上 和 7 是 命题 11-1-4 证 明 中 涉及 的 测 地 线 
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证 明 [ 选 读 ] 由 定理 3-3-7 可 知 p 点 的 切 空间 有功 含 开 子 集 访 使 
expp : 访 广 NN 为 微分 同 胚 . 令 下 ,=fv” ey,|v? 为 指向 未 来 类 时 矢量 }, 则 
Os 门 访 是 户 ( 作 为 拓扑 空间 ) 的 开 子 集 (图 11-8). 由 命题 11-1-4 不 难 证 明 ( 习 
题 )T(P,N)=expp[O] 及 三 (P,N)=expp[O], 其 中 DO 是 把 O 看 作 认 的 子 集 时 的 闭 
包 . 因 Oc 户 为 开 集 , Oc 户 为 闭 集 , exp, : 户 一 人 是 微分 同 胚 , 故 下 (PN) 和 
J*(p, 入 ) 依次 是 六 的 开 集 和 闭 集 . 由 注 4 四 可知 Ne.9 ,不 难 证 明 这 时 诱导 拓扑 
.2 的 定义 [ 式 (1-2-2)] 可 简化 为 . 史 = 人 和 CNIFe9 所 以 上 (PN) 也 是 M 的 开 集 ， 
即 I'(p,N)e?. 加 

命题 11-1-7 vpeM 有 I(p)e 7 [ 即 T*(p) 是 MM 的 开 集 ]. 

证 明 设 geI'(p), yY 是 从 p 到 g 的 指向 未 来 类 时 线 ,N 是 g 的 凸 法 邻 域 , 则 
3rey 站 NN 使 geTt(r,N)( 图 11-9). 由 注 4@ 可 知 N 也 是 7 点 的 凸 法 邻 域 , 故 命题 
11-1-6 保证 Tt(r,N)e .可 见 任 一 geI*(p) 有 开 领 域 1+(x,N)cTI'(p), 由 定理 
1-2-1 便 知 I'(p)e 7. 口 


图 11-9 证 明 I(p) 为 开 集 


命题 11-1-4 表明 , 如 果 限 制 在 凸 法 邻 域 以 内 , 任意 时 空 的 因果 特性 都 与 闵 氏 时 
空 非常 类 似 , 但 越 出 凸 法 邻 域 就 未 必 如 此 简单 . 然而 该 命题 的 最 后 一 个 性 质 [ 即 (b7] 
却 不 受 这 一 限制 , 体现 为 如 下 命题 . 

命题 11-1-8 在 任意 时 空中 , 若 9 eJ*+(p)-1+(p), 则 从 p 到 g 的 指 向 未 来 因 
果 线 必 为 类 光 测 地 线 . 

证 明 [选读 ] 设 4 是 从 p 到 g 的 指向 未 来 因果 线 .车 和 有 一 点 的 切 矢 为 类 时 ， 
则 它 必 会 类 时 段 ,于 是 由 “I+J=I” 会 推出 geI(P) 的 矛盾 , 故 1 是 类 光 曲 线 . 今 
欲 证 它 是 类 光 测 地 线 . Vvze4, 设 N: 是 z 的 酝 法 邻 域 , 则 {N:lze 人 是 4 的 开 履 盖 . 
因为 4 是 由 紧 致 子 集 [0,0]C 陈 到 AM 的 Cl 映射 的 像 ,所 以 {N,1ze4j 存 在 有 限 子 
覆盖 (图 11-10). 以 4 进入 的 先后 为 序 对 子 覆 盖 中 的 西法 邻 域 编号 , 则 子 覆 盖 可 表 为 
{N,N ,…,N,}. 设 xe4 门 Ni 门 N, (这 样 的 x 总 存在 ) 则 xe 开 (PN)-T(CPN)， 
于 是 由 命题 11-1-4(b) 可 知 1zx 段 为 类 光 测 地 线 , 对 上 述 讨论 作 有 限 次 重复 , 便 知 4 


“10- 微分 儿 何 入 门 与 广义 相对 论 
为 类 光 测 地 线 . 了 口 
注 6 本 命题 等 价 于 Hawking and Ellis(1973) 的 命题 
4.5.10, 该 书 提供 了 另 一 证 明 . 
思考 题 ”判断 如 下 命题 的 真 伪 : 若 存在 从 p 到 5 的 
指向 未 来 类 光 测 地 线 , 则 g e J(p)-I*(p). 
答 ”命题 为 伪 . 图 11-11 便 是 反例 : 设 t,x 是 2 维 闵 氏 
时 空 的 洛 伦 兹 坐标 , 把 竖 直 线 x=-1 和 x=1 认 同 , 令 
A 了 =(0,0) , gqg=(2,0), 则 存在 从 p 到 g 的 类 光 测 地 线 
图 11-10 4 的 有 有 限 子 禾 UP ,而 geIr(p), 所 以 ggT(p)-T*(p). 
人 定义 7 MM 的 任 一 子 集 S 的 编 时 未 来 1+(S) 定义 为 
I (S) := UI(CP) 
S 的 编 时 过 去 I (5S) 可 对 偶 地 定义 . 
注 7 由 定义 7 和 命题 11-1-7 可 知 I'(S) 为 开 集 . 


2 
A 
Wa 


认同 
图 11-11 4 el*(p) 不 排斥 有 类 光 测 地 线 从 p 到 4g 图 11-12 命题 11-1-4 证 明 (B) 用 图 
命题 11-1-9 以 $ 代表 Sc M 的 闭 包 , 则 I*(5)=1*(S). 
证 明 (A) 设 gel*(S), 则 3peS 使 gel*(p). 但 peS 二 pe5, 故 
gq el*(S).(B) 设 gel*(5), 则 3pe5 使 qg eI*(p), 所 以 pel-(g). 因 I-(g) 为 开 
集 , 故 3p 的 开 令 域 OcI (9), 见 图 11-12，p eS 一 O 几 Sz 名 ( 见 第 1 章 习 题 19). 
令 r eON5S, 则 xr el (g), 故 ge1t(r)cI*(S). 口 


(DD 不 排除 如 下 可 能 : 某 些 凸 法 邻 域 N, 把 4 门 N, 分 成 若干 不 连通 的 段 , 导致 同一 凸 法 邻 域 被 多 次 编号 .为 消除 
这 种 情况 可 采用 如 下 做 法 :(D 取 4 的 开 履 盖 {0} ,使 每 一 U, 与 4 之 交 只 含 一 个 连通 段 ;@ 轩 对 每 一 4 站 克 取 由 凸 法 
邻 域 组 成 的 开 和 覆盖 {N,,|ze4 们 U,} ; 图 所 有 {N。,} 的 集合 是 4 的 一 个 开 惟 盖 , 必 有 有 限 子 履 盖 {N ，N ，…, N } ， 
而 且 4 门 N, 人 =1…,zm) 只 含有 4 的 一 个 连通 段 . 
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命题 11-1-10 I'[I*($)]=1+(S). 

证 明 ”习题 . 口 

由 命题 11-1-6 可 知 闵 氏 时 空 任 一 点 p 的 六 (p) 是 闭 集 .然而 一 般 时 空 未 必 如 此 
设 p 是 闵 氏 时 空 的 一 点 , 把 并 (p) 的 一 点 挖 去 ( 见 图 11-13), 则 rg 下 (p), 故 
re 民 -J*(p). 但 7 的 任 一 邻 域 都 与 J'(p) 有 交 , 故 由 定理 1-2-1 可 知 展 -路 (p) 不 是 
开 集 , 因而 本 (p) 不 是 闭 集 . 后 面 ( $11.5) 将 看 到 , 当 
时 空 满足 一 定 条 件 ( 称 为 整体 双 曲 条 件 ) 时 , 任 一 时 
空 点 p 的 J'(p) 都 是 闭 集 ( 见 命题 11-5-12). 


7- 


对 闵 氏 时 空 作 挖 点 和 认同 处 理 是 相对 论 学 者 全 二 
对 许多 貌似 正确 的 伪 命 题 举 反例 的 惯用 手法 . 这 P 
种 做 法 昌 然 有 人 为 性 , 但 已 足以 证 明 在 讨论 时 空 ”图 11-13 把 并 (p) 的 一 点 挖 去 后 
因果 结构 时 必须 保持 高 度 谨慎 . 事实 上 , 本 章 讨 论 1+(p) 不 再 是 闭 集 . 


的 时 空 (M,gw) 多 数 并 无 物理 意义 , 例如 , 我 们 并 
不 在 平 gw 是 否 满足 爱 因 斯 坦 方程 . 这 是 因为 经 验 表明 在 人 为 例子 中 出 现 的 现象 
往往 也 出 现 于 真实 时 空中 (何况 什么 时 空 才 算 “真实 时 空 ” 也 是 个 不 易 讲 清 的 问题 ). 
况且 , 理论 研究 本 来 就 应 该 关心 最 一 般 的 情况 . 
定义 8 MM 的 任 一 子 集 5 的 因果 未 来 J'(5) 定义 为 
(S$) := J op) 


5 的 因果 过 去 本 (5) 可 对 偶 地 定义 . 
命题 11-1-11 VvSc M, 以 i[J*+(S 有 ,了 (S$) 和 j*(5) 分 别 代 表 J1(5) 的 内 部 、 
闭 包 和 边界 , 则 


(a) T(EIS); TCD)=TC)， 


(0) 1*(S)=i[I*(S)]; (9 1*(S)=j*(5). 
证 明 ”因为 (a) 是 (b) 的 结果 , (d) 是 (b) 和 (c) 的 结果 , 所 以 只 须 证 明 (b) 和 (ce). 把 (¢) 
的 证 明 留 作 习 题 , 下 面 仅 证 明 (b). 
由 第 1 章 习 题 14 可 知 4cB 王 4cB, 因 此 I*(S)cT(S) 一 I*(S)cJ*(5). 
于 是 只 须 证 (S$) cI(5). 证 明 的 关键 是 拓扑 学 的 如 下 定理 :车 4 为 拓扑 空间 的 任 
一 非 空子 集 , 则 xe 4 心 x 的 任 一 邻 域 与 4 有 交 ( 见 第 1 章 习 题 15). 设 peJ*(S), 则 
该 定理 保证 p 的 任 一 开 邻 域 N 与 (S$) 有 交 . 令 qeNNT'(S). geN 导致 
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NNI'(g)z 儿 ,，” 即 3reNNI'(g) . 另 一 方面 ,geJ+(S) 则 保证 3xe5s 使 
4 eT(x). 于 是 由 “J+1=I” 便 得 relI’(x)c1*(5). 可 见 re NNI+(S), 说 明 p 的 
任 一 邻 域 NN 与 1*(S) 有 交 . 再 用 一 次 第 1 章 习 题 15 的 结论 便 知 pel'(5). 口 

定义 9 Sc M 称 为 非 编 时 集 (achronal set), 若 不 存在 p, g eS 使 q elI’(p). 
此 条 件 兴 可 等 价 地 表 为 TS)mS= 儿 . 


B DN 


图 11-14 闵 氏 时 空 图 11-15 闵 氏 时 空 图 11-16 命题 11-1-11 证 明 用 图 
0 不 是 非 编 时 的 类 空 6 

注 8 类 时 曲线 和 类 时 超 曲 面 显 然 不 是 非 编 时 的 , 但 类 空 曲 线 和 类 空 超 有 曲面 
也 有 不 是 非 编 时 的 , 如 图 11-14 和 11-15. 不 过 , 大 量 非 编 时 集 是 类 空 、 类 光 的 曲线 
和 超 曲 面 , 例如 闵 氏 时 空 的 类 空 超 曲面 +=m, 类 光 超 曲面 fx=z 及 类 光 超 曲面 
1= /x+ 也 2 十 22 等 . 

命题 11-1-12 Vv Sc M, 六 (S)( 如 果 非 空 ) 是 3 维 C9 非 编 时 嵌入 子 流 形 . 

证 明 设 3 p,q el*($) 使 geI*(p), 则 pel (gq)( 图 11-16). T(9) 为 开 保证 存 
在 p 的 开 邻 域 OcI (gq) .而 pei*(S) 则 保证 0 与 1*(S) 有 交 . 设 reONI*(S), 则 
reO rsI (9), 同 rel'(5) 结合 得 gel'(S), 与 gei*(S) 矛 盾 [ 注 意 1*(5) 为 
开 ]. 故 1+(5) 为 非 编 时 集 . 1+ (5) 的 其 他 性 质 (3 维 、C®*、 髓 入 子 流 形 ) 的 证 明 见 


Wald(1984)P.192. 回 
下 面 给 出 4 维 闵 氏 时 空中 三 个 非 编 时 边界 面世 (3S) 的 例子 , t,x, y, z 是 洛 伦 兹 
坐标 . 


例 1 weR (把 fp} 取 作 S), 1*(p) 是 3 维 非 编 时 超 曲 面 (圆锥 面 ), 它 除 p 点 
外 是 C” 类 光 超 曲 面 , 在 p 点 只 到 C?[ 压 缩 一 维 后 如 图 11-17(a)]. 

例 2 伪 转 动 观 者 世界 线 y 由 x=VL+P2,y=z=0 定 义 ,把 y 取 作 S, 则 下 (7) 
是 3 维 C” 非 编 时 类 光 超 曲面 [压缩 两 维 后 如 图 11-17(b)]. 


QD 这 一 直观 上 很 好 接受 的 论断 的 证 明 关键 是 :过 4 的 类 时 线 是 C' 曲线 而 且 不 是 独 点 集 . 
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(加 


(a) 5S ={p} 为 一 点 (b) S = y 是 伪 转 动 观 者 世界 线 (c) 5 为 类 空间 周 
图 11-17 4 维 闵 氏 时 空 的 三 个 3 维 非 编 时 边界 面 1+(S) ( 维 数 有 压缩 ) 


例 3 用 t=0, x?+y?+z?=1 定 义 类 空 2 球面 $5, 则 i*(5) 是 3 维 非 编 时 超 曲 
面 , 除 $ 及 点 外 是 C” 类 光 超 曲面 ,在 S$ 及 p 点 上 只 到 C?[ 压 缩 一 维 后 如 图 
11-17(c)]. 


§ 11.2 不 可 延 因果 线 


上 节 定 义 类 时 线 和 因果 线 时 要 求 它们 为 C! 曲线 , 从 现在 起 放宽 到 C? 曲线 . 只 
要 (局 域 地 说 )C" 线 上 任意 两 点 可 被 一 条 类 时 (或 因果 )C! 线 相连 , 就 叫做 类 时 (或 因 
果 ) 曲 线 . 准确 定义 见 Wald(1984)P.193. 

定义 1 设 7 是 到 的 一 个 区 间 , 4 : 1-> M 是 指向 未 来 的 因果 线 . p e M 称 为 
4 的 未 来 端点 (foture endpoint), 若 对 p 的 任 一 邻 域 O 有 me 使 10esO 
VtelT,t>to. 4 的 过 去 端点 可 对 侦 地 定义 . 

例 1 施 拟 西 时 空中 最 终 掉 进 奇 点 的 因果 线 无 未 来 端点 . (直观 上 的 那个 “未 来 
端点 ” 必 有 r=0, 而 这 已 不 属于 时 空 本 身 . ) 

注 1 

(1) 由 时 空 背景 流 形 M 的 工 性 ( 见 §$1.3 定 义 3) 可 证 (习题 ) 任 一 指向 未 来 因果 
线 最 多 有 一 个 未 来 端点 . 没 学 过 §1.3 的 读者 只 须 承认 这 一 结论 . 

(2) 设 4: [0,1] -> MM 为 指向 未 来 的 因果 线 , 则 p= 4(0 是 4 的 未 来 端点 . 考虑 


图 11-18 过 g elt(p) 图 11-19 过 4 的 类 光 测 地 母线 4 图 11-20 2 维 闵 氏 时 空 控 去 一 点 和 
的 过 去 不 可 延 类 光 测 ”以 p eC 为 过 去 端点 . 若 在 14 上 控 一段 直 线 . 类 光 测 地 母线 4 cit(y) 
地 母线 4 (人 为 例子 ) ”去 一 点 , 则 4 成 为 过 去 不 可 延 的 。 ”和 4'c1It*(y) 都 是 过 去 不 可 延 的 
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因果 线 4' : [0,1) 一 , 它 与 4 的 唯一 区 别 在 于 其 定义 域 不 含 1=1 的 点 .于 是 
Ps#4'(1), 但 由 定义 知 p 仍 是 4' 的 未 来 端点 . 可 见 未 来 端点 可 以 不 在 因果 线 上 . 

(3) 阁 把 上 例 的 p 从 MM 中 控 去 , 则 4' 不 再 有 未 来 端点 . 挖 前 挖 后 有 本 质 不 
同 : 4'( 及 4) 在 挖 点 前 的 时 空中 是 可 延 拓 曲线 , 即 可 定义 另 一 指向 未 来 因果 线 
元: [0,8] -> M (其 中 5>1) 使 和 1)=4(1) vte[0,1]. 这 车 称 为 4 (及 4 ) 向 未 来 延 拓 
的 结果 . 但 对 挖 去 p 点 后 的 时 空 就 不 能 类 似 地 定义 4' 的 延 拓 4, 即 4 无 法 向 未 来 
延 拓 . 于 是 有 以 下 定义 : 

定义 2 没有 未 来 端点 的 指向 未 来 因果 线 称 为 未 来 不 可 延 的 (future 
inextendible). ”过 去 不 可 延 因果 线 可 对 侦 地 定义 . 

为 了 介绍 下 一 命题 , 先 看 闵 氏 时 空 的 一 个 简单 特例 . 设 Pe 开 ' , 则 让 (P)( 但 P 
点 除外 ) 为 非 编 时 类 光 超 曲面 (上 节 例 1) 它 是 以 过 点 的 类 光 测 地 线 为 母线 产生 
的 , 就 是 说 , vg ei’ (p), 必 存 在 唯一 的 过 9 且 躺 在 这 (pz) 上 的 类 光 测 地 线 , 称 为 过 
9 的 类 光 测 地 母线 (null geodesic generator). 这 和 母线 以 p 为 过 去 端点 . 然而 , 如 果 在 
线 上 挖 去 一 点 (图 11-18), 则 过 g 的 类 光 母 线 就 不 再 以 p 为 过 去 端点 而 成 为 过 去 不 
可 延 类 光 测 地 线 . 以 下 命题 是 这 一 结论 的 推广 . 

命题 11-2-1 设 Cc MM 为 闭 子 集 , 则 vg eli*(C), gg C, 有 过 g 的 一 条 类 光 测 
地 母线 4ci'(C), 它 或 是 过 去 不 可 延 的 , 或 是 在 C 上 有 过 去 端点 (图 11-19). 

证 有 明 见 Wald(1984) 定 理 8.1.6 的 证 明 . 也 可 参阅 Penrose(1972) 3.20 节 ， 口 

例 2 @ 设 g 为 图 11-17(0) 的 1*(5) 的 任 一 点 , 则 过 g 的 类 光 测 地 母线 
4c1l(S) 有 过 去 端点 , 而 且 在 S$ 上 . @ 设 g 为 图 11-17(b) 的 i+(5) [ 即 i*(y)] 上 的 任 
一 点 , 则 过 g 的 类 光 测 地 母线 是 过 去 不 可 延 的 . @ 在 图 11-20 的 it(y) 上 取 g 和 g' 点， 
则 过 它们 的 类 光 测 地 母线 4cIt(y) 和 X41'cit(y) 都 是 过 去 不 可 延 的 . 
[选读 11-2-1] 

直观 看 来 , 从 任 一 时 空 点 也 发 出 的 任 一 指向 未 来 类 光 测 地 线 4 必 躺 在 这 (P) 上 ， 
其 实 不 然 . 图 11-11 就 是 反例 :从 pp 发 出 的 4 在 r 点 后 离开 1+(p) 进 入 T+(p), 表明 从 
了 发 出 的 指向 未 来 类 光 测 地 线 4 与 从 发 出 的 指向 未 来 类 时 线 y 有 可 能 相交 ， 注 
意 到 图 11-11 是 相当 人 为 的 例子 (通过 人 为 认同 把 背景 流 形 从 到 x 取 变 为 取 xSL), 自 
然 要 问 :这 一 现象 是 否 也 存在 于 不 那么 人 为 的 时 空中 ? (例如 这 样 的 时 空 , 其 度 规 
是 真空 爱 因 斯 坦 方程 的 解 , 其 流 形 是 最 简单 的 单 连通 流 形 取 4.) 答案 是 肯定 


QD 无 未 来 端点 (因而 未 来 不 可 延 ) 的 常见 情况 是 (a) 当 参数 达到 某 值 时 曲线 映射 的 “ 像 点 ”是 时 空 奇 点 ; (本 节 例 
1 属 此 情况 . 挖 点 则 是 这 种 人 情况 的 人 为 实现 . ) (b) 曲 线 映 射 的 像 点 随 参数 增 大 而 趋 于 无 限 远 ; (@j 曲 线 的 像 点 随 参数 
增 大 而 在 有 限 范 围 内 转 来 转 去 (曲线 的 像 可 能 闭合 也 可 能 不 闭合 ), 永 无 止境 . 反之 , 在 有 未 来 端点 的 情况 下 , 曲线 之 
所 以 停 在 端点 是 因为 定义 映射 时 就 没 把 它 定义 为 越过 该 点 , 因而 可 通过 重新 定义 而 得 以 延 拓 . 
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的 . Taub 的 平面 对 称 时 空 ( 见 88.6) 就 是 一 例 , 见 Kuang et al.(1996). 应 该 指出 ,从 上 p 
发 出 的 指向 未 来 类 光 测 地 线 进入 TI'(p) 的 现象 在 线 上 有 共 示 点 对 时 必然 发 生 . 更 准 
确 地 说 , 设 44 是 从 pp 到 gq 的 指向 未 来 类 光 测 地 线 , Pe 是 pp 沿 放 的 共 纯 点 , 则 总 可 
把 和 4 稍 加 变形 而 成 为 一 条 从 pp 到 gg 的 类 时 线 [ 见 Wald(1984)P.232], 因此 g eI'(p). 
然而 图 11-11 作为 局 域 平 直 时 空 根本 不 存在 苍 点 对 , Kuang et al.(1996) 涉 及 的 从 
万 发 出 的 指向 未 来 类 光 测 地 线 虽 然 存 在 与 忆 共 罗 的 点 万 ,但 它 在 到 达 万 之 前 就 已 
进入 T*(p). 可见 ,发 自 疡 的 类 光 测 地 线 和 上 存在 疡 的 共 配 点 是 4 进入 [(P) 的 充 
分 而 非 必 要 条 件 . [选读 11-2-1 完 ] 


$11.3 因果 条 件 


定义 1 时 室 叫 做 满足 编 时 条 件 (chronological condition) 的 , 若 它 不 存在 闭合 
类 时 线 . 

把 闵 氏 时 空中 某 惯 性 系 的 两 个 同时 面 认 同 ( 图 11-4), 就 得 到 一 个 不 满足 编 时 
条 件 的 时 空 .这 当然 只 是 人 为 例子 . 然而 , 爱 因 斯 坦 方程 确 有 存在 闭合 类 时 线 的 精 
确 解 , 例如 Godel 时 空 [Godel(1949)]、Kerr-Newman 时 空 的 奇 环 附 近 ( 见 小 节 13.4.3) 
以 及 反 德 西 特 时 空 ( 见 下 册 $JT.6). 当然 , 爱 因 斯 坦 方程 的 精确 解 也 不 一 定 就 代表 真 


7(7) 


7(7) =7( 


图 11-21 含有 闭合 段 的 世界 线 y(7) 导致 因果 疑难 


通常 认为 闭合 类 时 线 的 存在 会 导致 因果 性 疑难 : 设 观 者 y 的 世界 线 y(zr) 含有 
一 个 闭合 段 (图 11-21), 则 存在 ,Te 及 满足 y(n)=y(rs). 假定 代表 观 者 y 为 
15 岁 的 时 刻 , zt, 一 z+1 = 50( 年 ), 则 他 在 65 岁 时 与 15 岁 时 属于 同一 事件 ! (用 科幻 作 
家 的 话说 就 是 65 岁 的 他 可 同 15 岁 的 自己 握手 并 互 道 “你 好 ”, 由 此 又 可 编造 出 许 
多 “时 间 机 器 ”一 类 的 故事 . ) 这 虽然 看 来 十 分 不 可 能 , 但 理论 上 (至 少 广义 相对 论 ) 
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对 此 还 无 法 排除 . 事实 上 , 通过 “时 空 虫 洞 ” 制造 时 间 机 器 的 可 能 性 从 1988 年 起 正 
式 登 入 科学 研究 典 堂 , 成 为 广义 相对 论 学 家 的 一 个 严肃 的 研究 课题 , [Morris and 
Thorne(1988) ; Morris, Thorne, and Yurtsever(1988).] 1985 年 出 版 的 著名 小 说 
Contact 描写 了 一 个 通过 虫 洞 作 快速 星际 旅行 的 故事 . 与 大 多 数 科 幻 小 说 不 同 , 该 
小 说 对 星际 旅行 的 描写 同 物理 学 家 直至 写作 时 为 止 对 物理 定律 的 认识 完全 一 致 
小 说 初稿 描写 的 是 穿越 黑洞 的 旅行 . 作者 Sagan 曾 把 书稿 寄 给 Thome, 请 他 协助 把 
小 说 中 涉及 引力 物理 的 部 分 尽 可 能 加 以 准确 化 . Thome 对 黑洞 微 扰 的 各 种 计算 结 
果 非 常熟 悉 , 深 知 穿越 黑洞 的 旅行 几乎 无 望 , 便 建 议 把 黑洞 改 为 虫 洞 (wormhole). 
这 一 事件 促使 Thorne 开始 认真 研究 并 找到 有 可 能 进行 星际 旅行 的 虫 洞 解 , 但 发 现 
要 撑 开 虫 洞 必 须 存 在 违反 弱 能 量 条 件 ( 见 附录 D) 的 奇异 (exotic) 物 质 . 通俗 地 说 , 虫 
洞 是 连接 相距 遥远 的 两 个 空间 点 的 一 条 捷径 , 物体 从 一 个 洞口 进入 再 从 另 一 洞口 
出 来 , 就 有 可 能 回 到 过 去 , 因而 提供 一 部 时 间 机 器 . 关于 时 间 机 器 (存在 闭合 类 时 线 ) 
的 常见 悖 论 是 :“ 如 果 我 通过 时 间 隧 道 回 到 我 出 生 之 前 并 杀 死 我 娘 , 那么 还 有 我 
吗 ? 既然 没有 我 , 我 又 怎 能 回去 杀 死 我 娘 ?” 这 可 称 为 “ 犹 母 悖 论 ”. Thorne, Novikov 
等 若干 学 者 指出 :即使 存在 闭合 类 时 线 也 不 会 出 现 猎 母 现象 , 因为 狼 母 过 程 是 一 种 
非 自治 解 , 由 物理 定律 决定 的 任何 演化 过 程 都 应 该 在 逻辑 上 自 洽 , 任何 人 (或 物 ) 都 
不 能 通过 回 到 过 去 来 改变 自己 的 历史 , 在 气 除 所 有 非 自治 解 的 同时 , 他 们 在 寻求 自 
洽 解 的 研究 中 不 断 取 得 很 有 意义 的 进展 ( 见 选读 11-3-1). 另 一 方面 , Hawking 则 在 
考虑 量子 效应 后 于 1992 年 提出 如 下 的 时 序 保 护 猜想 (chronology protection 
conjecture) [Hawking(1992)] :物理 定律 不 允许 闭合 类 时 线 存 在 . 这 一 问题 的 研究 和 
争论 仍 在 继续 中 . 
[选读 11-3-1] 

截 母 悖 论 的 提出 反映 这 样 一 种 信念 :闭合 类 时 线 的 存在 使 人 们 可 以 改变 过 去 ， 
从 而 造成 因果 性 的 严重 疑难 . 其 实 并 非 如 此 . 匾 母 悖 论 是 人 们 想象 的 一 个 非 自 涂 过 
程 , 它 ( 以 及 人 们 能 想 出 的 所 有 非 自 涂 过 程 ) 的 成 因 是 没有 考虑 未 来 对 过 去 的 影响 . 
为 了 避免 矛盾 , 应 该 要 求 所 有 过 程 都 遵守 自 洽 性 原则 :闭合 类 时 线段 上 任意 两 个 事 
件 都 以 自 洽 的 方式 互相 影响 (自动 调整 到 这 样 的 方式 ): 每 个 (物理 ) 事 件 只 发 生 一 次 ， 
而 且 不 会 被 改变 . 下 面 的 有 趣 例子 有 助 于 理解 这 一 问题 [Novikov(1992)]. 一 根 Y 形 
管 以 图 11-22(a) 的 方式 与 虫 洞 的 两 个 洞口 相连 , 管 的 内 壁 非常 光滑 ,使 管内 的 活塞 
得 以 无 摩擦 地 运动 . 选择 初始 位 置 和 速率 使 活塞 沿路 径 w 和 w' 到 达 洞 口 A, 穿 过 
求 洞 后 从 洞口 B 出 来 ( 回 到 过 去 ) 继续 沿路 径 有 运动 并 赶 在 “ 较 年 轻 ” 的 自己 到 达 
之 前 占领 接头 J, 挡住 “ 较 年 轻 ” 的 自己 ,使 之 不 能 到 达 洞 口 A. 这 显然 是 一 个 与 条 
母 现象 类 似 的 非 自 洽 过 程 . 然而 计算 表明 在 任意 给 定 的 初始 条 件 下 的 确 存 在 自 洽 
过 程 (运动 方程 的 自 洽 解 ), 大 意 是 [图 11-22(b)] :活塞 从 与 图 11-22(a ) 相 同 的 初始 位 
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置 和 速率 出 发 , 将 近 到 达 接 头 J 时 恰 被 从 洞口 B 出 来 的 “ 较 老 ” 的 自己 轻 轻 一 磋 

(“ 较 老 ” 的 活塞 的 头 部 与 “ 较 年 轻 ” 的 活塞 的 侧面 发 生 摩擦 ), 因而 速率 略 有 减 小 ， 
它 以 这 较 小 的 速率 走 过 @', 从 A 进 洞 再 从 B 复 出 . 由 于 速率 较 小 , 它 不 能 抢先 挡住 
“ 较 年 轻 ”的 自己 的 去 路 , 只 能 对 它 轻 轻 一 碰 . 这 显然 是 一 个 自 洽 的 演化 过 程 . 


(a) 不 自治 运动 情况 (b) 自治 运动 情况 
图 11-22 管内 活塞 穿 过 虫 洞 的 两 种 运动 情况 (A、B 是 虫 洞 的 两 个 洞口 ) 


图 11-22 只 是 许多 类 似 例子 中 的 一 个 , 事实 上 , Thome 及 其 合作 者 研究 的 第 一 
个 例子 是 台球 从 洞口 A 进 虫 洞 再 从 洞口 B 出 来 并 与 “ 较 年 轻 ” 的 自己 相 碰 的 情况 
(由 Bolchinski 首先 提出 的 一 个 伴 雇 ). 在 证 明 给 定 初始 条 件 必 有 自 洽 解 的 同时 , 他 
们 发 现 对 同一 初始 条 件 竟 有 无 数 自 洽 解 . 这 种 怪事 在 无 闭合 类 时 线 的 情况 下 决 不 
可 能 出 现 .自然 要 问 :给 定 初始 条 件 后 , 台球 到 底 按 哪个 自 洽 解 运动 ? 他 们 最 后 求 
助 于 量子 力学 (反正 广义 相对 论 最 终 必须 与 量子 理论 结合 ). 在 量子 理论 中 每 种 轨 
道 都 有 一 定 的 概率 , 我 们 无 须 像 在 经 典 理 论 中 那样 被 迫 回答 “到 底 台 球 走 哪 条 轨 
道 ?” 的 问题 . 详 见 Thome(1994, 有 中 译本 ). [选读 11-3-1 完 ] 

不 满足 编 时 条 件 的 时 空 被 认为 是 因果 性 最 差 的 时 空 .满足 编 时 条 件 的 时 空 昌 
然 没 有 闭合 类 时 线 , 却 仍 可 能 有 闭合 类 光 曲 线 . 注意 到 光子 以 类 光 曲 线 为 世界 线 ， 
可 知 有 闭合 类 光 曲 线 的 时 空 的 因果 性 也 很 差 . 

定义 2 时空 叫 做 满足 因果 条 件 (causality condition) 的 , 车 它 不 存在 闭合 因果 
线 ( 独 点 线 除外 ). 满足 因果 条 件 的 时 空 叫 因 果 时 空 . 

图 11-23 为 非 因果 时 空 的 一 例 . 把 图 中 的 p 点 挖 去 , 就 成 为 因果 时 空 . 然而 挖 去 
Pp 点 的 时 空 仍 存在 从 9 点 出 发 的 、 无 限 接近 (要 多 接近 有 多 接近 ) 闭 合 的 因果 线 ( 实 
际 是 类 时 线 ), 如 图 11-24 所 示 . 对 度 规 的 任何 微 扰 都 会 导致 闭合 因果 线 的 出 现 , 故 
这 种 时 空 的 因果 性 仍 很 差 . 能 避免 这 一 缺点 的 时 空 的 条 件 如 下 . - 
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图 11-23” 非 因果 时 空 一 例 
圆柱 面 是 时 空 流 形 , 面 上 各 点 的 光 锥 大 致 反映 面 上 的 度 规 . 存在 闭合 因果 线 0 


图 11-24 图 11-23 挖 去 p 点 所 得 的 因果 时 空 11-25 若 用 条 件 (2) 代 替 定 义 3 的 条 件 , 则 连 
存在 无 限 接近 闭合 的 类 时 线 闵 氏 时 空 也 不 是 强 因果 的 

定义 3 ”时空 (M,g,) 叫做 满足 强 因 果 条 件 (strong causality condition) 的 , 若 
vp eM 和 p 的 任 一 邻 域 0, 3p 的 邻 域 Vc O 使 任何 因果 线 与 广 相 交 不 多 于 一 次 
( 即 交 集 或 者 是 一 个 连通 线段 或 者 是 空 集 ). 满足 强 因果 条 件 的 时 空 叫 强 因果 时 空 . 

注 1 对 定义 3 的 以 下 两 种 简化 都 不 可 取 : 

(1 时空 (M, gj) 岂 强 因果 时 空 ,车 任 一 pe M 有 和 邻 域 广 使 任何 因果 线 与 V 相 
交 不 多 于 一 次 . ” 按 此 定义 , 任何 时 空 都 是 强 因果 的 , 因为 可 取 秋 = M . 

(2)“ 时 空 (M,g,,) 称 为 强 因 果 时 空 ,车 Vp e M 和 p 的 任 一 邻 域 V, 任何 因果 
线 与 相交 不 多 于 一 次 . ” 按 此 定义 , 连 浆 氏 时 空 都 不 是 强 因果 的 , 如 图 11-25. 

强 因 果 时 空 的 因果 性 虽然 优 于 因果 时 空 ,但 在 某 些 情况 下 仍然 处 于 因果 性 破 
坏 的 边缘 . 图 11-26 就 是 一 例 . 这 是 2 维 闵 氏 时 空 经 认同 并 挖 去 3 段 直 线 的 结果 . 它 
满足 强 因果 条 件 , 但 若 对 度 规 作 微 扰 , 使 每 点 的 光 锥 都 “ 张 开 一 点 点 ”, 则 闭合 细 直 
线 pgp 用 新 度 规 衡量 就 是 类 时 线 . 广义 相对 论 很 可 能 是 某 种 (目前 尚未 有 的 ) 量 子 
引力 论 的 经 典 极限 . 量子 理论 的 不 确定 原理 使 每 一 时 空 点 的 度 规 没 有 确定 值 . 为 了 
在 物理 上 站 得 住 脚 ,时空 的 任何 性 质 都 应 有 一 定 的 稳定 性 , 即 经 得 起 对 度 规 的 微 扰 . 
因此 还 有 必要 引入 因果 性 良好 而 且 稳定 的 时 空 的 定义 . 
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图 11-26 强 因果 时 空 一 例 . 若 对 度 规 微 扰 使 每 点 光 锥 “张大 一 点 点 ”， 
则 闭合 线 pqp 就 是 类 时 的 


引 理 11-3-1 设 (M,gs) 为 时 空 , pe M ,如 ey, 为 类 时 , 1, = gt?, 则 对 p 


Ba = Ba ~tals (11-3-1) 
是 洛 伦 兹 度 规 , 且 其 光 锥 “大 于 ”gj 的 光 锥 , 准确 含义 是 : Vv” eV,, v” 0 有 
gapU UV <0 > gv v0 <0. 

证 明 ”由 式 (11-3-1) 可 知 Vv” eV, 有 

BopV"V’ = gov "U0" ~ (tv) tv’). (11-3-2) 

设 {(e,)"} 为 (V,,gs1,) 的 正 交 归 一 基底 , 且 1* = peo)” .以 gwv 代表 2 在 

{(e,)”} 的 分 量 , 则 对 p 点 有 
By = Ba (en) (ev) = gap(ey) (evs) 一 (en "ts (er) =n — BO uO, 

故 &w 排 成 对 角 矩 阵 ， 对 角 元 三 正 一 负 (goo 二 | -p? <0, g1= 822 = 833=1), 
因而 名 是 洛 伦 兹 度 规 . 车 gosv%vs <0，, 则 由 式 (11-3-2) 不 难看 出 spv"vs<0; 车 
gwv"V? = 0, 则 命题 11-1-1(1) 排 除了 tov” =0 的 可 能 性 , 故 (tov“)(tsv*)>0, 所 以 
由 式 (11-3-2) 仍 及 ,pv*v*<0. 口 

下 面 介 绍 “ (M,g) 的 因果 性 经 得 起 微 扰 ” 的 数学 表述 . 这 里 的 “ 微 扰 ”是 指 
每 点 的 光 锥 “ 张 开 一 点 点 ”, 这 个 “一 点 点 ”的 数学 表述 就 是 划 定 一 个 范围 并 要 求 
所 有 扰动 不 得 逾越 . 既然 8 = gw -tsts 的 光 锥 比 gw 的 大 , 一 个 类 时 矢量 场 如 就 
对 光 锥 的 “ 张 开 ” 程 度 划 定 了 一 个 范围 . 如果 限 于 此 范围 内 的 、 对 gw。 的 扰动 不 破 
坏 因 果 性 , (M,g) 的 良好 因果 性 就 是 稳定 的 . 而 为 此 只 需 (M,&,) 也 有 良好 的 因 
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果 性 , 至 少 不 能 有 闭合 类 时 线 . 于 是 有 如 下 定义 : 

定义 4 (M,gw) 叫 稳定 因果 时 空 (stably causal spacetime), 若 3C? 类 时 矢量 
场 * 使 时 空 (M,&,) (其 中 8, = gs -tsts) 满 足 编 时 条 件 . 

命题 11-3-2 时空 (M,g。) 为 稳定 因果 时 空 的 充 要 条 件 是 M 上 存在 可 微 函数 
J 使 = 8 Vs 为 类 时 矢量 场 . 这 样 的 f 叫 整体 时 间 函 数 (global time fanction). 

证 明 

(A) 条 件 充分 性 的 证 明 : 已 知 V?7 为 类 时 矢量 场 , 欲 证 (M, g，) 是 稳定 因果 
时 空 . 取 1* =Vf =g%V,f, 8ab = 8ab 一 《Va 了 Vsf, 则 容易 验证 


其 中 
一 Ci = gapt "te =g*(V I) Vf =t°V,f (11-3-3) 
设 y 是 (M,&) 中 的 任 一 指向 未 来 类 时 线 ,”vw 是 其 切 矢 , 车 能 证 明 veV。y 恒 为 


正 (或 负 ), 则 了 沿 y 常 增 (或 常 减 ), 因此 y 不 会 闭合 , 这 就 保证 (M， 8) 的 编 时 性 ， 从 
而 保证 (M,g。) 的 稳定 因果 性 . 另 一 方面 ， 


VVf= 6 VV f= gov" (g" Vf)= 8 vt, 
其 中 ?2 = 多 Vf .根据 上 式 ,注意 到 内 用 &， 衡量 为 指向 未 来 类 时 以 及 命题 
11-1-1, 可 知 欲 证 weVuy 恒 为 正 (或 负 ) 只 须 证 明 ?2 用 &， 衡量 为 类 时 矢量 场 . 而 这 
由 下 式 显 见 : 
Bapftt? = Bg VA) BE Vaf = 8 (Vf)Vaf 


-eVITCY OGA - 0 
lI+o? 


pr 


其 中 第 四 步 用 到 起 (1 3-3). 
(B) 条 件 必要 性 的 证 明 见 Hawking and Ellis(1973). 证 明 梗概 见 Wald(1984). 口 
命题 11-3-3 ”稳定 因果 时 空 必 为 强 因果 时 空 . 
证 明 见 Wald(1984)P.199. 口 
命题 11-3-3 表明 稳定 因果 条 件 是 上 述 各 种 因果 条 件 中 之 最 强 者 . 事实 上 , 整体 
时 间 函 数 的 存在 本 身 就 表明 稳定 因果 时 空 是 因果 表现 良好 的 时 空 . 因为 Vf 是 等 / 


QD 默认 把 (M,g) 在 每 点 p 的 指向 未 来 部 分 自然 “ 延 拓 ”作为 (M,&,) 的 指向 未 来 部 分 . 
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面 的 法 矢 , V*f 类 时 表明 等 f 面 为 类 空 超 曲 面 . 命题 11-3-2 表明 稳定 因果 时 空 可 用 
单 参 类 空 超 曲面 族 {2 } 分 层 ( 见 小 节 10.1.1), 每 层 可 解释 为 “时 刻 ”的 全 空间 . 
所 以 在 稳定 因果 时 室 中 可 以 整体 地 定义 “时 间 ” 一 一 每 一 时 空 点 (事件 ) 的 了 值 就 
代表 它 发 生 的 “时 刻 ”. 总 可 通过 对 了 增 减 正 负 号 使 V*f 为 指向 未 来 类 时 , 从 而 保 
证 了 沿 每 一 指向 未 来 类 时 线 (代表 一 个 观 者 ) 严 格 常 增 . 这 就 排除 了 各 种 因果 破坏 
的 可 能 性 . 关于 “时 间 ” 的 概念 以 及 整体 时 间 函 数 的 用 处 , 可 参阅 §14.4. 

作为 本 节 小 结 , 我 们 把 讲 过 的 时 空 因果 性 条 件 由 强 至 弱 排 列 如 下 (>” 号 代表 
“ 强 于 ”): 


稳定 因果 > 强 因 果 > 因果 > 编 时 . 


上 式 中 的 某 些 地 方 还 可 插入 某 些 条件 , 这 反映 更 细致 的 排队 ， 习 题 5 就 是 一 
例 . 


$11.4 依 赖 域 


S 的 编 时 未 来 二 (8S) [或 因果 未 来 (5S) ] 又 称 为 8 的 未 来 影响 域 (future domain 
of influence), 因为 天 (S) 中 任 一 事件 p 都 可 能 受到 S 上 的 事件 的 影响 . [例如 , 观 者 
G 可 在 同 S 交 于 +r 时 扔 出 一 颗 手 榴弹 , (世界 线 为 y , 见 图 11-27.) 它 在 事件 
pel'(S) 爆炸 .] 就 是 说 , J*(5) 是 5 的 影响 所 及 的 全 体 事件 的 集合 . 然而 手榴弹 
也 可 能 来 自 x, 其 世界 线 (虚线 ) 与 5 不 可 能 相交 , 不 会 在 S 上 留 下 印记 , 因此 在 侦破 
2 点 的 爆炸 案 时 不 能 仅 把 S 作为 怀疑 对 象 . 说 得 准确 些 , 设 8 是 类 空 超 曲面 马 ( 代 
表 初 始 时 刻 的 全 空间 ) 的 一 部 分 , 则 5S 上 的 数据 ( 初 值 ) 不 足以 决定 (5) 内 每 点 会 
发 生 什么 . 反之 ,下面 介绍 的 5 的 未 来 依赖 域 D'(S) 则 是 完全 依赖 于 5 的 全 体 事件 
的 集合 , 域 中 任何 事件 都 可 在 S 上 找到 原因 . 


图 11-27 3 上 的 数据 ( 初 值 ) 不 足以 决定 天 (8) 内 每 点 会 发 生 什么 


定义 1 设 S 是 MM 的 非 编 时 半 子 集 , 则 5 的 未 来 依赖 域 (future domain of 
dependence) D1(S) 定义 为 
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D*(5) := {pe M | 起 于 p 的 任 一 过 去 不 可 延 因 果 线 与 有 交 }. 
5S 的 过 去 依赖 域 D7-(S) 可 对 偶 地 定义 . $ 的 (总 ) 依 赖 域 D(S) 则 定义 为 
D(S) := D*(S)UD-(S). 

注 1 (D 定 义 1 保 证 对 事件 peD'(S) 有 影响 的 一 切 信号 都 曾 在 S 上 作 过 登 

记 . 不 难 证 明 Sc D+*(S)cJ+(5S). @ 除 有 重要 物理 意义 外 , D*(S) 作为 一 种 纯 数 
- 学 结构 也 很 有 用 . 
例 1 设 S 是 4 维 闵 氏 时 空 的 x 轴 , 则 D*(S)=5. 
例 2 设 S$ 是 4 维 闵 氏 时 空 的 超 平面 :=0 中 的 3 维 闭 球 体 : 


S={(6,x,y,2)|t=0, +y +z <1}, (11-4-1) 
且 把 点 (1/2,0,0,0) 从 时 空中 挖 去 , 则 D+(S) 和 D-(S) 如 图 11-28 所 示 . 以 挖 去 点 为 
锥 顶 的 圆锥 体 不 含 于 D'(5). 


例 3 设 S 是 4 维 闵 氏 时 空中 由 下 式 定 义 的 类 空 旋转 双 曲 面 : 
S={(,x,y,2) | —]=x’ +y + 2Z2, t<0}, 
则 


D'(S)={(t,x,y,2) tf >x +y +2 27 -1, t<0), 
D-(S)={(t,x,y,2) tf -1>x +y +z, t<0), 


D'S) 


ZU 


Pp 
图 11-28 例 2 用 图 


如 图 11-29 所 示 . 两 条 45” 斜 直线 所 代表 的 圆锥 面 不 属于 D1 (5S). 
例 4 设 S 是 4 维 闵 氏 时 空 的 3 维 类 光 超 曲面 1=z, 则 D*(S)=5. 


第 11 章 时 空 的 整体 因果 结构 “23， 


D's) 


NY 
图 11-29 例 3 用 图 (压缩 两 维 ) 

例 $ 设 5 为 施 瓦 西 最 大 延 拓 时 空中 由 T=0(T 为 Kruskal 时 间 坐 标 ) 定 义 的 
类 空 超 曲面 , 则 D(S) = M . 

注 2 依赖 域 D#+(S) 的 概念 是 研究 广义 相对 论 整 体 问题 (如 奇 性 定理 和 初 值 
问题 ) 的 有 力 工具 . 把 D#*(S) 的 概念 推广 到 不 是 非 编 时 的 子 集 $ 虽然 允许 , 但 不 会 
带 来 真正 好 处 (特别 在 物理 方面 ), 却 徒 增 不 少 麻烦 . 把 8 限制 为 团子 集 则 主要 是 出 
自 简单 性 考虑 , 而 且 , 事实 上 只 有 当 8 为 类 空 或 类 光 3 维 面 时 D+(5) 才 真正 有 用 武 
之 地 . 

命题 11-4-1 D+CJImnE(C = 包 . 

证 明 设 rseD+CS)mI(S) .9 esD+(S) 表明 起 于 g 的 任 一 过 去 不 可 延 因 果 线 
4 都 与 有 交 . 设 pe4 门 S$, 则 peJ (g).g el (5S) 则 表明 3r eS 使 qy el (7), 故 
pel-(7) ,与 8 的 非 编 时 性 矛盾 . 口 

引 理 11-4-2 设 4 是 过 p 的 过 去 不 可 延 因 果 线 , 则 Vp' el [人 3 过 p' 的 过 
去 不 可 延 类 时 线 y cI'(4)( 见 图 11-30). 


证 明 见 Wald(1984) 引 理 8.1.4 的 证 明 . 口 让 
注 3 本 引 理 很 有 用 处 . 它 从 过 p 的 过 去 不 可 延 因 Np 
果 线 4 出 发 断定 存在 过 ze 天 (P) 的 过 去 不 可 延 类 时 % 
线 y ,而 且 y cI'*(4). 4 


命题 11-4-3 ”peD'(5S) 的 充 要 条 件 是 起 于 p 的 
任 一 过 去 不 可 延 类 时 线 与 S$ 有 交 . 

证 明 [ 选 读 ] 

(A) 必要 性 的 证 明 .基本 思路 是 : 设 六 ED+(S), 则 忆 有 邻 点 dED+(S) . 若 存在 起 
于 pp 的 与 5 无 交 的 过 去 不 可 延 类 时 线 , 便 可 借 它 构造 起 于 g 的 与 8 无 交 的 过 去 不 
可 延 因 果 线 , 从 而 与 ge D1'(S) 矛盾 .下 面 落实 这 一 思路 . 若 pe5S, 则 显然 起 于 的 
任 一 过 去 不 可 延 类 时 线 与 $ 有 交 . 因 此 只 须 讨 论 pg5, 即 pe MS 的 情况 .5 为 闭 
集 导 致 M -5 为 开 集 , 由 定理 1-2-1 可知 忆 有 邻 域 U[ cM 一 S . 设 存在 起 于 pp 的 与 5 
无 交 的 过 去 不 可 延 类 时 线 y (图 11-31). 令 reyU 且 y,, cU(ypy 代表 7 中 介 于 


图 11-30 引 理 11-4-2 图 示 
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了 ,之 间 的 一 段 ”), 则 Pel'(r,U).peD'(S) 时 致 
3 ger'(r,D ND SY). 
qeT'(r,U) 则 保证 存在 由 qg 到 + 的 指向 过 去 类 时 线 acU .a 与 5 无 交 ,因为 
UcM-S. 设 y' 是 y 中 位 于 + 点 的 过 去 的 部 分 , 则 QUy' 是 起 于 g 的 与 8 无 交 的 
过 去 不 可 延 类 时 线 , 与 ge D1'(S) 矛盾 . 可 见 起 于 p 的 任 一 过 去 不 可 延 类 时 线 必 与 
S 有 交 . 
TCr,U) 


图 11-31 命题 11-4-3 证 明 (A) 用 图 图 11-32 命题 11-4-3 证 明 (B)(b) 用 图 

(B) 充分 性 的 证 明 . 设 起 于 pp 的 任 一 过 去 不 可 延 类 时 线 与 8 有 交 , 则 要 么 
PeS ,要 么 PeI(S) .在 peS 时 自 然 有 peScD'(S)cD*(S)， 故 只 须 讨 论 
pel*(S) 的 情况 . 欲 证 p <D+(S)， 只 须 证 p 的 任 一 邻 域 与 D+(S) 有 交 . 因 p 的 任 一 
令 域 同 I(p) 几 I*(S) 有 交 , 只 须 证 明 T(pmFCJ)CcD+(S) . 用 反 证 法 . 设 
39sT (DMF(S) 满 足 geD"(S), 即 3 起 于 g 的 与 8 无 交 的 过 去 不 可 延 因果 线 1， 
则 只 有 两 个 可 能 : (a) 4 CT(S) ; (b) 4 在 某 点 rei'(S) 处 离开 I*(S) . 两 者 都 能 扒 
出 矛盾 ,分别 讨论 如 下 : | 

(a) 根据 引 理 11-4-2, 由 pel'(g) 可 知 3 过 p 的 过 去 不 可 廷 类 时 线 ycT(4). 
由 4cT(S) 知 ycIrI*(S)]=I*(5). 若 yf 站 Sz 名 , 则 I(S) 丫 Sz 名 ,与 $ 的 非 编 
时 性 矛盾 . 所 以 y 站 S= 名 , 即 y 是 起 于 的 与 无 交 的 过 去 不 可 延 类 时 线 , 同 本 证 
明 (B) 的 前 提 予 盾 . 

(b) 4 在 点 reit(S) 离 开 I*(S). re4 导 致 reJ(g)( 图 11-32). 由 gel(p) 和 

“I+J=I” 可 知 re(p), 故 存在 由 p 到 r 的 指向 过 去 类 时 线 y,,. 车 3xeyy, 门 5， 

则 x 二 r (否则 4 与 S$ 有 交点 x), 故 


Xe (mc ri cc TIS)] = rr (9)] = 工 (S)， 


@ 因 久 为 C" 且 已 EU 保证书 有 邻 域 含 于 以 这 样 的 点 必 存 在 ， 
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与 xe 5 结合 得 (5S) 门 S # 弛 , 同 8 的 非 编 时 性 了 矛盾. 可见]m 与 3 无 交 . 因 为 了 是 
yzr 的 过 去 端点 ,可 将 yzr 向 过 去 延 拓 ( 延 长 部 分 记 作 y') 为 过 去 不 可 延 类 时 线 y . 若 
3 yey' 站 S, 则 relI'(y)cI'(S), 同 relt(S) 矛 盾 . 可 见 y 与 S$ 无 交 , 即 y 是 起 于 
万 的 与 8 无 交 的 过 去 不 可 延 类 时 线 , 同 本 证 明 (B) 的 前 提 予 盾 . 口 


命题 11-4-4 
i[D*(S)]=T[D' (SINT CS), 


i[D(S)]= TID (SMNTID CS). 


证 明 习题 . 


§ 11.5 柯 西 面 、 柯 西 视界 和 和 整体 双 曲 时 空 


定义 1 非 编 时 闭 集 卫 c M 叫 柯 西 面 (Cauchy surface), 若 D( 习 = M. 
例 1 闵 氏 时 空中 惯性 坐标 时 t=to( 常 数 ) 的 超 曲 面 、 施 瓦 西 最 大 延 拓 时 空中 
T=0 的 超 曲 面 以 及 RW 宇宙 的 均匀 面 都 是 柯 西 面 .但 上 节 例 3 的 类 空 旋转 双 曲 面 


不 是 柯 西 面 , 因为 出 图 11-29 可 知 D(S) 人 R*. 

一 个 自然 的 问题 是 :任何 时 空 都 有 柯 西 面 吗 ? 答案 
是 否定 的 . 闵 氏 时 空 挖 去 一 点 所 得 时 空 就 没有 柯 西 
面 . Taub 的 平面 对 称 时 空 也 没有 柯 西 面 , 由 式 (8-6-1”) 可 
知 该 时 空 有 时 空 奇 性 z= 0( 而 且 是 s.p. 曲 率 奇 性 ), 因此 
坐标 取 值 范围 为 0<z< oo,-oo<ztx2y<oo( 图 11-33). 由 
于 式 (8-6-1) 的 df” 和 dz” 的 系数 等 值 异 号 , !~ z 面 内 的 
类 光 测 地 线 在 图 11-33 中 为 4$" 斜 直线 , 由 此 可 证 明 任 
一 非 编 时 闭 集 8 都 不 满足 D(S) = M 的 要 求 . 例如 , 设 
S$ 是 1=0 的 类 空 超 曲面 , 则 D'(S) 和 DD- (5S) 如 图 所 示 ， 


D(S)=D'(SYUD (S)# M. 
此 外 , Reissner-Nordstrom 时 空 的 最 大 延 拓 ( 见 图 13-1) 


也 没有 柯 西 面 . 
命题 11-5-1 设 克 为 柯 西 面 , 则 


M=£UI'(S ULSD). 


图 11-33 ”Taub 的 平面 对 称 
时 空 没有 柯 西 面 


(11-5-1) 


证 明 设 peM, 由 柯 西 面 定义 可 知 peD'( 妨 或 peD ( 悦 . 若 PeD (局 ， 
则 起 于 p 的 任 一 过 去 不 可 延 类 时 线 必 同 卫 有 交 , 因而 p e 区 或 p ef*( 驴 ). 同 理 , 若 
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PeD ( 怒 , 则 p eZ 或 p el (如 , 故 peFUT (5)UT(Z), 因 而 式 (11-5-1) 成 立 . 
口 

命题 11-5-2 ” 设 写 为 柯 西 面 , 则 任 一 双向 不 可 延 因 果 线 4 必 同 研 , (中 ， 
1 (2) 分 别 有 交 . 

证 明 由 柯 西 面 及 D(2) 的 定义 可 知 4 与 互 有 交 . 设 4 与 1-( 允 无 交 , 则 命题 

11-5-1 表明 4c UI(5), 由 引 理 11-4-2 可 知 存在 过 去 不 可 延 类 时 线 
7 ETM ET TIEUT DT DU DD=I (DUI (DD)=1'(D). 
向 未 来 方向 延 拓 y 使 成 双向 不 可 延 类 时 线 记 , 则 
户 cE (ODSsE [21=F( 习 . 
写 的 非 编 时 性 要 求 王 ( 习 与 三 无 交 , 所 以 六 [ 作 为 玉 ( 习 的 子 集 ] 也 与 己 无 交 , 但 这 
同 怀 是 柯 西 面 矛盾 . 以 上 论述 表明 4 与 I( 习 有 交 . 同 理 可 证 4 与 1+( 允 有 交 ， 口 

直观 地 说 , 柯 西 面 是 “无 边 无 岸 ” 的 . 下 面 先 对 非 编 时 闭 集 的 “边缘 ”给 出 精 
确定 义 , 再 证 明 柯 西 面 的 确 没有 边缘 . 

定义 2 非 编 时 半 集 5 的 边缘 (edge) 定 义 为 

edge(S) := {peS| 对 p 的 任 一 邻 域 O 有 gel(p,0), r el (p,O)， 
3 由 > 到 9 的 指向 未 来 类 时 线 ycO 且 y 门 $= 名 }. 

例 2 设 5 为 闵 氏 时 空中 由 式 (11-4-1) 定 义 的 3 维 闭 球 体 , C 是 5 的 表面 [图 
11-34(a)], 则 C= edge(5) , 因 C 上 任 一 点 p 都 满足 定义 2 的 条 件 [ 见 图 11-34(b)], 且 
5S 一 C 的 任 一 点 都 不 满足 此 条 件 . 另 一 方面 , S$ 作为 4 维 流 形 RR 的 3 维 子 集 , 由 $1.2 
定义 10 知 8 的 边界 $=5S .可见 边缘 和 边界 是 不 同 概念 . 

例 3 设 S 是 4 维 闵 氏 时 空 的 x 轴 , 则 edge(5)=5. 

例 4 设 8 是 4 维 闵 氏 时 空 的 3 维 类 光 超 曲面 :-z=0, 则 edge(S)= 儿 . 

命题 11-5-3 ” 设 症 为 柯 西 面 , 则 edge( 习 = 儿 . 


O 
1=0 S 
(a) $ 的 2 维 周边 C (图 中 压缩 一 维 ) 按 定义 (b) 对 peC 的 任 一 邻 域 O 确 有 
就 是 5 的 边缘 


gel'(p,0), rel(p,0) 以 及 由 > 到 9 
的 指向 未 来 类 时 线 ycO 且 yf 人 $=@g 


图 11-34 闵 氏 时 空中 3 维 类 空 闭 球 8 的 边缘 C 
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图 11-35 命题 11-5-3 证 明示 意 


证 明 设 3peedge(5), 则 pe5. 取 M 作为 定义 2 的 邻 域 0, 则 3g,reM,， 
gelI*(p), rel (p) 以 及 指向 未 来 类 时 线 y 由 r 到 g, 且 y 门 = 多 .把 y 向 过 去 和 
未 来 延 拓 成 双向 不 可 延 类 时 线 疡 , 则 由 命题 11-5-2 知 7 门 多 (图 11-35). 设 
xe7 门 了 , 则 xelIt1(g) 或 xel (7), 即 


xel'(g) UI (0). 


注意 到 g eI'(p), rel (p), 得 xel*(p)UI (p),; 同 区 的 非 编 时 性 矛盾 . 口 
定义 3 非 编 时 半 集 5 的 未 来 柯 西 视界 (future Cauchy horizon) 定 义 为 


H+(S) := D*(S)—I [D+(S)]. (11-5-2) 
S 的 过 去 柯 西 视界 可 对 偶 地 定义 .8 的 (总 ) 柯 西 视界 定义 为 
HS) := H*(S)UH-(S). (11-5-3) 
图 11-36 给 出 2 维 闵 氏 时 空 的 几 个 非 编 时 闭 集 8 的 H+(S) . 


HS9) 


$=D'(S) =H'(S) 


(b) 8 为 类 光 超 曲面 
H's) 


9 S 2 
1 
人 d 寺 空 
类 光 超 曲面 , 类 光 部 分 i pn 
及 g 点 属于 H'(S) " . . 2 


图 11-36 2 维 闵 氏 时 空中 几 个 非 编 时 闭 集 5 (虚线 ) 的 H (0S) ( 实 线 ) 
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注 1 不 宜 把 H'(S) 定义 为 户 +(5), 这 样 会 把 5S (不 论 类 光 与 否 ) 包 含 在 
H'(S) 内 . (这 是 不 希望 的 , 见 后 . ) 也 不 宜 把 H+(S) 定义 为 户 +(5) -8 ,这 样 会 把 
edge(S) 及 5 的 类 光 部 分 排除 在 了 (8S) 之 外 . 

命题 11-5-4 ”HT+(S) 为 非 编 时 闭 集 . 

证 明 由 式 (11-5-2) 得 TT[H*(S)JcTID'(S)]=T[D'(S)] 及 TID+C)c 
M-H'(S) , 故 I[H*'(S)]cM-H'(S) ,因而 I-[H+(SJNH*(S)= 名 ,于 是 
H' (5) 为 非 编 时 集 . 又 因 D+(5) 为 闭 集 ( 记 作 C), I[D+(CS)] 为 开 集 ( 记 作 O), 所 以 

H*(S)=D*(S)-I[D+(S)]=C-O0=CN(M -0O), 
(其 中 最 后 一 步 用 到 第 1 章 习 题 1 的 结论 .) 因 C 和 M - O 都 为 闭 集 , 故 H+(S) 为 
闭 集 . : 口 

既然 H*(5S) 为 非 编 时 闭 集 ，D*[H'(S)] ，H*[H*(S)] ，H-IHCS] 以 及 
edge [H* (5S)] 就 都 有 意义 . 请 读者 思考 它们 各 是 什么 样 的 集 . 

命题 11-5-5 H'(S)=[I'(S)U STINTID' SY. (11-5-4) 

证 明 习题. 口 

命题 11-5-6 ”vp eH*(5),3 过 p 的 类 光 测 地 线 1c H'(S), 而 且 4 要 么 是 过 去 
不 可 延 的 , 要 么 其 过 去 端点 在 edge(S) 上 . 


证 明 见 Wald(1984) 定 理 8.3.5 的 证 明 . 口 
命题 11-5-7 H(S) = D(S) . (11-5-5) 
证 明 ”习题 . 口 


命题 11-5-8 设 二 为 非 空 的 非 编 时 闭 集 , 则 区 是 柯 西 面 < H(5)=@. 

证 明 由 式 (11-5-5) 可 知 H( 苞 = 多 等 价 于 户 ( 马 = 多 .由 户 ( 驴 的 定义 知 
DD( 习 = 儿 等 价 于 D( 习 = D( 习 =if[D( 习 ] , 因此 等 价 于 D( 习 既 开 又 闭 . 时 空 流 形 
M 按 定义 是 连通 流 形 , 所 以 M 的 既 开 又 闭 的 子 集 只 有 M 和 儿 两 个 . 而 卫 c D( 习 
保证 D( 习 = 人 ,可 见 D( 习 既 开 又 闭 等 价 于 D( 习 = M, 从 而 等 价 于 三 为 柯 西 面 . 

| 口 

命题 11-5-9 ”无 边缘 非 编 时 闭 集 帮 为 柯 西 面 的 充 要 条 件 是 任 一 双向 不 可 延 类 
光 测 地 线 必 与 马 下 (2 及 王 ( 习 分别 有 交 . 

证 明 [ 选 读 ] (A) 由 命题 11-5-2 知 条 件 的 必要 性 成 立 . (B) 用 反 证 法 证 明 充 分 性 . 
设 忆 不 是 柯 西 面 , 则 由 命题 11-5-8 知 H( 习 =# 引 .不 失 一 般 性 , 设 Hi( 习 关 绍 ，, 即 
3P es 了 (全 ). 由 命题 11-5-6 及 edge( 习 = 绍 可 知 存在 起 自己 点 的 过 去 不 可 延 类 光 测 
地 线 4c 于 (2 . 因 对 任意 非 编 时 闭 集 荆 有 HG 站 FE( 习 = 人 (证 明 留 作 习题 ), 故 
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4 六 (5)= 名 .把 4 向 未 来 延 拓 成 为 未 来 不 可 延 类 光 测 地 线 (以 地 代表 所 延 出 的 部 
分 ). 已 知 条 件 [ 任 一 双向 不 可 廷 类 光 测 地 线 与 (了) 有 交 ] 保 证 4 站 I" (2)= 名 . 设 
qehANmI(5), 由 ge 和 可知 peJ(g) ,与 qel(5) 结合 得 pel(5), 于 是 
peH'(5)NI(S), 与 H' (5)NIT(ST)= 矛 盾 . 口 

定义 4 时 空 (M,g，) 叫 整体 双 曲 的 (globally hyperbolic), 若 它 有 柯 西 面 . 

整体 双 曲 时 空 在 物理 上 有 非常 重要 的 意义 . 在 通常 情况 下 , 柯 西 面 的 非 编 时 性 
”使 它 可 被 解释 为 某 一 时 刻 的 全 空间 . 柯 西 面 的 定义 表明 它 上 面 的 数据 决定 着 整个 
时 空 将 发 生 (以 及 发 生 了 ) 什 么 . 因此 , 整体 双 曲 时 空中 所 发 生 的 一 切 被 某 一 初始 时 
刻 (由 一 张 柯 西 面 代表 ) 的 数据 决定 .反之 , 非 整体 双 曲 时 空 则 存在 “决定 论 的 破坏 ” 
问题 , 就 是 说 , 任 一 时 刻 的 全 部 数据 都 不 足以 决定 整个 时 空 的 全 部 “历史 ”. 再 者 ， 
如 果 Penrose 的 强 宇宙 监督 假设 最 终 被 证 明成 立 , 则 任何 真实 时 空 都 只 能 是 整体 双 
曲 时 空 ( 见 §E.3). 此 外 , 在 整体 双 曲 时 空中 可 以 建立 良好 的 量子 理论 , 而 在 非 整 体 
双 曲 时 空中 能 否 这 样 做 却 还 不 太 清 楚 . 因此 , 整体 双 曲 性 有 可 能 是 物理 学 对 时 空 提 
出 的 要 求 . 有 理由 认为 物理 真实 的 时 空 都 是 整体 双 曲 时 空 . 然而 对 这 个 问题 仍 存 在 
不 同 看 法 . 

例 5 由 例 1 及 其 后 面 的 讨论 可 知 闵 氏 时 空 、 最 大 延 拓 的 施 瓦 西 时 空 以 及 RW 
宇宙 都 是 整体 双 曲 的 , 闵 氏 时 空 挖 去 一 点 所 得 的 时 空 、Taub 的 平面 对 称 时空 以 及 
最 大 延 拓 的 Reissner-Nordstrom 时 空 ( 见 8$ 13.1) 都 不 是 整体 双 曲 的 . 

[选读 11-5-1] 

相对 论 学 者 在 研究 整体 双 曲 时 空 的 过 程 中 创造 了 一 种 巧妙 的 方法 .由 于 涉及 
较 多 的 点 集 拓 扑 知识 以 及 有 关 讨 论 过 于 抽象 和 复杂 , 我 们 只 介绍 其 基本 思想 和 几 
个 重要 结论 .有 兴趣 的 读者 可 参阅 Wald(1984) 8.3 节 . 

设 (M,gis) 为 强 因果 时 空 , p,qgeM, 令 

C(p,q) := 入 |4 是 从 p 到 9g 的 指向 未 来 的 C' 因果 线 }， 
则 C(p,q) 关 名 当 且 仅 当 ge 下 (p) .对 集合 C(p,q) 定义 适当 的 拓扑 , 便 得 一 个 抽象 
的 拓扑 空间 . 借助 于 对 这 一 拓扑 空间 的 研究 可 以 得 到 许多 关于 (M.,8ga) 的 重要 结 
论 .例如 ,可 以 证 明 : 若 (M,gy) 为 整体 双 曲 时 空 , 则 C(p,q) 为 紧 致 Vp,geM ,由 
此 又 可 反 回 来 证 明 J+(p) 门 古 (q) 是 拓扑 空间 MM 的 紧 致 子 集 , 即 

命题 11-5-10 设 (M,gjs) 为 整体 双 昌 时空, 则 下 (p) 门 厂 (g) 为 紧 致 子 集 
Vp, qeM. 

证 了 明 见 Wald(1984) 命 题 8.3.10 的 证 明 . | 口 

由 于 MM 为 T 空间 ( 见 §1.3 定义 3), 根据 定理 1-3-2, 由 于 (p) 门 厂 (q) 为 紧 致 可 知 
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它 为 闭 集 , 即 

命题 11-5-11 设 (M,gs) 为 整体 双 曲 时 室 , 则 J*(p) 站 J"(g) 为 闭 集 
Vp, qeM 

由 此 可 得 如 下 命题 (及 相应 的 对 偶 命题 ): 

命题 11-5-12 设 (M,8gs) 为 整体 双 曲 时 空 , 则 J*+(p) 为 闭 集 VpeM . 

证 明 根据 定理 1-2-3(a), 和 欲 证 J+(p) 为 闭 集 只 须 证明 J(p)=J*(p). 设 
reJ'(p) . 取 ger(r), 则 reT(DNTOOe FOODOnroOc ToDnT (9)= 
J*(p) 门 本 (q) . [第 一 个 斑 号 可 用 本 (gq) 为 开 集 证 明 ( 习 题 ), 最 后 一 步 (等 号 ) 用 到 命题 
11-5-11.] 于 是 reJ*(p). 这 表明 J+(p)cT(p) ,因而 (Pp)=J*(p). 口 

注 2 命题 11-1-10 之 后 曾 指 出 J+(p) 为 闭 集 的 结论 对 任意 时 室 未 必 成 立 . 现 
在 由 命题 11-5-12 看 到 这 一 结论 对 任意 整体 双 曲 时 空 都 成 立 . 不 但 如 此 , 命题 . 
11-5-12 还 可 强化 为 如 下 命题 : 

命题 11-S-13 ” 设 (M,gw) 为 整体 双 曲 时 空 , KC 1M 为 紧 致 , 则 J+( 天 ) 为 闭 集 . 


证 明 要 用 到 前 面 不 曾 讲 过 的 手法 , 略 . 口 
注 3 把 pe M 看 作 独 点 子 集 , 即 {p}C M , 则 它 是 紧 致 子 集 ( 见 81.3 例 1). 可 
见 命题 11-5-12 只 是 命题 11-5-13 的 特例 . [选读 11-5-1 完 ] 


利用 以 上 一 系列 结果 还 可 证 明 一 个 非常 重要 的 命题 : 

命题 11-5-14 整体 双 曲 时 空 (M,g,,) 必 为 稳定 因果 时 空 . 再 者 , 存在 整体 时 
间 函 数 了 ( 见 命题 11-3-2) 使 每 个 等 f 面 都 是 柯 西 面 . 就 是 说 , 整体 双 曲 时 空 可 用 柯 
西 面 分 层 , 而 且 M 的 拓扑 为 ( 即 同 胚 于 ) 恨 x 克 , 其 中 确 代 表 任 一 柯 西 面 . 

证 明 见 WwWald(1984) 定 理 8.3.14 的 证 明 ( 梗 概 ). 口 

注 4 逆 命 题 不 成 立 , 即 稳定 因果 时 空 未 必 是 整体 双 曲 时 空 . 例如 , Taub 的 平 
面 对 称 时 空 昌 然 是 稳定 因果 时 空 [因为 式 (8-6-1) 的 上 可 用 作 整 体 时 间 函 数 ], 但 由 于 
没有 柯 西 面 ( 见 图 11-33 及 其 所 在 段 ), 所 以 不 是 整体 双 曲 时 空 . 

整体 双 曲 性 的 概念 是 Leray 为 证 明 双 曲 方程 的 解 的 存在 唯一 性 而 最 先 (1952) 
提出 的 . 当时 并 不 知道 它 与 时 空 整 体 因果 特性 的 联系 . 在 广义 相对 论 中 引入 柯 西 面 
概念 的 第 一 人 大 概 是 Penrose(1965), 对 依赖 域 D(S) 的 最 早 研究 者 则 有 Hawking 
(1966 和 1967 年 ), Seifert(1967 年 ), Geroch(1970 和 1971 年 ) 以 及 Kundt, Penrose 和 
Choquet- Bruhat 等 . 他 们 的 工作 揭示 了 依赖 域 概念 同 Leray 的 整体 双 曲 性 的 密切 联 
系 . 
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习 题 
1. 试 证 命题 11-1-10. 
”2. 试 证 命题 11-1-11(c). 提示 :利用 4cB 二 i(4) ci(B). 
3. 由 时 空 背景 流 形 M 的 卫 性 出 发 按 $11.2 定义 1 证 明 任 一 指向 未 来 因果 线 最 多 有 一 个 未 
来 端点 . 
4. 下 列 5 个 都 是 貌似 正确 的 伪 命 题 . 试用 对 闵 氏 时 空 控 空 和 认同 的 手法 各 举 一 反 例 以 否定 
之 [ 见 Geroch and Horowitz(1979)]. 
“(a) qeT(p) => 从 4g 出 发 的 身 在 十 (p) 上 的 指向 未 来 类 光 测 地 线 必 到 达 p. 
"bj) TT(q)cT(p) 二 (p)cI'(q) .提示 :从 2 维 闵 氏 时 空 挖 去 x 轴 的 一 段 使 广 (q)“ 小 ” 
到 连 与 1(p) 相交 都 不 可 能 . 
“(C) TCD=F(9) 一 p=4 .提示 :借用 图 11-4. 
“(d) qgI(p) 全 3 起 自 q 的 永 不 进入 F(P) 的 过 去 不 可 延 因 果 线 . [提示 :从 2 维 闵 氏 时 空 
控 去 一 直线 段 使 9e 广 (P).] 
*(e) ge 六 (D) 门 六 (P) 一 4q=p .提示 : 见 Geroch and Horowitz(1979). 
“5， 时 空 (M,g,) 称 为 未 来 可 区 分 的 (future distinguishing), 若 Vp,geM, prqg 有 
F(D)z#FT(9). 试 证 非 因果 时 空 不 是 未 来 可 区 分 的 . 
“6. 设 y 为 未 来 不 可 延 类 时 线 , 4 是 访 (y) 的 一 条 类 光 测 地 母线 ， 
(3 引 试 证 人 (4) cIT(y). 
(b) 举 一 反 例证 明 命题 六 (4) = 工 (7) 为 伪 . 提示 : 参看 图 11-20. 
7. 设 x,y,z} 是 闵 氏 时 空 的 惯性 系 , 5 为 满足 :=z=0 的 点 的 集合 , 求 D*(S) 和 edge(S) . 
*8. 试 证 命题 11-4-4. 
*9， 试 证 命题 11-5-5 和 11-5-7. 
10. 设 5 为 非 编 时 集 , 试 证 H(S)mIT(S) = [命题 11-5-9 证 明 (B) 中 用 到 ]. 
11. 设 (了, ) 是 拓扑 空间 ,4,BcCX. 
(a) 试 证 4UB= A4UB. 
(b) 举例 说 明 命题 4 站 B= 4 门 B 不 成 立 . 
(©) 若 B 为 开 , 试 证 4 站 Bc 4N 闪 mB (命题 11-5-12 证 明 中 用 到 ). 


第 12 章 渐 近 平 直 时 空 
$12.1 共有 形变 换 


定义 1 设 流 形 M 上 有 (号 差 任意 的 ) 度 规 场 g 和 . 若 MM 上 存在 C” 的 、 处 
处 为 正 的 函数 0 使 名 ,=422g86s， 则 称 Bs 为 由 gs 经 共 形 变换 (conformal 
transformation) 而 得 的 度 规 场 ( 也 说 名 共 形 于 g,, ), 人 2 称 为 这 一 变换 的 共 形 因子 
(conformal factor). 

注 1 设 名 ,= 《22g,, 则 容易 验证 8% = 人 2 ?2g*. 

当 问 题 涉 及 共 形 变换 时 , 同一 流 形 M 上 有 两 个 度 规 场 8。 和 8g, , 因此 凡 与 度 
规 有 关 的 概念 和 操作 都 要 说 明 所 用 的 是 哪个 度 规 . 例如 , 设 v* 是 WM 上 的 矢量 场 ， 
则 v。 就 意义 含糊 , 因为 它 既 可 能 代表 gov” 又 可 能 代表 gz . 为 明确 起 见 , 可 以 
酌情 采用 以 下 两 种 措施 之 一 :中 索性 不 用 记号 ws 而 直接 写 gopv* 或 86sv; @@ 仍 用 
记号 v ,但 说 明 它 是 用 哪个 度 规 降 指标 的 结果 . 此 外 , 以 Ys。 和 VV 分别 代表 与 g。。 
和 8 适 配 的 导数 算 符 , 则 它们 的 差别 可 用 一 个 下 标 对 称 的 张 量 场 C*o 刻画 [ 见 式 
(3-1-6)], 即 


Va, =Va®, — C° pt,, Vo, EF(0, 1). (12-1-1) 
由 久久 .= 0 得 [参见 式 (3-2-10) 的 推导 ] 
1 _ 
Cp = (VB t+ Vg Vags). (12-1-2) 


此 式 与 式 (3-2-10) 的 微小 差别 源 于 式 (12-1-1) 与 (3-1-6) 的 非 本 质 差别 (Vv, 与 3, 互 
换 ). 另 一 方面 ， 

Vo8oy =Va( 2 854)=2028p4V a (12-1-3) 
其 中 最 后 一 步 用 到 V。gw =0. 把 式 (12-1-3) 代 入 式 (12-1-2) 得 


Cp = 8g" (gorVa2+8guV5D2-8OVdD) 
(12-1-4) 
一 26°(aVs) Im 一 gpg Vy Im . 


设 (M, gm) 为 任 一 时 空 , gw 是 与 gw 共 形 的 度 规 场 , 是 任 一 矢量 场 , 则 
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pv"V =0 当 且 仅 当 gjv"v*=0, 而 且 人 pv"v? 与 gopv"v* 恒 同 号 , 故 共 形 变换 
不 改变 矢量 场 的 类 时 、 类 空 、 类 光 性 . 若 用 gs 衡量 曲线 y 为 类 时 (类 空 、 类 光 ), 则 
用 8 衡量 也 一 样 . 这 表明 共 形 变换 不 改变 因果 关系 . 然而 , 如 果 y 用 gs 衡量 是 测 
地 线 , 用 &,, 衡量 还 是 测 地 线 吗 ? 换 句 话说 , 测 地 线 是 否 有 共 形 不 变性 ?下 述 命 题 将 
给 出 答案 . 
命题 12-1-1 类 光 测 地 线 是 共 形 不 变 的 , (但 仿 射 参数 要 变 , 除非 2 为 常 
数 . ) 类 时 和 类 空 测 地 线 一 般 没有 共 形 不 变性 . 
证 明 设 y(4) 用 g,, 衡 量 是 测 地 线 , 4 是 仿 射 参数 , 则 其 切入 7“ = (8/84)” 满 
足 T*V,T? =0. 因 VT? =V,T?+C?wc7°, 故 
T°¥ T= TV T+C? TT = Ch TT° 
=27“Te5 Vo In QT Tg gr Vn 1 
=27TIT°V, In Q- (goT"T’)g Vy In 0, (12-1-5) 


设 y(4) 是 类 光 测 地 线 , 则 gj.7*7T* = 0, 故 上 式 成 为 TV .7 =27?T°V, In 人 2=a7T?， 
其 中 w=27°V。InQ2 是 y(4) 上 的 函数 .上 式 表 明 , 用 &， 衡量, y( 人 为 非 仿 射 参数 
化 的 测 地 线 , 总 可 选择 适当 参数 4 使 其 成 为 仿 射 参数 化 的 测 地 线 ( 见 定理 3-3-2). 不 
难 证 明 (习题 )4 与 4 满足 如 下 关系 : 
= cD2， (ec 为 非 零 常数 ) (12-1-6) 
类 光 测 地 线 在 这 个 意义 上 是 共 形 不 变 的 . 然而 , 若 y(4) 为 非 类 光 测 地 线 , 则 式 
(12-1-5) 一 般 不 能 表 为 T*Y,7? = a7? 的 形式 . 因此 y(4) 用 旬 ;, 衡量 一 般 不 是 测 地 
线 . 口 
命题 12-1-2 VY, 的 曲率 张 量 忆 ,与 V, 的 曲率 张 量 R,, 有 如 下 联系 : 
Ro” = Rape’ +26° a Vo Ve In 2 -28 gaViVe ln 2 +2(Vrs In (2)6, Ve In 1 
-2(Vi ne ed Vn2 2806 8 (VonO)vrn2 ， 
(12-1-7) 
证 明 把 了 ,w, 看 作 (0, 2) 型 张 量 场 ,用 ,作用 得 
V, (V0,) =V,(V,0,)— C* ,Vem, 一 C?” Vs, 
=Va(Vios — C0a) -CVewe -Ce (Vi 加-C4 on) 


它 d 
=(VaVo@, -ojVaC4 -CVa@a)—C° Vet —C° Vee tC Coal ， 


- 34， 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


对 a,b 反 称 化 , 注意 到 VioVolaw。 =R ,a12, VraVol®.e = Rp O412, C*isp] =0, 有 


亡 dd da d d ad 
Rpe 忆 7 一 Rpe Oi ~—2@aVraC ple —2C Vv ]@a J 2C° Vp +2C°,C bje@a 


clb 4 c[a 


一 R po” ty 0 204VIaC 十 2C20C2 Voy, 
故 Rss” = Rope ~2VIaC pe +2C°aa Coe. (12-1-8) 
再 把 式 (12-1-4) 代 入 上 式 便 得 式 (12-1-7). 口 


命题 12-1-3 VV, 与 V, 的 里 奇 张 量 写 与 R。 有 如 下 联系 : 


R=R,-(n-2)VV, nf -gstV iV, nf 


(12-1-9) 
+(n-2X(Ve ln OV .In 2- -2)gag (Vy ln) Vn 2, 
其 中 是 流 形 的 维 数 . 
证 明 ”由 式 (12-1-7) 对 指标 ,5 缩 并 可 证 . 口 


命题 12-1-4 了 了 ,与 V ,的 标量 曲率 廊 (= 久 “及,) 与 R(=g“R,) 有 如 下 联系 : 


R=0Q2?[R-2n-D)e”V, Vn?-n-2)n- De”(v, nn) vn]. (12-1-10) 


证 明 ”由 式 (12-1-9) 与 8&”= 《27g“ 缩 并 可 证 . 口 
命题 12-1-5 外 尔 张 量 C,,“ 是 共 形 不 变 的 , 即 
Ge SC (12-1-11) 


其 中 Cao = gCapces Coco = 名 Capces 而 Cosos 和 Csoe 的 定义 见 式 (3-4-14). 

证 明 练习 . 口 

注 2 由 式 (12-1-11) 易 得 Cpoy = .22Cw 可 见 Copos 不 是 共 形 不 变 的 . 共 形 不 
变 的 外 尔 张 量 是 指 C,,,“. 张 量 C,,.“ 因此 也 称 为 共 形 张 量 (conformal tensor). 

定义 2 度 规 场 g,, 称 为 共 形 平 直 的 (conformally flat), 若 g,, 共 形 于 平 直 度 规 
场 n,, (此 处 的 wy, 代表 任何 号 差 的 平 直 度 规 场 ). 

命题 12-1-6 2 维 广 义 黎 曼 空间 (M,g,,) 必 局 域 共 形 平 直 . 

证 明 设 Q 为 (M,g,s) 的 某 开 域 中 的 一 个 谐 和 函数 , 即 V*V,a=0( 其 中 Vv， 
与 gj 适 配 ), sw 为 与 8w 适 配 的 体 元 , 则 w=sssV?*a 是 闭 的 (证 明 留 作 习 题 ), 因 
而 至 少 是 局 域 恰 当 的 , 即 存在 局 域 定义 的 函数 6 使 w, = (dB), =V,B. 此 满足 

VV B=V’°@, =esV Vig = eV VG =0, 


其 中 倒数 第 二 步 用 到 ,的 反 称 性 和 VV, 的 无 挠 性 . 上 式 表明 6 也 是 谐 和 函数 ( 称 为 
共 轿 于 的 谐 和 函数 ). 因 V sa 和 Vp 分别 是 等 a 线 和 等 6 线 的 法 余 矢 ,而 
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g (VA)VsB=g* (Vas VG = (VIO)V A= ea (Vea)V a =0， 
可 见 等 c 线 与 等 8 线 处 处 正 交 . 选 w, 为 局 域 坐标 , 则 g” 在 此 系 的 分 量 为 
12 21 
8 =g =0, 


8” =g*(dp),(dP), = 8 (eV oepaV 0) = Eee (VA Vao 
=(-1D)’6" (Va)Vya =(-1) g” (da), (da)y , 
故 8 =(-1)" g! . 以 上 结果 导致 812 = 821 =0, 822 = (1)’ gu ,因而 
ds” = Sudc” 十 82d0” =gulde? +(—1)’ dp’] ， 
令 OQ (cp)=+tgll， (gil>0 时 取 +， 反 之 取 - .) 则 g。， 在 坐标 系 {a,pB} 的 线 元 为 
ds =+22[dw2 +(-1) dp’]. 

上 式 方 括号 内 是 平 直 线 元 , 可 见 g。 至 少 在 {a, PB} 的 坐标 域内 共 形 平 直 . 口 

命题 12-1-7 n>3 的 nn 维度 规 场 为 局 域 共 形 平 直 的 充 要 条 件 是 其 Weyl 张 量 
为 零 . 

证 明 条件 的 必要 性 是 显然 的 (由 命题 12-1-5), 充分 性 的 证 明 见 Eisenhart 
(1997). 口 

注 3 上 述 命 题 不 适用 于 n=3. n=3 时 局 域 共 形 平 直 的 充 要 条 件 见 
Eisenhart(1997). 

定义 3 设 (M,g,,) 和 (M,&,,) 是 广义 黎 曼 空间 .微分 同 胚 映射 y: M > 放 称 
为 等 度 规 映射 , 若 8 = yw gs (其 中 w, 理解 为 y-*); yw 称 为 共 形 等 度 规 映射 , 若 
条 上 存在 C” 的 、 处 处 为 正 的 函数 使 = 人 022 yw 8 上 

注 4 此 处 定义 的 等 度 规 映射 是 §4.3 定义 的 同一 流 形 上 的 等 度 规 映射 的 自然 
推广 . 
[选读 12-1-1] 

我 们 特别 关心 4 维 洛 伦 兹 号 差 的 共 形 平 直 度 规 gm = .07 . 设 fc) = 
fxX,yZ} 是 17 的 洛 伦 放 坐标 系 , 则 gs 在 该 系 的 线 元 为 

ds =.22(x*) (dt? +dx? +dy? + dz). (12-1-12) 


Q@ 本 证 明 尚 有 疏漏 : 若 c 为 常数 , 则 Va =0=V,p ,这 时 w, P 都 不 能 充当 坐标 . 此 外 , 若 g。 为 洛 伦 兹 度 规 
且 V“a 类 光 , 则 g”(V,B)(V, 有 =-g”(V,a)(Via)=0, 再 由 8g“(V,a)(V,PB)=0 可知 存 在 函数 4 使 V"p=AV'a， 
因此 {a,P} 也 不 能 充当 坐标 系 . 然而 , 可 以 证 明 , Vp e M 3p 的 邻 域 U , 其 上 有 函数 w , 它 在 芝 上 点 点 满足 
8“V,Va=0 和 8&?(V.a)(V,a)x0. 以 此 ez 为 本 证 明 的 c , 则 证 明 严 密 . 


.36 . 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


若是 常数 ,一 个 简单 的 坐标 变换 = xz2 便 把 上 式 变 为 
ds? =—df? +dt? +dp? +d22, 


可 见 02 为 常数 的 共 形 平 直线 元 必 平 直 . 然而 , 即使 人 2 是 xz 的 函数 , 式 (12-1-12) 也 
未 必 不 是 平 直线 元 . 下 面 给 出 共 形 平 直 线 元 为 平 直 线 元 的 充 要 条 件 . 

命题 12-1-8 洛 伦 次 号 差 的 共 形 平 直 4 维 线 元 (12-1-12) 是 平 直线 元 的 充 要 条 
件 是 02(x“) 可 表 为 2(x*)=C/Q(x“) ,其 中 CC 为 常数 ,函数 Q(x“) 取 以 下 三 种 形 
式 中 之 任 一 : 

(a) Q(x*)=-(t+p) +(x+p) +O+P2) +(z+p), 
其 中 DZ4(U= 0,12,3) 为 常数 ; 

(b) Q(x*)=t+yxX+y2y+y3Z+4, 
其 中 yy,(i=1,2,3) 及 4 为 常数 且 y1? +y,* +y3* =1. 

(c) Q(x“)= 常数 . 

证 明 见 下 册 §J. 1 末 . < 

[选读 12-1-1 完 ] 


$ 12.2 ” 闵 氏 时 空 的 共 形 无 限 远 


什么 是 无 限 远 ? 衡量 远近 的 通常 标准 是 距离 , 然而 两 个 时 空 点 之 间 不 存在 最 
短线 ( 见 83.3), 距离 概念 无 法 定义 . 为 了 给 闵 氏 时 空 的 无 限 远 赋予 意义 , 先 作 如 下 
考虑 . 设 x 是 3 维 欧 氏 空间 的 径 向 坐标 , 则 一 点 的 + 等 于 该 点 与 原点 的 距离 . > 也 是 
过 原点 的 任 一 测 地 线 (直线 ) 的 仿 射 参数 . 因此 , 从 原点 出 发 沿 任 一 完备 测 地 线 前 进 ， 
当 仿 射 参 数 趋 于 无 限 大 时 就 趋 于 无 限 远 . 这 种 以 测 地 线 为 “ 探 针 ”来 探测 无 限 远 的 
做 法 可 推广 到 4 维 闵 氏 时 空 . 不 同 的 是 , 闵 氏 时 空 的 测 地 线 分 为 类 空 、 类 光 和 类 时 
三 大 类 , 相应 地 也 就 有 类 空 、 类 光 和 类 时 无 限 远 . 加 之 类 光 和 类 时 测 地 线 都 有 指向 
过 去 和 未 来 之 分 , 于 是 共有 5 种 无 限 远 .“ 远 ” 字 的 含义 已 作 了 延伸 :类 时 无 限 远 实 
际 代表 “无 限 久 ”. 后 面 将 给 出 这 5 种 无 限 远 的 准确 定义 . 

无 限 远 不 是 一 个 时 空 点 , 也 不 是 一 个 时 空 区 , 而 是 描写 时 空 点 某 种 变动 趋势 的 
概念 , 因此 无 法 指 着 某 点 或 某 区 域 说 “这 就 是 无 限 远 ”. 这 使 得 有 关 无 限 远 的 讨论 
往往 涉及 极限 过 程 , 由 此 带 来 诸多 不 便 . 考虑 到 共 形 变换 可 以 改变 度 规 ( 尺 
度 ), Penrose 找到 一 个 共 形 因子 2 , 其 特征 是 “ 越 远 ” 越 小 ( 趋 于 无 限 远 时 趋 于 零 )， 


名 根据 Fulton et al.(1962) 所 述 , Haantjes 曾 于 1937 年 发 表 过 对 这 个 问题 的 研究 结果 . 他 先 给 出 共 形 变换 保持 
曲率 张 量 不 变 的 充 要 条 件 , 然后 把 这 个 条 件 应 用 于 闵 氏 时 空 , 见 Haantjes(1937). : 
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用 闵 氏 度 规 7 衡量 是 “很 远 ” 的 点 用 共 形 度 规 g。 = 妃 "7. 衡量 就 可 大 大 “ 拉 近 ”. 
于 是 可 以 指 着 一 个 延 拓 了 的 流 形 ( 见 后 ) 上 的 某 些 点 说 “它们 代表 闵 氏 时 空 的 无 限 
远 ”, 从 而 大 大 便于 讨论 . 为 找到 这 个 2 , 可 先 通过 若干 坐标 变换 把 闵 氏 度 规 用 适 
当 线 元 表 出 . 从 闵 氏 度 规 在 球 坐标 系 {1,r,0,9} 的 线 元 


ds =—dt* +dr* +r(d0’ +sin*0dg’) (12-2-1) 
出 发 定义 新 坐标 
v=1t+r, U=t—r, (12-2-2) 
则 式 (12-2-1) 变 为 
ds2 =—dvdu tT- (a0 +sin20dp2) . (12-2-3) 
由 式 (12-2-2) 知 wv 和 w 的 取 值 范围 是 
-oo<D<oo, -wo<u<w, v>u( 因 r>0). (12-2-4) 
再 定义 新 坐标 
T=arctan(v) + arctan(z) ， 丸 =arctan(2) 一 arctan(z) ， (12-2-5) 
其 逆 变 换 为 
v= tanf(T + R)/2], u = tan[(T - R)/2], (12-2-6) 
则 式 (12-2-3) 变 为 


1 
d=— - - rdr2+dRz+sin2R(d62+sin20do2)]. 

fos Ir + R21oos Tr R72 人 

(12-2-7) 
由 式 (12-2-6)、(12-2-4) 可 看 出 7, R 的 取 值 范围 是 
xX<T+R<NR, -rn<T-R<n 及 R>0. 

[ 见 图 12-1 的 阴影 部 分 O, 其 中 每 点 (x = 0 的 点 除外 ) 代 表 一 个 2 维 球面 .] 坐标 变 
换 (12-2-5) 似 乎 已 把 无 限 远 (|v|=w, |u|=% ) 拉 到 有 限 处 ( 斜 直线 T+R=x 和 
7 了- 尽 =-r), 但 这 只 是 表面 现象 . 这 两 条 斜 直线 不 属于 闵 氏 度 规 7 的 定义 域 :由 
式 (12-2-7) 可 知 7T+ 尺 = 区 和 7-R=-r 都 使 dy 的 分 母 为 零 . 因此 , 它们 是 “可 望 而 
不 可 及 ”的 . 然而 式 (12-2-7) 为 引进 适当 共 形 变换 提供 了 线索 . 令 


dys” =-dT’ +dR? +sin?R (dO +sin20dp2?)， (12-2-8) 


.38 ， 微分 儿 何 入 门 与 广义 相对 论 
(2=2cos[(T + R)/2]cos[(T - R)/2], : (12-2-9) 
则 dy? =.(22ds?. (12-2-10) 


以 名 代表 与 线 元 ds? 相应 的 ( 非 平 直 ) 度 规 , 则 


Bp = 2°71. (12-2-11) 


由 式 (12-2-8) 可 知 4 (因而 名 ) 在 两 条 斜 直线 T+R=n 和 T -R=-n 上 表现 良好 ， 


图 12-1 ds? 的 定义 域 是 阴影 部 
分 O (不 含 两 条 斜 边 ), 每 点 (r = 0 
的 点 除外 ) 代 表 一 个 S? 


从 而 可 延 拓 & 的 定义 域 使 这 两 条 斜 线 也 含 于 域 
内 . 共 形 变换 ,FB 把 尺度 标准 作 了 实质 性 改 
变 , 使 两 斜 线 用 多,, 衡量 的 确 在 有 限 处 ,” 它 们 “ 既 
可 望 又 可 及 ”可 以 指 着 两 线 上 任 一 点 说 三 道 四 而 
无 须 借 助 极限 过 程 . (例如 可 谈 及 电磁 场 在 两 线 上 
的 表现 , 这 是 研究 物理 场 无 限 远 行为 的 巧妙 手法 . ) 
因为 7。 的 定义 域 为 图 12-1 的 阴影 部 分 O, 所 以 
式 (12-2-11) 只 在 O 上 成 立 . 然而 却 有 大 得 多 的 
定义 域 . 事实 上 , 把 式 (12-2-8) 同 (10-2-43) 相 比 可 
知 &op 是 4=1 的 爱 因 斯 坦 静 态 宇宙 度 规 , 其 定义 
域 是 恨 xS; .2 为 了 图 示 疏 xS , 只 能 压缩 维 数 . 先 
看 如 何 图 示 S3 , 为 此 先 谈 S?. 设 S2 的 标准 角度 坐 


标 为 2 和 yw, 则 S2 在 压缩 一 维 后 可 用 图 12-2 的 半圆 周 


觉 


表示 . 2 所 在 的 一 维 已 被 压 掉 , 半圆 周 的 每 点 (2= 0, x 一 9=0 
两 点 除外 ) 代 表 原 $2 的 一 条 纬 线 (一 个 $1). 你 也 可 把 此 0=7/3 

图 看 作 S- 的 图 示 , 只 须 认 为 每 点 ( 首 末 两 点 除外 ) 代 表 

一 个 Ss. 可见 爱 因 斯 坦 静 态 宇 宙 恨 xS; 在 压缩 两 个 维 

数 后 成 为 图 12-3(a) 的 半圆 柱 面 , 面 上 一 点 (R=0,Xx 除 

外 ) 代 表 某 时 刻 了 的 全 空间 S” 中 的 某 个 球面 (S?). 然而 ， 

为 了 后 面 的 需要 , 又 常 把 半圆 柱 面 画 成 整 圆 柱 面 , 即 图 

12-3(b), 这 时 只 好 说 面 上 一 点 代表 时 刻 了 的 全 空间 S; 

中 的 “ 半 个 ”球面 . 以 上 讨论 表明 式 (12-2-8) 代 表 的 名,， 2 

的 定义 域 不 但 可 包含 图 12-1 的 两 斜 图 12-2 S 压缩 一 维 的 图 示 


Q@ 指 到 达 斜 线 的 任 一 类 时 线 以 总 ,衡量 的 线 长 有 限 . 
@ 2 维 球面 线 元 天 (dg: +sin2g dt) 当然 不 能 覆盖 整个 球面 , 但 其 相应 的 度 规 在 整个 球面 上 有 定义 . 与 此 类 
似 , 虽然 式 (12-2-8) 的 线 元 d8: 也 有 类 似 问题 , 但 爱 因 斯 坦 静 态度 规 &, 在 图 12-3 的 整个 圆柱 面 上 有 定义 [ 式 (12.2.8) 


的 了 的 取 值 范围 是 (-oo,oo) ]. 
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(a) 用 半圆 柱 面 代表 了 及 xS? (人 ) 用 圆柱 面 代 表 及 xS” 
图 12-3 ” 爱 因 斯 坦 静 态 宇宙 及 xS 压缩 两 维 的 图 示 


线 , 而 且 可 延 拓 至 图 12-3(b) 的 整个 圆柱 面 ( 见 图 12-4). 由 于 O 中 每 点 (= 0 除外 ) 代 
表 一 个 球面 而 图 12-3(b) 的 圆柱 面 上 每 点 (R=0, x 除外) 代表 半 个 球面 ,图 12-1 的 
“等 腰 三 角形 ”0O 改 画 到 图 12-4 中 就 成 为 “ 卷 起 来 的 正方 形 ”. 以 上 是 用 延 拓 观 
点 看 问题 , 即 把 图 12-4 的 圆柱 面 看 作 “ 卷 起 来 的 正方 形 ”的 最 大 延 拓 . 也 可 改 用 镶 
嵌 ( 映 射 ) 的 观点 看 问题 , 即 认 为 存在 共 形 等 度 规 媒 入 映射 
多 : 限 * 一 y[R'1]cRxS;, 

其 中 了 就 是 图 12-1 的 O, 而 图 12-4 的 “ 卷 起 来 的 正方 形 > 则 代表 映射 的 像 多 [了 9] ， 
由 此 便 可 自然 地 把 y[R](“ 正 方形 ”) 的 边界 9(y[R'J 称 为 闵 氏 时 空 的 共 形 无 限 
远 (conformal infinity), 从 而 把 无 限 远 变 成 一 个 可 以 被 指 着 说 三 道 四 的 点 集 . 它 是 爱 
因 斯 坦 静 态 宇宙 (而 非 闵 氏 时 空 ) 的 子 集 . 实现 这 一 转变 的 关键 在 于 引进 以 .2 为 共 
形 因子 的 共 形 变换 , 由 式 (12-2-9) 可 知 在 趋 于 无 限 远 时 趋 于 零 , 即 “ 对 无 限 远 作 了 
无 限 大 的 尺度 压缩 ”, 所 以 才 “ 把 无 限 远 拉 至 有 限 处 ”. 8(yY[ 了 9]) 又 可 进一步 分 为 
5 个 部 分 ( 见 图 12-4): 

(1) 过 去 类 时 无 限 远 六 (是 一 个 点 ), 定义 为 T=-x, R=0; 

(2) 未 来 类 时 无 限 远 让 (是 一 个 点 ), 定义 为 了 = R=0; 

(3) 类 空 无 限 远 i?, ( 亦 称 空间 无 限 远 , 是 一 个 点 . ) 定义 为 T=0, R=X; 

(4) 过 去 类 光 无 限 远 .7 (是 一 个 3 维 面 ), 定义 为 T-R=-n, 0<R<Xx; 

(5) 未 来 类 光 无 限 远 .7!+ (是 一 个 3 维 面 ), 定义 为 T+ R=7, 0<R<X. 

可 以 证 明 . 和 .天 用 ,衡量 都 是 类 光 超 曲面 (练习 ). 

以 下 命题 有 助 于 理解 五 种 无 限 远 的 含义 . 
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命题 12-2-1 ” 闵 氏 时 空 的 指向 未 来 类 时 测 地 线 起 于 六 止 于 二， 指向 未 来 类 光 
测 地 线 起 于 .有 止 于 .7*+ ， 类 空 测 地 线 起 于 如 止 于 六 
注 1 严格 地 说 , 上 述 三 种 测 地 线 前 都 应 冠 以 “不 可 延 ”( 或 “最 大 延 拓 ”) 一 
词 . 
证 明 设 fx} 为 惯性 坐标 系 ,4 为 测 地 线 的 仿 射 参数 , 取 值 范围 是 
-<4<o, 则 测 地 线 ( 直 线 ) 的 参数 式 为 
t=ao4+b，x =a14+b, 其 中 mba,5 (i=1,2,3) 为 常数 . (12-2-12) 


先 讨论 类 时 测 地 线 . 由 类 时 要 求 可 知 ao” > a,”. 由 “指向 未 来 ”要求 可 知 wo > 0. 
因为 六 会 了 = 天 R=0 全 vv=xU=oo ,所 以 欲 证 类 时 
测 地 线 止 于 六 只 须 证 明 4 一 oo 时 wx 一 oo. 由 式 
(12-2-12) 可 知 4 一 oo 时 ! 一 oo, 故 v=f+r 当然 趋 于 
无 限 . 另 一 方面 ， 


u=t-r=aAt+b -yattby 
=-[a- 了 Ca + |4+h. 


当 4 一 oo 时 方 括号 内 趋 于 am- Za2 >0， 故 zx 一 oo . 
同 理 可 证 类 时 测 地 线 起 于 六 . 关于 类 空 和 类 光 测 地 
线 的 结论 由 读者 自 证 . 口 
由 命题 12-2-1 可 知 六 (站), 六 和 .7~(.7+) 确 实 分 
别 代表 过 去 (未 来 ) 类 时 无 限 远 、 类 空 无 限 远 和 过 去 
(未 来 ) 类 光 无 限 远 . 请 注意 非 测 地 线 不 满足 命题 
ns a 12-2-1, 例如 , 类 时 非 测 地 线 可 以 起 于 .7 和 止 于 
应 于 图 12-1 的 0, 正 方形 内 部 。 y+ .类 光 无 限 远 .7+ 对 研究 电磁 波 有 重要 帮助 . 电 
半生 曾 代表 其 其 形 。 磁 波 对 应 于 大 量 光子 , 光子 的 世界 线 是 类 光 测 地 线 ， 
因此 传 向 无 限 远 的 电磁 波 的 每 一 光子 都 奔 向 .天 . 
把 闵 氏 时 空 的 整个 类 空 无 限 远 压 缩 为 一 点 刀 是 很 特别 的 做 法 . 设想 时 空中 有 
一 “静止 ” 点 电荷 2,” 它 在 某 一 时 刻 ! 的 电场 线 指向 四 面 八方 (图 12-5), 任意 两 线 
彼此 不 断 远 离 . 然而 , 根据 类 空 测 地 线 必 起 、 止 于 让 的 命题 , 它们 共 形 嵌入 图 12-4 


QD 3 维 语言 物理 学 的 “静止 ”、“ 运 动 ”、“ 加 速 ” 等 词 都 默认 相对 于 某 一 惯性 系 而 言 . 例如 “静止 点 电荷 ” 
就 是 指 记 界线 为 测 地 线 的 点 电荷 . 设 多 是 以 2 为 一 个 观 者 的 那个 惯性 系 , 则 C 相对 于 惯性 系 多 当然 静止 . 又 如 
所 有 电动 力学 书 都 说 “只 有 加 速 电荷 才 有 辐射 ”, 这 “加 速 ” 也 是 相对 于 某 惯性 系 而 言 , 因此 “加 速 电荷 ”就 是 世 
界线 为 非 测 地 线 的 点 电荷 . 
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图 12-5 静止 点 电荷 2 在 时 刻 1 的 电场 线 指向 四 面 八方 


后 “最 终 ” 竟 “ 相 会 在 如 点 ”.” 理解 这 一 “ 怪 ” 现 象 的 关键 是 注意 图 12-4 描述 - 
的 是 闵 氏 时 空 共 形 嵌入 的 结果 [无 限 远 经 “无 限 大 压缩 ”后 成 为 9(y[R'])], 详 见 选 
读 12-2-1. 
[选读 12-2-1] 

下 面 的 简单 例子 有 助 于 理解 这 一 问题 . 

2 维 欧 氏 空间 (了 ,6 ) 在 极 坐标 系 的 线 元 为 


ds = dr +rdp?. (12-2-13) 
用 下 式 定 义 新 坐标 0 : 
ta 人， (12-2-14) 


则 由 r>0 得 0<0<X. 式 (12-2-13) 在 坐标 系 {0,9} 中 取 如 下 形式 : 


ds2 re +sin2 gdp2) (12-2-15) 

令 ds?=d0 +sin20dp?， (12-2-16) 
2=2c0s’ (0/2), (12-2-17) 

则 dy? = .022ds (12-2-18) 


由 式 (12-2-16) 知 d8? 正 是 球面 度 规 ( 记 作 g ,是 桶 的 欧 氏 度 规 在 其 子 集 S 上 的 诱 
导 度 规 ) 在 球面 坐标 系 {9,9} 的 线 元 式 , 可 见 桶 " 的 欧 氏 度 规 6.p 共 形 于 球面 度 规 
go (图 12-6): 

6 = .028 (12-2-19) 
从 r=0 点 出 发 的 射线 (g= 常数) 都 对 应 于 球面 上 从 8=0 点 出 发 的 经 线 . 然 
而 ,0 > Tt 意味 着 + 下 %，, 即 不 存在 r 值 与 9=K 对 应 , 故 球面 上 98=T 的 点 不 对 应 于 


Q 不 仅 从 gq 出 发 、 向 在 区, 上 的 直线 最 终 到 达 六 ,而 且 从 4g 出 发 、 躺 在 其 他 惯性 系 的 同时 面 二 (图 中 未 画 出 ) 
上 的 直线 也 到 达 产 . 
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( 民 ?, 64) 的 任 一 点 . 这 也 可 从 式 (12-2-17) 和 (12-2-19) 看 出 :因为 名 ,在 整个 球面 上 
表现 良好 (不 为 零 ), Do-=0 表 明 5 在 9=r 点 没有 定义 (发 散 ). 这 些 都 说 明 O=r 
点 代表 (区?,6s) 的 “整个 无 限 远 ”, 是 “无 限 远 ” 经 “无 限 压 缩 ” (2=0) 而 得 的 
一 点 (是 球面 8 “而 非 疏 * 的 点 ). 由 此 不 难 理解 阅 反 时 空 的 “整个 空间 无 限 远 ” 被 压 


缩 为 一 点 加 . 


[选读 12-2-1 完 ] 


0=0 
(对 应 于 平面 上 x=0 的 点 ) 


5 : 3 pA 
(R, Gap) 3 一 (S”， bs) 


0=N 
(不 对 应 于 平面 上 任 一 点 ) 


图 12-6 ” 欧 氏 平面 到 球面 的 共 形 等 度 规 映 射 


在 作 图 表示 闵 氏 时 空 的 无 限 远 时 , 除 图 12-4 外 , 也 可 简单 画 成 图 12-7 或 图 
12-8(a). 图 12-8(a) 比 图 12-7 多 一 维 , 对 某 些 问题 的 描述 较为 直观 , 例如 从 .7- 到 


1 十 


类 时 测 地 线 


> 人 类 光 测 地 线 
(一 条) 


i 


图 12-7 闵 氏 时 空 及 其 共 形 无 限 远 . 


从 .7 到 .zt 的 类 光 测 地 线 只 能 画 
成 折线 


.7 了!+ 的 类 光 测 地 线 在 图 12-7 中 只 能 画 成 折线 ， 
而 在 图 12-8(a) 中 则 为 直线 . 但 图 12-8(a) 的 一 大 
缺点 是 容易 误 以 为 站 是 一 个 圆周 , 其 实 它 只 是 
一 个 点. 为 克服 此 缺点 也 可 改 用 图 12-8(b), 它 
当然 也 有 缺点 . 细 观 图 12-7 发 现 有 以 下 特征 :@ 
能 描述 时 空 的 共 形 无 限 远 ，@45 " 斜 直线 表示 
类 光 超 曲面 和 径 向 (6,g 为 常数 ) 类 光 测 地 线 ， 
通常 把 具有 这 两 个 特征 的 图 称 为 彭 罗 斯 图 
(Penrose diagram) 或 共 形 (conformal 
diagram). Penrose 图 的 特征 地 是 关键 特征 , 特征 
@ 则 使 曲线 和 超 曲 面 的 类 时 、 类 空 和 类 光 性 一 
目 了 然 , 不 像 某 些 时 空 图 那样 容易 使 “上当”. 


例如 , 如 果 在 图 9-19 的 r< 2M 区 画 一 条 竖 直 线 , 则 它 竟然 不 是 类 时 的 ! 
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(a) 必须 把 整个 圆周 看 作 一 点 , 即 站 了 b) 物理 时 空 M 由 圆锥 外 区 域 代 表 


图 12-8 闵 氏 时 空 及 其 共 形 无 限 远 的 另外 两 种 表示 


$12.3 施 瓦 西 时 空 的 共 形 无 限 远 


施 殉 西 最 大 延 拓 时 空 在 Kruskal 坐标 系 中 的 线 元 为 [ 见 式 (9-4-28)] 


2 _ 32M? ,2m 2 2 273402 ,m2 2 
ds =———e (-d7 +dX’“)+r’(d0° +sin’ Odg’). (12-3-1) 
r 


仿照 式 (12-2-6), 用 下 式 定 义 新 坐标 所 X: 


T+X=tan(E+Z), T-X=tan(t -x), (12-3-2) 
则 式 (12-3-1) 变 为 
3 二 2 
4 -2 一 rd02+sin2gdp2)， (12-3-3) 
r coS (Ss + Xx) cos’ (EG — ZX) 


因为 T 和 XX 的 取 值 范围 是 -w<T<w, -wo< 守 <w, 7T2 -XX?<1, 所 以 E 和 的 取 
值 范围 是 -rz/2<&E+Y<T/2，-m2<E-Y<Tr2, -x/4<E<r/4 ,借助 于 坐标 
所 万 便 可 天 出 施 瓦 西 最 大 延 拓 时 空 的 Penrose 图 (图 12-9). 图 中 A 和 A:' 是 两 个 渐 
近 平 直 区 , 两 区 的 六, 坟 ， .7 + 的 定义 由 图 可 见 (z+ 不 含 i; 和 六 ). 每 个 .x 的 拓扑 
都 是 S x 了 下 .应 该 指出 , 至 今 的 唯一 操作 不 过 是 坐标 变换 , 它 虽 然 形式 上 把 无 限 远 
“ 拉 近 ”, 但 尚未 进行 共 形 压缩 , 施 瓦 西 线 元 在 .7*:, .7 计生 ，i9, i 处 没有 
意义 . 为 选择 适当 的 共 形 因子 , 可 借用 内 向 Eddington 坐标 系 {v,r, 6, 9} , 其 中 
v=t+7,[7 是 由 式 (9-4-19) 定 义 的 乌龟 坐标 ]. 施 瓦 西 度 规 在 此 坐标 系 的 线 元 为 [ 参 
见 式 (9-4-51)] 


‘44: 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


图 12-9 施 瓦 西 最 大 延 拓 时 空 的 Penrose 图 ”图 12-10 坐标 v, .0 在 阴影 部 分 ( 含 .z-) 有 定义 
ds2 =— (1—-2Mr ')dv’ +2drdv +r?* (dO +sin20 dg’) 

=r"[-(r -2Mr )dv +2r ?drdv+d0 +sin0dg’]. (12-3-4) 
选 共 形 因子 2=r71, 令 . 

ds*=-(r 2 -2Mr 3)do2+2r2drdp+d92+sin2gdp2， (12-3-5) 
则 

ds’ = 22dy?. (12-3-6) 

把 Q 看 作 坐 标 , 则 式 (12-3-5) 又 可 在 坐标 系 {v2,9,9} 中 表 为 

dS? =-(22 -2MO)dv’ -2dQ2dv+d0’ +sin’0dg’. (12-3-7) 
上 式 在 .7 (定义 为 RQ=0, -<v<oo ,上 见 图 12-10) 上 表现 良好 (为 C”). 事实 
上 , 4 ”在 整个 A 区 , B 区 (黑洞 区 ) 及 两 区 间 的 事件 视界 Nt 上 都 表现 良好 , 可 见 坐 


标 系 fv,42,9,9} 能 覆盖 AUNI UBU. 天 .为 了 覆盖 .和 (那里 w=oo ), 可 改 用 外 向 
Eddington 坐标 系 {u,r,6,9} , 施 瓦 西 度 规 在 此 系 的 线 元 为 


ds* =— (1—-2Mr-!) du -2drdu+r’(d0 +sin’bdg’) 


=r:[-(r* -2Mr )du 2rdrdu+d0 +sin2gdp2?]， (12-3-8) 
仍 选 Q=r-1, 令 ; 

d3 = .2 ds’, (12-3-9) 

则 ds =-(02 -2MO)du’ +2d2du +d0 +sin2gdo2， (12-3-10) 

不 难看 出 蚊 ” 在 AUN; UWU.7* 上 表现 良好 . 可见 和 3 和 dS ?在 A 区 都 表现 


良好 , 且 由 式 (12-3-6)、(12-3-9) 可 知 在 A 区 有 ds?=ds .对 A' 区 也 可 作 类 似 讨论 . 
由 此 可 知 在 施 瓦 西 最 大 延 拓 时 空 的 流 形 上 存在 共 形 因子 Q2，, 用 它 对 施 瓦 西 度 规 
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gas 作 共 形 变换 所 得 度 规 gs = 人 8 不 但 在 施 瓦 西 最 大 延 拓 时 空 的 流 形 上 ( 即 图 
12-10 的 “菱形 ”内 部 ) 有 定义 , 而 且 在 “菱形 ”的 部 分 边界 ( 即 .z+* 和 .7'*) 上 也 有 
定义 . 把 “菱形 ”内 部 记 作 和 ,把 MM 与 7:， .8 和 之 并 记 作 放 , 则 可 认为 施 瓦 西 最 
大 延 拓 时 空 (M,gw) 被 共 形 等 度 规 地 镶嵌 进 更 大 的 时 空 (M,&,) 中 , 因而 .7* 及 
.了 “分 别称 为 A 及 A' 的 过 去 和 未 来 共 形 类 光 无 限 远 是 恰当 的 . 整个 做 法 与 把 闵 氏 
时 空 共 形 等 度 规 地 镶嵌 进 爱 因 斯 坦 静 态 宇 审 的 做 法 相似 . 

证 点 以 及 .7* 上 的 点 都 不 是 时 空 本 身 的 点 , 但 与 时 空 有 密切 联系 , 因此 称 为 时 


条 波纹 线 上 ) 称 为 时 空 的 理想 点 , 于 是 施 瓦 西 时空 的 理想 点 分 为 无 限 远 理想 点 
(infinity ideal point) 和 奇异 理想 点 (singular ideal point) 两 类 . 闵 氏 时 空 只 有 无 跟 远 理 
想 点 而 没有 奇异 理想 点 . 理想 点 的 准确 定义 和 详细 讨论 见 §E.3. 
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第 10 章 曾 指出 宇宙 是 “无 所 不 包 ” 的 最 大 时 空 . 这 一 时 空 的 弯曲 情况 是 如 此 
复杂 , 以 至 在 宇宙 论 中 只 能 关心 它 在 宇 观 尺 度 上 抹 匀 后 的 几何 , 即 Robertson- 
Walker 度 规 . 然而 , 除 宇宙 论 外 , 广义 相对 论 的 应 用 对 象 都 只 是 宇宙 中 的 一 个 局 部 
区 域 (宇宙 的 一 个 子 系统 ), 例如 一 个 或 数 个 黑洞 、 一 颗 近似 孤立 的 恒星 或 一 个 近似 
孤立 的 双星 系 . 这 时 必须 而 且 可 以 使 用 孤立 体系 的 模型 , 其 实质 是 把 宇宙 中 在 体系 
以 外 的 物质 对 体系 内 物质 的 作用 加 以 忽略 . 正如 Geroch(1977) 所 指出 的 , 只 有 学 会 
使 用 孤立 体系 才能 理解 宇宙 的 各 个 子 系统 并 把 广义 相对 论 与 物理 学 的 其 他 分 支 联 
系 起 来 , 否则 讨论 任 一 物理 客体 时 都 必须 考虑 来 自 所 有 其 他 客体 的 作用 , 结果 只 能 
是 一 事 无 成 . 在 研究 引力 辐射 以 及 系统 的 总 能 量 、 总 动量 和 总 角 动 量 时 , 孤立 体系 
模型 尤其 不 可 或 缺 . 

施 瓦 西 时 空 是 广义 相对 论 中 孤立 体系 的 最 简单 例子 . 任何 球 对 称 恒 星 在 模型 
化 语言 中 都 可 看 作 时 空 的 一 条 世界 线 工 . 如 果 工 周围 存在 一 个 时 空 区 域 D, 其 他 物 
质 在 DD 内 的 引力 场 同 工 的 引力 场 相 比较 可 忽略, 而 且 DD 内 离 工 足够 远 (半径 + 足够 
大 ) 处 由 工 提供 的 引力 场 也 足够 弱 , 就 可 认为 DD 是 一 个 施 瓦 西 时 空 . 孤立 体系 意味 
着 “很 远 处 ”引力 场 很 弱 , 时 空 “ 越 远 越 平 直 ”, 所 以 孤立 体系 在 广义 相对 论 中 相 
当 于 渐 近 平 直 时 空 . 用 施 瓦 西 坐 标 表 述 的 施 瓦 西 线 元 在 + 越 大 时 越 接近 闵 氏 线 元 ， 
这 是 人 们 最 早 认 识 的 渐 近 平 直 时 空 . 由 此 看 来 渐 近 平 直 时 空 可 以 这 样 定义 :时 空 
(CM,8gw) 称 为 渐 近 平 直 的 , 若 存 在 坐标 系 {x“} 使 度 规 分 量 gw 在 坐标 值 很 大 时 表 
现 适 当 : 令 r=[(x1)? +(x2)2 +(c3)2]2, 则 当 > 沿 类 空 或 类 光 方 向 趋 于 无 限 远 时 
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gw = +O().” 然 而 这 种 借助 坐标 语言 的 定义 存在 一 大 缺点 , 就 是 对 每 一 
结论 都 要 检查 它 是 否 具有 在 坐标 变换 下 的 不 变性 . 此 外 , 在 许多 场合 中 要 计算 物理 
量 在 “很 远 处 ”的 数值 , 这 可 通过 求 ro% 的 极限 得 到 , 然而 找到 与 坐标 系 无 关 的 
求 极限 手续 并 非 易 事 , 特别 是 求 极限 与 求 导 的 可 交换 性 难以 证 明 . 因此 , 人 们 早 就 
开始 对 渐 近 平 直 时 空 的 概念 寻求 一 个 不 用 坐标 语言 的 定义 . 虽然 孤立 体系 的 概念 
在 除 广义 相对 论 外 的 任 一 物理 分 支 中 都 不 难 定义 (容易 到 使 人 在 用 这 个 概念 时 往 
往 意识 不 到 正在 用 它 的 程度 ) 然而 在 广义 相对 论 中 却 困难 得 多 . 这 与 许多 在 非 广 
义 相 对 论 中 不 难 而 在 广义 相对 论 中 很 难 的 问题 (如 奇 点 定义 ) 有 同一 起 因 : 在 广义 
相对 论 中 , 度 规 场 gw 既是 时 空 背景 场 (“舞台 ”) 又 是 描述 物理 过 程 的 动力 学 场 (“ 演 
员 ”).“ 渐 近 平 直 时 空 ”的 一 个 满意 定义 至 少 要 满足 两 个 要 求 :所 提 条 件 应 强 到 
使 渐 近 平 直 时 空 具有 足够 丰富 的 结构 ; @ 所 提 条 件 应 弱 到 使 足够 多 的 时 空 (特别 是 
那些 从 物理 考虑 认为 应 是 渐 近 平 直 的 时 空 ) 可 被 称 为 渐 近 平 直 时 空 . 经 过 许多 学 者 
的 努力 , 至 今 已 有 不 止 一 个 比较 满意 的 定义 (不 完全 等 价 ). 本 书 介 绍 Ashtekar 的 定 
XE 

渐 近 平 直 的 直观 含义 是 越 远 越 平 直 , 因而 同 无 限 远 密 切 相关 . 闵 氏 时 空中 趋 于 
无 限 远 的 方式 有 三 种 , 于 是 有 类 空 无 限 远 六、 类 光 无 限 远 .f+ 和 类 时 无 限 远 二 之 分 . 
孤立 体系 的 特征 是 引力 场 在 很 远 处 很 弱 , 却 不 要 求 很 久 以 前 或 很 久 以 后 很 弱 , 因此 
浙 近 平 直 时 空 的 定义 只 应 涉及 站 和 .7 ,两 者 各 有 其 重要 性 , 视 所 关心 的 问题 而 定 . 
例如 , 由 于 辐射 问题 涉及 类 光 测 地 线 , .7* 在 讨论 同 辐射 有 关 的 问题 时 (包括 电磁 、 
引力 辐射 和 黑洞 的 Hawking 量子 辐射 ) 就 非常 重要 . 既然 把 闵 氏 时 空 共 形 等 度 规 地 
幅 入 爱 因 斯 坦 静 态 宇 宙 可 以 定义 闵 氏 时 空 的 共 形 无 限 远 , 自然 希望 有 待定 义 为 渐 
近 平 直 时 空 的 (M,g,,) 可 以 共 形 等 度 规 地 骨 入 一 个 比 它 “ 大 (至少 多 出 可 被 记 作 六 
和 .7* 的 部 分 ) 的 “时 空 ”(M,8,,) 中. 如果 满足 这 一 条 件 , 便 可 指 着 加 或 .8# 的 一 
点 说 “这 是 (M,g,) 的 共 形 无 限 远 点 ”. 如 果 (M,g，) 进一步 满足 某 些 条 件 , 从 而 使 
8w 在 趋 近 无 限 远 时 趋 于 平 直 , 就 可 以 说 (M,g,) 是 渐 近 平 直 的 . 以 上 直观 思考 导 
致 Ashtekar 的 以 下 (专业 性 颇 强 的 ) 定 义 [ 见 Ashtekar(1980); Wald(1984)]. 

定义 1 真空 时 空 (M,gw)( 指 g。 满足 真空 爱 因 斯 坦 方程 R =0) 称 为 在 类 
光 和 空间 无 限 远 处 渐 近 平 直 的 (asymptotically flat), 若 

(a) 存 在 “时 空 ”(M,&,,), 满足: 

(al) Mc 衣 ; (a2)3i9e 扩 使 1+(9)UJ-(")= 衣 - M; [因果 符号 J+ 和 J- 的 
含义 见 $11.1 条 件 (a2) 表 明 i° 与 MM 的 任 一 点 都 无 因果 联系 , 因而 可 把 如 称 为 空间 


二 之 所 以 要 求 gj 至 少 以 x" 的 速率 趋 于 gm ,是 为 保证 与 下 面 用 几何 语言 定义 的 渐 近 平 直 时 空 (定义 1) 的 
表现 一 致 
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无 限 远 点 ;还 表明 M 的 边界 MM=.7+ U7 Uf{i9), 其 中 .r+ =j+(i9)- {i0}. 读 者 
不 妨 以 图 12-4( 去 掉 产 ) 为 例 来 找 感 觉 .] (a3) Bs 在 好 -人 各)} 为 C" ,在 如 为 
C”.(C”X 表 示 强 于 C", 定义 及 动机 见 选 读 12-4-1.) 

(b) 村 上 有 函数 ,满足 : | 

(bD) 在 M 上 有 =42gjp; (b2)Q 在 村 -{i"}) 上 为 C”, 在 i? 上 为 C?; 
(b3) Qly>0，Q|y=0; (b4)V,02|,.#0, lim yr 2=0; (其 中 了 ,是 与 8 适 配 
的 导数 算 符 . 因为 在 i" 可 能 连 C! 也 不 够 , V, 在 i 未 必 有 意义 , 所 以 不 写 
V1o=0.)(b5) lim w YY,2 =28,,(7). 

(c) M 有 开 邻 域 U0 且 (U,8&,) 满 足 强 因果 条 件 ( 见 $11.3). 

(由 其 他 . [包含 (d1) 和 (d2), 见 Wald(1984); Ashtekar(1980). ] 我 们 将 在 后 面 适当 
地 方 介绍 这 两 个 条 件 的 实质 性 要 求 . 

注 1 条 件 (a) 要 求 (M,g,) 可 嵌入 一 个 “ 比 它 大 ”的 “时 空 ”( 帮 ,8,,) 中 ,条 
件 (b) 则 要 求 这 种 媒 入 是 共 形 等 度 规 的 (并 对 共 形 因子 Q 提 出 适当 要 求 ), 如 同 闵 氏 
时 空 可 以 共 形 等 度 规 地 典 入 爱 因 斯 坦 静 态 宇宙 那样 . 更 准确 地 应 说 “存在 共 形 等 度 
规 映射 y : (M,g) 二 (WLIM]c M，&,)”, 但 通常 更 愿意 把 y[M] 简 写 为 M, 把 
gp = 《2 YW,ga, 简写 为 gs = 27 8g .为 便于 区 别 ,把 (M,g,s) 和 (M,&,,) 分 别称 为 
物理 时 空 和 非 物 理 (unphysicaD) 时 空 . 

注 2 条 件 (b3) 表 明 在 M 的 边界 M 处 尺度 受到 无 限 压 缩 , 因此 M 可 解释 为 
(M, gs) 的 被 “ 拉 至 有 限 处 ”的 共 形 无 限 远 . 

注 3 条 件 (c) 要 求 无 限 远 附近 没有 病态 因果 特性 . 

注 4 定义 1 对 时 空 的 真空 要 求 可 放宽 为 “在 无 限 远 附近 为 真空 ”就 是 说 ,， MM 
有 开 邻 域 U 使 U 站 M 中 有 T=0. 这 一 要 求 还 可 进一步 放宽 为 :7 虽 不 为 零 但 在 
趋 于 M 时 足够 快 地 趋 于 零 , 准确 地 说 就 是 要 求 2 27， 可 以 光滑 地 延 拓 到 .z+ 上 ， 
并 在 趋 于 六 时 有 足够 好 的 极限 行为 . 

注 5 在 很 多 情况 下 只 需要 “时 空 在 空间 无 限 远 为 浙 近 平 直 ”或 “时 空 在 类 
光 无 限 远 为 渐 近 平 直 ”的 定义 , 这 两 个 定义 原则 上 可 通过 “ 拆 分 ”定义 1 而 获得 ， 
详 见 Wald(1984)P.282. 

[选读 12-4-1] 

与 闵 氏 时 空 的 刀 类 似 , 渐 近 平 直 时 空 的 让 也 是 一 个 点 (把 “整个 空间 无 限 远 ” 
压缩 为 一 点 ), 这 就 导致 一 些 特别 的 结果 . 例如 , 与 .7+ 不 同 , 如 果 要 求 民 ,在 让 点 为 
C”, 则 大 量 在 物理 上 认为 是 渐 近 平 直 的 时 空 (包括 施 瓦 西 时 空 ) 都 无 法 达到 , 事实 
上 , 虽然 闵 氏 时 空 的 多, 在 让 是 C” 的 , 它 上 面 的 物理 场 在 i 也 远 不 能 达到 C” 的 要 
求 . 以 点 电荷 q>0 的 库仑 场 为 例 . 设 g 静 止 于 惯性 参考 系 号 中 , 选 .家 内 的 惯性 坐 
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标 系 {1,X,y,Z} 使 9 的 世界 线 有 X=y=z=0. 令 1,0,9 是 与 x,y,z 相应 的 球 坐 标 , 则 
4 的 电磁 场 张 量 为 


Fs =— qr™ (dt), 和 (dr),, (12-4-1) 


所 以 当 r 一 0 时 已 ~oo .为 了 消除 发 散 性 ， 
可 以 胜 乘 已 ， 其 结果 ?FF,= 
一 qg(df), 和 (dr), 在 沿 任 一 径 向 类 空 测 地 线 趋 
于 r=0 时 都 有 极限 . 然而 极限 值 与 所 选 测 地 
线 ( 亦 即 与 趋 于 r=0 的 方向 ) 有 关 , 所 以 说 
六 Fw 在 r 一 0 时 存在 方向 依赖 的 极限 . 这 与 
如 下 物理 图 象 一 致 :电场 线 (代表 电场 方向 ) 从 
4 所 在 处 向 四 面 八方 发 出 . 再 看 与 + ->0 相反 
的 另 一 极端 , 即 + ->o% 的 情况 . 计算 表明 ( 见 
下 段 ), 与 7 一 0 类 似 , 已 在 r 一 oo 时 也 发 散 ， 
但 02Fs 则 有 方向 依赖 的 极限 . 物理 直观 : 电 
场 线 从 四 面 八方 会 聚 到 i? ,因此 也 说 i? 点 存 
在 “ 像 电 荷 ”-9 . ( 见 图 12-11. 请 注意 像 电荷 
图 12-11 赔 氏 时 空 的 静止 点 电 。 “9 只 存在 于 一 点 让 ,而 源 电荷 g 却 由 一 条 坚 
荷 g. 荆 是 g 所 在 惯性 系 的 同时 面 ， 直线 代表 . ) 谊 曲 度 规 (如 施 瓦 西 度 规 ) 在 “ 空 
2 微分 同 胚 于 3 维 球面 .站 处 有 像 。 间 很 远 处 ”的 表现 与 此 有 类 似 之 处 , ”因此 在 
9 渐 近 平 直 时 室 的 定义 中 不 宜 对 祝 ,, 提 出 在 i 
点 也 为 C” 的 要 求 . 研究 表明 , 比较 适当 的 要 求 是 区 在 如 为 C70 ,其 含义 是 :(a)Bb 
在 为 C" ; (b) gs 沿 任 一 到 达 记 的 类 空 曲线 的 一 阶 导数 在 趋 于 如 时 有 方向 依赖 的 
极限 ,而 且 这 一 极限 对 方向 (角度 ) 的 依赖 是 C” 的 .[ 准 确 含 义 见 Wald(1984); 
Ashtekar(1980); Ashtekar and Hansen(1978). ]2 
上 面 讲 闵 氏 时 空 的 电磁 场 时 只 说 了 “ 2 忆 在 趋 于 丸 时 有 方向 依赖 极限 ”的 结 


(D §12.3 的 《2 是 为 把 施 瓜 西 时 空 的 类 光 无 限 远 作 共 形 拉 近 而 引入 的 , 它 在 六 处 不 满足 本 节 定义 上 的 要 求 . [顺便 一 
提 , $12.2 给 闵 氏 时 空 引入 的 人 2 也 不 满足 lim VOD =28,(i") 的 要 求 . 不 过 , 为 满足 此 要 求 只 须 改 选 (7 = .0212 ,] 然 
而 可 以 验证 最 大 延 拓 施 瓦 西 时 空 的 A( 或 A' ) 区 作为 子 时 空 的 确 是 渐 近 平 直 时 空 ,为 此 只 须 给 A (或 A' ) 补 上 适当 的 如 和 
.7+ 以 获得 非 物 理 时 空 流 形 用 ,满足 定义 1 的 (2 则 可 在 Ashtekar and Hansen(1978) 附 录 C 中 找到 , 其 与 + 的 关系 为 
人 2 ~r”. 施 瓦 西 解 是 真空 解 ,有 尺 ， =0 , 故 尺 ,=C, ,由 第 9 章 习 题 10 结果 知 C*C, ~, 利用 C= 人 (22C, 
得 CC ~ 疡 故人 在 趋 于 训 时 发 散 , 可 见 施 瓦 西 时 空 的 各 在 训 点 表现 不 良 ， 

加 殉 然 各 在 站 的 可 微 性 只 要 求 到 C”, 流 形 及 在 站 的 可 微 性 也 相应 地 只 要 求 到 C ,， 详 见 Ashtekar and 
Hansen(1978). 
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论 , 但 未 给 出 证 明 . 这 个 证 明 涉 及 兄长 的 计算 .为 省 篇 幅 , 此 处 只 介绍 思路 及 若干 关 
键 公式 . 思路 很 简单 : 找 一 个 能 覆盖 六 点 的 坐标 系 . {1,r,0,9} 当然 不 能 , {T,R,0,9} 
似乎 可 以 , 因为 它 是 爱 因 斯 坦 静 态 宇宙 (图 12-11 的 圆柱 面 代表 的 4 维 时 空 ) 的 坐标 
系 . 不 幸 的 是 坐标 尺 在 六 点 的 值 为 区, 所 以 区 人 恼 岛 是 该 系 的 坐标 奇 点 (该 点 的 0,p 无 
定义 ). 于 是 想到 把 3 球面 上 的 {R,0,9} 转 一 角度 以 得 到 新 的 球面 坐标 系 {R ,OO )}， 
它 在 如 点 不 奇异 . 然而 3 球面 上 只 的 变换 必然 导致 和 go 的 相应 变换 (“ 它 一 发 则 
动 全 身 ”), 从 而 带 来 兄长 的 计算 .下 面 对 计 算 和 证 明 做 一 高 浓缩 介绍 .用 下 式 定 义 新 
坐标 7 R 9 0 : 
T'’=T,  R’'=arccos(sin RsinOsing), 


sin ReosO 

Vl—sin’R sin20 sin2p 

9' = arccos a OD s 若 工 <R<x， 
Vcos’R +sin "Rsin29 cos’gp 2 


wor Se | 若 0<R< 工 ， 


\jcos?R +sin2R sin’0 cos’p 


0 = | 


(12-4-2) 

则 忆 的 新 坐标 为 (0, /2, x/2, r/2), 因而 无 奇 性 .由 式 (12-2-9) 定 义 的 介 可 表 为 
人 =cos7 一 4， 其 中 4=sinR'sineO sin ， (12-4-3) 
Fos 可 表 为 Fs =9(— A) (dT), A(d0),. (12-4-4) 


因为 DQ0-A2)YIRK(- MA) ?cosR', (A)! cosg (1 A)! cosy J 
向 依赖 极限 ; @1 形式 场 d7', dR',d9', dg' 在 六 附近 都 光滑 ,所 以 QF, 在 趋 近 六 
有 方向 依赖 的 极限 . [选读 12-4-1 完 ] 
我 们 以 .x* 为 代表 讨论 .7+ 的 性 质 . 首先 , 2| ,, 为 常数 ( 零 ) 及 VD2|，*0 表 
明 .z+ 是 超 曲面 , 且 Y.2 是 .7+ 的 法 余 矢 .2 及 8 在 好 -人 为 C” 保证 
“(VV。DY,0Q 在 .7+ 上 表现 良好 .但 2|,.=0 使 027 在 趋 于 71+ 时 发 散 ,所 以 M 
上 函数 QT18g2(Y, Vs 2 在 趋 于 .z+ 时 有 无 极限 还 成 问题 .下面 的 命题 不 但 对 此 
给 出 肯定 答案 , 而 且 结论 更 强 . 


命题 12-4-1 0 OV, 是 .r+ 上 的 C” 函数 [准确 地 说 就 是 C2-152 
(DJY,2 可 被 光滑 地 延 拓 至 .+ ]. 


证 明 设 Re 和 有 Rs 分 别 是 sw 和 8&w 的 里 奇 张 量 , 把 式 (12-1-9) 的 gw 与 go 作 
角色 互 换 ( 并 相应 以 Q71 代 替 .Q2), 可 知 在 AM 上 有 
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R=R, +202 VV, QO+gog "2 YQ -307 (YT,. 0 DO]， 
真空 爱 因 斯 坦 方程 Rs = 0( 见 第 7 章 习题 6) 以 及 .0 的 非 零 性 保证 在 M 上 有 
0= OR, +2V, ,9,2 +Bog "YT 2 -3 QT, 0]. (12-4.3) 
Bw 在 7* 为 C” 导致 忆 ,在 .f+ 为 C", 故 由 人 |,,=0 知 QR,| ,=0. 取 式 
(12-4-5) 趋 于 .7? 的 极限 便 知 在 .r+ 上 有 


VV D+ BE" VV 3g 2 ETD TsO]. (12-4-6) 

人 和 在 .7!+ 为 C” 导 致 上 式 左边 在 .z+ 为 C”, 故 右边 方 括号 内 的 量 在 .z+ 也 

为 C”. 口 
令 

ny:= V2, nr:= gL, . (12-4-7) 


则 .z+ 上 的 和 mn 分别 是 .z+ 的 法 余 矢 场 和 法 矢 场 . 命题 12-4-1 表明 , 虽然 
2 发散 , 但 (278 az) 仍 是 光滑 函数 ,可 见 (gn,n)| ,=0, 即 
(gwn“m)| ,=0, 说明 n”| ,, 是 类 光 矢 量 场 ,因而 .1+ 是 入 中 的 类 光 超 曲面 . 这 同 
.7 了! 的 定义 .7+ =j*(i?)--{i"} 暗 示 的 结果 一 致 . 由 于 类 光 超 曲面 的 法 矢 场 也 切 于 
该 超 曲 面 , n” 过 .z+ 上任 一 点 的 积分 曲线 p(w) 都 身 在 .z+ 上, 称 为 .z+ 的 类 光 母 
线 (null generator). 定义 1 条件 (d) 的 (d1) 对 .7+ 的 整体 拓扑 结构 提出 如 下 要 求 : 71 
上 me 的 每 条 不 可 延 积分 曲线 mw) 都 从 如 发 出 (因而 .**+ 同 胚 于 S*xRR), 如 图 
12-12(a) 或 (b) 所 示 . .f+ 上 的 一 个 2 维 面 C 称 为 一 个 截面 (cross section), 车 它 与 每 
一 类 光 母 线 相 交 且 仅 交 于 一 点 (而 且 任 一 母线 都 不 切 于 C). .+ 同 胚 于 S? xR 意 味 
着 每 一 截面 C 同 胚 于 SS? (2 维 球面 ). 


(a) 用 挖 去 顶点 的 锥 面 代表 .和 + (b) 用 柱 面 代表 .+ 
图 12-12 .7+ 及 其 类 光 母 线 (压缩 一 维 , 用 Sx 恨 代表 S? xRR) 


伴随 于 同一 渐 近 平 直 时 空 (M,gwp) 的 非 物 理 时 空 (M,gw ) 可 以 很 多 .在 好 选 
定时 8 也 还 可 以 有 无 限 多 种 选择 , 因为 不 难 证 明 如 下 命题 : 
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命题 12-4-2 设 (M,8,) 是 (M,gs) 的 非 物理 时 空 ( 共 形 因子 为 2 ) 则 
CU,o2?gw) 也 是 (M,g,) 的 韭 物 理 时空 ( 共 形 因子 为 602), 如果 ww 是 机 上 的 正 函 
数 ,在 李 -{9} 为 C”, 在 训 为 C>0, wp(i?)=1. 

证 明 练习 . 提示 : 令 QI =oD，g =0@0 Bs = 《2 gs, 只 须 验 证 1， 和 .02' 汪 
足 定义 1 对 名 ,和 0 的 要 求 . 由 于 定义 1 对 条 件 (d) 并 无 陈述 , 只 要 求 读者 验证 条 件 
(a)~(c). 条 件 中 的 ,原则 上 应 一 律 改 为 3;, 即 与 多, 适 配 的 导数 算 符 . 利用 .2 的 
标量 场 性 质 可 把 了;02' 换 为 ,02' ,但 ;2' 至 多 只 可 换 为 V'5,02'. 口 

注 6 可 见 共 形 因子 2 的 选择 存在 规范 任意 性 . 我 们 把 每 种 选择 称 为 一 个 共 
形 规范 . 选择 适当 规范 有 助 于 简化 讨论 . 下 面 介绍 一 种 对 讨论 71+ 很 有 用 的 规范 
(但 不 适用 于 i1). 

命题 12-4-3 令 D=0 人 118%nn,( 并 延 拓 至 .7+ 上 ), 则 总 可 选择 共 形 规范 使 
BD| .=0. 满足 这 一 条 件 的 规范 称 为 Bondi 规范 . 

证 明 设 原 规范 满足 @| ,, 0, 只 须 证明 存 在 适当 ww 使 新 规范 0Q'=w02 满足 
四 | y= gn )| =0. 由 B=0 8 得 g'%=w ?2g , 故 

PD | =o B+20 nV OtO ESV OV 0), (12-4-8) 


上 式 右边 第 二 项 可 化 为 2w6-1n*, lnw，, 而 0Q| =0, @| yz:>0 以 及 @ 在 禾 -{i"} 
为 C” 则 保证 第 三 项 为 零 , 故 欲 得 G'| ,, =0 只 须 选 @4 使 在 .z+ 上 有 
2n°¥, Inw=-0. (12-4-9) 
.7+ 上 的 函数 B 和 通过 每 条 不 可 延 积分 曲线 mw) 分 别 诱导 出 一 元 函数 B(w) 和 
@(u) .在 .71+ 上 又 有 n” =(9/9u)”, 故 式 (12-4-9) 可 改写 为 
2 dln@(u)/du = -BD(u). (12-4-10) 
任 取 截 面 Co, 把 每 条 类 光 母 线 与 Co 的 交点 选 为 该 母线 的 x 的 零点 , 任意 指定 C6 
上 的 光滑 标量 场 wo 作为 初始 条 件 , 对 每 条 母线 mp(w) 便 得 方程 (12-4-10) 的 唯一 解 
w(o) ,从 而 得 到 .* 上 的 光滑 标量 场 w,” 相 应 的 2'=sw02 满 足 B'| ,,=0. 口 
命题 12-4-4 Bondi 规范 @| ,,=0 还 有 以 下 两 种 等 价 表述 : 


(a) VaV,2| y=0; (Ob)%és | ,=0. 


@ 还 应 把 所 得 w 延 拓 为 履 上 的 函数 . 然而 这 样 求 得 的 @ 在 趋 近 如 时 的 极限 表现 不 满足 命题 12-4-1 的 要 求 ， 
从 而 02' 不 满足 定义 1 条 件 (b5), 不 过 在 只 关心 .7+ 时 这 无 关 紧 要 . 
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证 明 ”用 8” 缩 并 式 (12-4-6) 得 289| ,=(8”VYa9502)| ,,, 代 回 式 (12-4-6) 给 出 


2VV,0| ,= (8 80), (12-4-11) 
而 hbo, 一 2V(an,, = 2VY VD 
改 Dy.=0 V0).=0% HB l=0. 口 


命题 12-4-5 在 Bondi 规范 下 , n“ 在 .r+ 上 的 积分 曲线 (类 光 和 母线) 7(z) 是 类 
光 测 地 母线 , 且 w 是 仿 射 参数 . 

证 明 在 .+ 上 有 mV az =mV VD2=0,( 其 中 第 二 步 用 到 Bondi 规范 条 件 
VsVs2|-=0) 故 ze =(3/30)? 的 积分 曲线 IO 是 (71,86s | >:) 上 的 (类 光 ) 测 地 
线 , u 是 仿 射 参数 . 口 

定义 1 条 件 (d) 的 (d2) 的 含义 为 :Bondi 规 范 下 的 n”= (0/3u)“ 是 .f+ 上 的 完备 矢 
量 场 , 就 是 说 , n” 的 不 可 延 积分 曲线 w(w) 的 参数 的 取 值 范围 是 全 及, 亦 即 p(w) 
是 完备 的 类 光 测 地 线 . 现在 就 可 论证 如 下 结论 : 渐 近 平 直 时 空 (M,g,,) 的 度 规 gw 
在 趋 近 .z+ 时 渐 近 闵 氏 , ”就 是 说 , 在 .z+ 的 一 个 邻 域内 存在 “ 渐 近 洛 伦 兹 坐标 系 ” 
拒 X,》,Z} 使 gy 的 线 元 为 

ds =— df? +dx? + dy? +dz? + 4, (12-4-12) 
其 中 4 的 系数 在 趋 于 .r+ 时 趋 于 零 .事实 上 还 可 论证 更 强 的 结论 : 4 的 系数 在 趋 于 
.8 时 以 OU 一 ) 的 速率 趋 于 零 [ 与 本 节 开 头 (第 二 段 ) 的 提 法 一 致 ], 详 见 选读 12-4-2. 
[选读 12-4-2] 

本 选读 证 明 上 述 重要 结论 , 即 : 在 . 闫 的 一 个 邻 域内 存在 “ 渐 近 洛 伦 兹 坐标 系 ” 
{XZ} 使 goy 的 线 元 为 
ds =—df +dr +dy +dz+4， 


其 中 4 怒 的 系数 在 趋 于 .71+ 时 趋 于 零 . 待 证 结论 只 涉及 物理 度 规 g,, ,但 可 借助 于 非 
物理 度 规 ,协助 证 明 . 为 简便 起 见 ,约定 所 选 的 8 = ?gp 满足 Bondi 规范 条 件 . 

如 果 .7+ 为 类 时 或 类 空 超 曲 面 , 则 在 .7+ 上 的 限制 有 (只 允许 作用 于 与 
.+ 相 切 的 矢量 ) 就 是 .Z+ 上 的 诱导 度 规 . 然而 .Z+ 是 类 光 超 曲面 , 这 时 及, 的 号 差 
为 (0, +, +) ， 因 而 退化 ( 见 定理 4-4-4). 不 过 , js 在 .天 的 任 一 截面 Co 上 的 限制 9 


@ gg 在 趋 近 训 时 也 是 渐 近 平 直 度 规 , 见 Ashtekar and Hansen (1978). 该 文 还 给 出 了 六 附近 渐 近 平 直线 元 的 
具体 坐标 形式 [ 式 (C21)]. 
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却 可 充当 Co 上 的 (2 维 ) 诱 导 正 定 度 规 . 设 S 是 3 维 欧 氏 空间 (R3,5，) 中 的 单位 球 
面 ，p 是 5 在 8 上 的 诱导 度 规 , 则 任 一 微分 同 肛 y : S? -> Ci 都 给 CI 赋予 一 个 
球面 度 规 

jap = Yr Pap: (12-4-13) 
Co 是 2 维 流 形 , 仿照 命题 12-1-6 的 证 明 手 法 可 以 证 明 ( 颇 复杂 , 略 ): 存 在 适当 的 wy 
使 C。 上 有 光滑 非 零 标量 场 了 满足 

Gos = f° jap (12-4-14) 
此 y 把 S2 的 球面 坐标 诱导 到 Ch 上 ( 记 作 0,g), 由 式 (12-4-13) 及 ps 的 定义 得 

jo =(d0)s(d0), +sin”0(dg)s(dg)s, (定义 在 Co 上 ) 
与 式 (12-4-1 有 结合 便 给 出 
和 = 三 [db)o(d)s +sin*9(dg)s(dp)s]. (定义 在 Co 上 ) 
用 类 光 测 地 母线 把 Co 上 的 g,g 坐标 携带 到 .和 ,再 选 这 些 母 线 的 仿 射 参数 z 为 另 
一 坐标 便 得 .7+ 上 的 局 域 坐标 系 {u,0,9} . 我们 首先 证 明 , 利用 选择 Bondi 规范 的 
自由 性 , 总 可 重 选 Bondi 规范 QI =wQ 使 名 ,=0w08s 在 .7*+ 上 的 限制 及 , 取 如 下 简 
单 形式 : 
i, =(dO), (dO), +sin2g(dp)o(dp)5. (在 -7+ 上 成 立 ) (12-4-15) 
重 选 02' 就 是 选中 . 先 选 olc ,= 广 ,再 要 求 四 在 每 条 类 光 母 线 上 为 常数 就 在 .A++ 上 
选 了 四 .这 上 显然 满 足 方程 (12-4-10)( 左 右边 辟 为 零 )) 故 由 它 决定 的 02'=w0O2 也 是 
Bondi 规范 , 于 是 由 命题 12-4-4(b) 可 知 (5)| y+=0, 其 中 hn”=8'WY,42'. 为 证 
式 (12-4-15) 还 须 先 从 (8s)| z=0 推 出 .多 避 ， =0, 而 第 一 步 是 从 (81)| :=0 
推出 (多 8%)| ;=0 :不 难 证 明 n? =@n” 一 02m ,其 中 m=w@8 Vw@ ,所 以 
HE = Lm bss — -Lome 

上 式 右 边 的 两 个 李 导 数 可 借 如 下 公式 计算 : 设 w, pa 和 7 了， 依次 是 任 一 广义 黎 曼 空 
闻 (4f,8g8w) 上 的 标量 场 、 夭 量 场 和 (0,2) 型 张 量 场 , 则 易 证 


,Ty =0LT,, tv lopVa Q+VUT VQ. 


Qa. 


把 上 式 用 于 现在 的 具体 情况 便 得 
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E44 


Om Eap = OL Bag + 2n" (Va0 = -LB 十 2V060 V0 
= 8 +202(V,OV oO+ 20(VG DV 0 人 
omBs = DHE +2m BV DQ = QE, +20(VGO) VD 
因而 
S86 = 2% +22(V0) V0 QB. 
上 式 在 .7+ 上 取 值 ,利用 (.%84)| :=0 及 人 2|,,=0 便 得 (. 多 8',)| ,=0 .第 二 步 就 
可 证 明 .加 ,=0: 
久 有 =- 名 (8 在 .1 上 的 限制 )=(. 多 B85，) 在 .F+ 上 的 限制 =0， 
上 式 的 第 二 步 用 到 一 个 结论 :对 下 指标 张 量 场 求 限制 与 求 李 导数 的 操作 可 交换 (证 
明 见 下 册 §16.3). 
注意 到 坐标 系 {x*}= {x =U,X* =0, =0} 是 矢量 场 n” =(0/0u)? 的 适 配 系 ， 
由 .多 有 os =0 便 知 加 ,在 该 系 的 分 量 肥 g (a,B =0,2,3) 满足 9 有 og/0u=0, 即 甩 g 在 母 
线 上 为 常数 . Vg e .71+, 令 go 为 过 gq 的 母线 同 C 的 交点 ,就 有 
big ly= bag ly = (0 hag) ly, 0,B=0,2,3, 
其 中 第 二 步 用 到 8', =098o,. 上 式 在 a=0 及 QB = 六 (其 中 i,j 从 2 取 到 3) 时 依次 


给 出 


~ ~ ~ 0 9 0 & 六 Ht A 
hg a= (0 hog) | 避 ] 总) -0 [ 因 有 (0/0w)" 一 pop =0] 
qo 
a¥Y/raY 
1 27 27 
及 hy l=(0 by -lo ho 忆 (说) | 


2 
三 | 0 gos 8 DB =(O Ff jo) = |g» 
0 


其 中 第 三 步 用 到 限制 的 定义 以 及 (9/60x')* 切 于 CC), 第 四 、 五 步 依次 用 到 外 ,= 了 ?2j， 
及 wlc,= 
以 上 结果 也 可 用 下 式 表述 : 
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R= 0 hg =1， bs =sin? 0. 
此 即 待 证 的 等 式 (12-4-15). 以 下 就 选 此 (2' 为 共 形 因子 并 略 去 全 部 有 关 量 的 ' 号 , 因 
而 式 (12-4-15) 改 写 为 

hs =(dg)s(d9)5 +sin?0(dg)s(dgp),.( 在 .71+ 上 成 立 ) (12-4-15") 
因 久 ,在 .71+ 上 处 处 非 零 , 故 可 取 人 2 为 .7' 的 邻 域 的 一 个 耸 标 ,再 按 以 下 方 
法 把 u，0, 9 携带 出 71 以 构成 4 维 坐 标 系 .对 .71 的 任 一 点 g 选 正 交 归 一 4 标 架 
{(es)} 使 (@),(@) 和 (eo)” -(e1)” 分 别 平行 于 g 点 的 (8/80)*, (3/6g)” 和 n”, 则 
1*=(e0)* +(e)? 为 类 光 秋 量 (图 12-13). 由 (g,1") 决定 的 类 光 测 地 线 E 可 作为 
u, 0, 0 的 携带 者 , 借 此 又 可 在 .71+ 的 {4,0,9} 坐标 域 的 某 开 邻 域内 定义 4 维 坐 标 

系 {02,4,0,9} . + 上 任 一 点 gq 的 8, 在 此 系 的 分 量 依 次 为 


图 12-13 .7+ 上 9 点 的 类 光 夭 量 12 和 1°. 
(ey)” 和 (e@) "都 同 纸 面 重 直 
goo = Eup(B/80)"(8/802) = 0[ 2 坐标 线 与 纹 重 合 表明 坐标 基 秋 (8/842)” 类 光 ]， 
Bou = Bos (0/02)" (0/0u)’ = gaon" (0/002)° =n,(0/002)" = (3/802) VQ=1, 
Epo = op(0/0402)"(8/09)* =0[ 因 1 与 (ey)* 正 交 ], Spp = 0( 理 由 同上 )， 
Bn = Bap (0/Ou)’ (0/Ou)’ = Bone =0, 


ug = ap(0/9u)"(8/190)* =0[ 因 (8/9u)* =n? 为 71+ 的 法 矢 且 (98/09) 切 于 7+] 
区 =0( 理 由 同上 )， 
Bog = Bs(0/00)° (8/100) = hs (8/90)* (8106) =1[ 末 步 用 到 式 (12-4-15 人 )]， 
Bop = Ba (0/00)" (0/09) =hs(0/00)"(0/09) =0( 理 由 同上 )， 
Bop = go (0/09) (0/09) =hs(0/09)" (0/09)’ =sin 0 (理由 同上 ). 
于 是 5 在 .所 上 的 线 元 为 
di’| ,=2dQdu+ dO +sin gd ， (12-4-16) 
但 在 偏离 .71+ 时 上 式 不 严格 成 立 而 应 补 上 附加 项 4 : 
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d8 =2dQdu +d0 +sin’0dg? + A, (12-4-17) 
所 以 物理 度 规 g ,在 此 坐标 域内 的 线 元 为 
d = ds =2 2°d0 du + (27(d0 + sin’0 dg’)+ O74. (12-4-18) 
令 v=20271, 4=.224, 则 


ds’ -dvdu+ Tv (dO +sing do2)+4. (12-4-19) 
再 令 =7(o+), "= 了 -由 ， (12-4-20) 


则 ds =-dp2+ dr +r’(d0’ +sin’0 dg)+| Tu -Xe +sin’0 sp)+4| 
再 令 xY=rsingcosp，y=rsingsinp，z=rcosb , 则 
ds =—df* + dx? + dy’ + dz? +| 3 ww ao" +sin’0 ap)+4| (12-4-21) 


以 {x4} 简 记 拭 ,x,y,z)}, 则 方 括号 内 可 表 为 dx 的 2 次 式 &,dx“dx*. 因为 在 趋 于 
.7+ 时 Olr" ) 相 当 于 Olv 1),” 所 以 只 须 证 明 名 ,,(J,v=0,1,2,3) 按 O(o-) 或 
O(0 人 2) 趋 于 零 . 方 括 号 内 第 一 项 不 构成 困难 ,由 g=arctan(y/x) 可 知 
dp=(x? +y) 1(-ydx+xdy)=O(v"1)dx 和 dg? =O(v 了 )dx? ,来 以 方 括号 内 第 一 
项 的 因子 (2uv -wu) 后 其 系数 为 O(v-1) .此 结论 对 d9? 也 适用 . 麻烦 来 自 
4=.2 了 4A 中 的 一 项 . 4 原则 上 应 含 10 项 , 即 
A=k,du? + 2k,dud0 +2k, dudp + kd0?? + 2k,,dOdu 
+2kyd2d0 +2k, dQdp + kyd0 +2 所 dgdp+ 无 ,do2 (12-4-22) 


式 (12-4-17) 的 ds 要 趋 于 (12-4-16) 的 d8* | ,,, 故 包 , ~ 524(X>0). 若 XY 为 分 数 ,由 求 
导 可 知 大 ,在 .8 + 上 不 会 为 C” ,所 以 大 ,= 0(C0 , 由 规范 条 件 久 ,杀人 | ,=0 还 可 
证 明 (提示 见习 题 5) 其 中 的 4 个 以 更 大 的 速率 趋 于 零 , 即 所 ,大 0, 天 天。 = 0(022). 
仿照 式 (12-4-22) 把 4= 224 展 为 10 项 , 最 后 一 项 的 表现 为 


了 天 -2 [1- 六 了.2 
kdp’ = ddO2 ~ 02k, (v0! dx) 一 无 dx? 


加 “ 趋 于 .7 ”可 沿 任 意 曲 线 , 只 要 求 该 线 能 到 达 .7 , 这 意味 着 4 沿线 不 发 散 , 故 与 同 量 级 .( 作 为 渐 近 平 
直 时 空 的 特例 , 阅 氏 时 空中 4 一 一 oo 的 曲线 到 达 刀 而 非 .7 .) 
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因 包 。=O(Q)， 故 kp 不 构成 麻烦 . 同 理 [注意 到 dQ = O(0“)dz] 可 知 4 的 后 7 项 都 
无 问题 . 由 天 天 =O(27) 得 kgdOdu ~ 2dr ~ 有 opdpdz , 故 4 的 第 二 、 三 项 也 不 
成 问题 , 真正 的 麻烦 来 自 4 的 第 一 项 , 即 所 dz = 2 edx ~ dr .为 克服 此 困难 可 
在 式 (12-4-20) 前 质 入 一 步 . 令 D5=v-F(u,0,9) 并 选 光 滑 沪 数 亚 使 
F =OF/0u=1imo» ky,(2,u,0,9). 此 举 结 果 为 


ds’ =— d7dzx 4 +sin’0 dy’) 
+ TP? +2F7)(dO +sin’0 dp’)— FdOdu—F dydut+A’, 


其 中 省 =4- 已 dx2 =( 一 Fi)du?+… 中 du 的 系数 k, 一 局 在 limo wo 下 为 零 . 
虽然 多 出 了 Fod0Odu 和 Fdydu 项 ,但 不 会 带 来 麻烦 . 现在 再 执行 从 式 (12-4-20) 开 始 


的 步骤 (所 有 换 为 可 ), 便 得 式 (12-4-12), 其 中 


| 三 Tu -uu +F*+12FD)(d0 +sin’0d9’)- FdOdu—F dodu+4 


的 所 有 系数 以 O(r”) 的 速率 趋 于 零 

结论 : 71 存在 一 个 邻 域 , 其 上 可 定义 “ 渐 近 洛 伦 益 坐标 系 ”{1,x,y,z)} 使 go 的 
线 元 为 ds2=-dt2 +dx +dy* +dz?+41, 其 中 4 的 系数 在 趋 于 7+ 时 以 速率 
OU-D) 趋 于 零 [选读 12-4-2 完 ] 


§12.5 .z+ 和 2* 上 的 对 称 性 ，BMS 群 和 SPI 群 


时 空 (M,g,,) 在 等 度 规 映射 $ : M 一 M 下 满足 办 gw = go ，, 即 度 规 gs 在 映 
射 p 下 有 不 变性 , 故 等 度 规 映射 称 为 时 空 的 对 称 性 (symmetry). 流 形 M 上 的 一 个 光 
滑 矢 量 场 e 生出 M 上 的 一 个 单 参 微分 同 胚 群 >y : 及 xM 一 M , 即 每 一 实数 1 对 
应 于 一 个 微分 同 胚 映射 &p : MM .因此 也 说 v* 是 单 参 微分 同 胚 群 
用 :及 xM AM 的 无 限 小 生成 元 . 如 果 流 形 M 上 指定 了 度 规 场 gw, 则 还 可 问 及 每 
一 微分 同 胚 6 是 否 为 等 度 规 映射 . 如 果 是 , 则 乡 : 及 xM 一 M 升格 为 单 参 等 度 规 群 ， 
而 且 生成 此 群 的 矢量 场 z 称 为 Killing 矢量 场 ( 改 记 为 6* ). 既然 Killing 场 ? 是 单 
参 等 度 规 群 (对 称 性 群 ) 的 无 限 小 生成 元 , 一 个 Killing 矢量 场 6* 也 就 称 为 (M,g,) 
上 的 一 个 无 限 小 对 称 性 (infinitesimal symmetry). 在 此 基础 上 就 可 介绍 .7+ 上 的 对 


@ 当 不 是 完备 矢量 场 时 只 能 生出 单 参 微分 同 胚 局 部 群 , 见 选读 2-2-4. 
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称 性 概念 . 渐 近 平 直 时 空 的 定义 只 对 时 空 的 渐 近 (无 限 远 ) 特 性 提出 要 求 , 因此 一 个 
渐 近 平 直 时 空 可 以 根本 没有 Killing 矢量 场 , 即 根本 没有 对 称 性 . 然而 , 由 于 时 空 “ 越 
远 越 接近 闵 氏 ”, 可 以 期 望 存在 这 样 的 矢量 场 纪 ,它们 虽 非 Killing, 但 “ 越 远 越 接 
近 Killing”. 就 是 说 , 它们 虽 不 是 无 限 小 对 称 性 , 却 是 渐 近 的 无 限 小 对 称 性 . 初 看 起 
来 , 代表 无 限 小 渐 近 对 称 性 的 矢量 场 旬 可 定义 如 下 : . 肥 gw 昌 不 为 零 , 但 在 趋 于 
”时 趋 于 零 . 然而 这 一 要 求 仍然 很 难 满足 , 因此 还 应 适当 降低 . 研究 表明 , 一 个 尽 
可 能 高 而 又 可 以 达到 (一 般 渐 近 平 直 时 空 都 能 满足 ) 的 要 求 是 2 gs 在 趋 于 .7+ 
时 趋 于 零 . 因此 , 粗略 地 说 , 满足 2?.5g。。 -0 的 矢量 场 * 就 可 称 为 一 个 无 限 小 浙 
近 对 称 性 . 准确 地 说 , 若 渐 近 平 直 时 空 (M,g,,) 的 矢量 场 &* 满 足 两 个 条 件 :(a) ea 可 
光滑 延 拓 至 .7 (从 而 得 到 .7+ 上 的 一 个 切 于 .8+ 的 光滑 矢量 场 如 )，(b) 0 Gg 
也 可 光滑 延 拓 至 7+, 且 02?. 名 gs | ,=0, 则 称 &? 为 (M,gy) 的 无 限 小 渐 近 对 称 
性 , 称 铺 为 .了 + 上 的 无 限 小 对 称 性 . 可 见 (M, gs) 的 任 一 无 限 小 渐 近 对 称 性 ?给 
出 7" 上 的 一 个 无 限 小 对 称 性 2?. 然而 .+ 上 的 一 个 无 限 小 对 称 性 如 却 对 应 于 
CU,guw) 上 不 止 一 个 无 限 小 渐 近 对 称 性 ， 因 为 (M,g,,) 上 的 不 同 矢量 场 &* 和 Ee 
只 要 满足 上 述 条 件 (a) 和 (b) 而 且 5" | = 多 "| ,,=E" 就 给 出 .z+ 上 的 同一 无 限 小 
对 称 性 如 .满足 上 述 要 求 的 4 各" 称 为 等 价 的 . 既然 2 被 称 为 .z+ 上 的 无 限 小 
对 称 性 , 自然 要 问 2? 是 否 也 能 产生 .z+ 上 的 类 似 于 单 参 等 度 规 群 的 变换 群 . 答案 
是 肯定 的 , 但 应 先 明 确 “ 类 似 于 ”的 含义 . .7+ 是 ( 帮 ,8,,) 中 的 类 光 超 曲面 ,5 ， 在 
7* 上 的 限制 及 (作为 3 维 张 量 ) 是 退化 的 [号 差 为 (0,+,+) ], 因而 不 能 充当 .z+ 的 
诱导 度 规 . 这 使 “等 度 规 映射 ”一 词 失去 意义 . 然而 , 所, 限制 在 任 一 截面 上 (作为 2 
维 张 量 ) 的 号 差 为 (+,+) ,可 以 解释 为 gw 在 该 截面 的 诱导 度 规 . .7+ 的 类 光 性 是 
hs (作为 3 维 张 量 ) 的 退化 性 (因而 不 足以 描写 .z+ 的 几何 ) 的 “罪魁 祸首 ”, 然而 正 
是 类 光 性 使 .7* 的 法 矢 n*| ,, 切 于 ,7+ (因而 给 .71 提供 了 另 一 几何 量 ), 这 一 
n”| > 补偿 了 所, 的 不 足 ,它们 结合 起 来 恰恰 足以 描写 .z+ 的 几何 . 更 巧妙 的 做 法 
是 用 加, 和 ne? 定义 .z+ 上 的 一 个 张 量 场 [Geroch(1977)] 3 =n"mp 有 hs [其 中 ?ns 
实 为 (nn*)| ,, ], 不 难 证 明 (习题 ) 虽然 mn" 和 所, 都 与 共 形 规范 有 关 , [ 设 对 共 形 因 
子 介 有 (n, 有 os), 对 共 形 因子 Q2'=wQ2 有 (m9, 局 ,), 则 nn， 局， 兰 所.] 3， 
却 规范 不 变 ( 即 矿 名 = 厂 %.). 还 可 证 明 厂 4 对 任何 渐 近 平 直 时 空 都 “一 样 ”, 会 
义 为 : 设 (M,gos) 和 (MM,g ,) 是 任意 两 个 渐 近 平 直 时 空 ，(CZA5 rs) 和 
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(六 并 "cy) 分别 是 它们 的 未 来 类 光 无 限 远 , 则 存在 微分 同 胚 y : .7+ ->.9+ 使 
ws 六 ed = 工 和 oa .9 因此 ， T% 代表 了 渐 近 平 直 时 空 的 .+ 的 普 适 (universal) 几 
何 结构 , ( 同 物理 时 空 的 结构 无 关 , 物理 时 空 的 物理 学 要 用 其 他 场 描述 . ) 它 虽然 不 
是 度 规 ; 但 在 描述 .71+ 的 几何 性 质 方面 起 到 与 度 规 类 似 的 作用 . 特别 是 , 7+ 上 的 
无 限 小 对 称 性 ?作为 .7' 上 的 切 矢 场 必然 满足 .用 六 “we =0( 证 明 见 选读 12-5-1). 
与 Killing 矢量 场 的 定义 多 go =0 比 较 , 可 知 的 确 无 愧 于 “无 限 小 对 称 性 ”的 
称号 .与 此 对 应 , 微分 同 胚 $G: .f+ > 71 称 为 J+ 上 的 对 称 性 ,车 
名 厂 64 = 了 4 . 7 了!+ 的 所 有 对 称 性 的 集合 是 一 个 群 . ( 称 为 对 称 性 群 ,对 应 于 时 空 
的 等 度 规 群 , 可 参见 88.2 定义 1 前 的 一 段 .) .71+ 的 几何 结构 厂 %,, 的 普 适 性 保证 任 
一 渐 近 平 直 时 空 都 有 相同 的 对 称 性 群 ， 这 个 群 称 为 BMS 群 (Bondi-Metzner-Sachs 
group), 在 本 书 中 记 作 B. 闵 氏 时 空 的 对 称 性 群 (等 度 规 群 ) 是 一 个 10 维 李 群 (Poincaré 
群 ). (关于 李 群 可 参阅 附录 G. 不 懂 李 群 的 读者 不 必 深 究 , 只 须知 道 这 是 一 个 有 10 
个 参数 的 群 , 即 要 确定 一 个 群 元 必须 指定 10 个 实数 . ) 相应 地 , 闵 氏 时 空 的 所 有 无 
限 小 对 称 性 ( 即 所 有 Killing 矢量 场 ) 的 集合 是 一 个 10 维 矢量 空间 ( 因 Killing 方程 有 
线性 性 ), 而 且 还 是 一 个 10 维 李 代数 . (以 Killing 矢量 场 的 对 易 子 运算 作为 李 括号 ， 
见 $G.3 及 §G.6. 不 懂 李 代数 的 读者 不 必 深 究 , 只 须知 道 李 代数 是 带 有 某 种 附加 结构 
的 矢量 空间 . ) 既然 渐 近 平 直 时 空 的 度 规 是 渐 近 平 直 的 , 看 来 BMS 群 也 应 是 10 维 
李 群 . 然而 正确 答案 竟 如 此 出 人 意料 :BMS 和 群 是 个 无 限 维 李 群 . 相应 地 , .z+ 上 所 
有 无 限 小 对 称 性 的 集合 是 个 无 限 维 李 代数 , 称 为 BMS 代数 , 记 作 .多 . BMS 群 是 专 
业 性 很 强 的 内 容 , 选读 12-5-1 将 作 一 定 篇 幅 的 介绍 . 为 了 便于 后 面 讲解 时 空 的 4 动 
量 , 此 处 先 给 一 个 有 关 结 论 . 前 已 提 到 闵 氏 时 空 全 体 Killing 矢量 场 的 集合 是 一 个 
10 维 矢量 空间 (更 进一步 , 10 维 李 代 数 ), 由 于 平移 Killing 场 的 线性 组 合 也 是 平移 
Killing 场 , 闵 氏 时 空 的 全 体 平移 Killing 矢量 场 的 集合 是 上 述 矢 量 空间 的 4 维 子 空 
间 (4 维 李子 代数 ), 称 为 平移 李子 代数 . 与 此 类 似 , BMS 李 代 数 . 多 也 自然 售 有 一 个 4 
维 李子 代数 ( 见 选读 12 -5-1), 其 结构 与 闵 氏 时 空 的 平移 李子 代数 一 样 , 称 为 BMS 李 
代数 .多 的 平移 李子 代数 , 记 作 .vs. 

前 面 讲 过 , 广义 相对 论 的 许多 困难 都 源 于 度 规 g， 的 双重 角色 性 . 狭义 相对 论 
没有 这 个 困难 , 因为 闵 氏 度 规 w; 只 扮演 一 个 角色 一 一 充当 背景 . 现在 看 到 , 对 渐 
近 平 直 时 空 而 言 , 如 果 只 关心 它 的 71, 问题 就 可 简化 , 因为 . 上 的 大 % 只 起 背 
景 作用 , 所 有 动力 学 场 量 (例如 电磁 场 ) 都 与 三 ， 分开 , 许多 问题 也 就 因而 变 得 简单 . 


Q 证 :选读 12-4-2 已 证 明 每 个 .z+ 上 都 有 坐标 系 fu,0,8} .定义 多 : .8 > 为 w(D) := 已 Ype.F ,其 中 
了 和 pe." 的 对 应 坐标 值 相等 , 便 有 多 .rr“ sy = 大“ . 
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以 上 介绍 的 是 类 光 无 限 远 .z+ 的 对 称 性 . 空间 无 限 远 站 的 对 称 性 则 由 
Ashtekar and Hansen(1978) 及 Ashtekar (1980) 作 了 详细 研究 , 它 由 一 个 称 为 SPI 群 
(SPI 是 spatial infinity 的 缩写 ) 的 群 描述 , 这 也 是 一 个 无 限 维 李 群 , 结构 与 BMS 群 非 
常 相 似 , 详 见 选读 12-5-2. 

在 Ashtekar and Hansen(1978) 发 表 之 前 , 类 光 和 类 空 无 限 远 昌都 曾 被 研究 过 ， 
但 两 者 并 无 关联 , 互相 分 隔 , 其 中 一 个 重要 原因 是 前 者 的 研究 用 4 维 语言 , 后 者 则 
用 “3+1 分 解 ” 的 语言 . Ashtekar and Hansen(1978) 首 次 指出 把 两 者 统一 起 来 的 必 
要 性 和 可 能 性 , 提出 “根据 美学 考虑 , 应 该 修改 的 自然 是 对 空间 无 限 远 的 表述 ”的 
建议 , 并 建立 起 一 套 关 于 .r+ 和 六 的 4 维 语言 统一 表述 . 本 书 介绍 的 就 是 这 一 表 
述 . 

[选读 12-5-1] 

本 选读 对 BMS 李 代数 作 深入 一 步 的 介绍 (假定 读者 已 学 过 8$G.3). 更 详细 的 讨 
论 见 Geroch(1977). 因为 只 涉及 物理 时 空 M 和 未 来 类 光 无 限 远 , 本 选读 中 所 有 
都 应 理解 为 MU.z+. .7+ 作 为 用 中 的 类 光 超 曲面 ,其 实 是 从 某 个 3 维 流 形 了 到 
及 的 嵌入 映射 5 :了 用 的 像 . 了 是 一 个 既 代 表 .Z+- 又 从 本 中 剥离 出 来 的 独立 流 
形 , 其 上 各 种 张 量 场 代表 时 室 (M, gj) 的 渐 近 几何 和 物理 结构 . 用 上 的 张 量 场 在 
.1 上 的 值 当 然 是 .7+ 上 的 (4 维 ) 张 量 场 , 但 未 必 对 应 于 独立 流 形 了 上 的 张 量 场 . 拉 
回 映射 6' 可 把 用 上 任 一 下 指标 张 量 场 T.. 变 为 1 上 的 同型 张 量 场 o*(T,..) [又 常 
把 ce*(T,.) 认 同 于 T 在 .和 -上 的 限制 ( 见 8 5.2 定 义 5), 故 下 指标 场 的 拉 回 即 限制 .] 
然而 上 指标 张 量 场 却 未 必 可 拉 回 . 以 矢量 场 0? 为 例 . 如 果 v”| ,, 不 切 于 .7+, 则 它 
便 不 对 应 于 JT 上 的 矢量 场 , 即 v 是 不 可 拉 回 的 .Geroch(1977) 给 出 及 上 张 量 场 可 
拉 回 性 (及 其 拉 回 ) 的 数学 定义 ,有 如 下 性 质 :(a) 可 拉 回 张 量 场 之 和 (及 张 量 积 ) 仍 可 
拉 回 , 且 拉 回 之 和 ( 积 ) 等 于 和 ( 积 ) 之 拉 回 ; (b) 下 指标 场 ( 含 标量 场 ) 都 可 拉 回 (与 $4.1 
的 拉 回 一 样 ); (0) T“?6.4|2=0 过 > G(T”Y64)=0; (d( 可 拉 回 充分 条 
件 )7“…“c.4 是 可 拉 回 的 , 若 7“ “cd | ;的 每 一 上 标 (以 a 为 例 ) 与 n, 缩 并 为 替 ; (e) 
若 T”*。q 和 vw” 可 拉 回 , 则 .%T” “cd 也 可 拉 回 , 且 5 与 家 对 易 ; 

(HT ed) = Lyle Tea)]. (12-5-1) 


因为 可 拉 回 张 量 场 74…c.4 的 拉 回 6*(T”%6.4) 可 被 认同 于 .f+ 上 的 张 量 场 
Tea | z+, 今后 将 把 6*(T Yc) 与 T” ead | y+ 视 为 一 样 . 

例 1 

(1)n” 因为 切 于 7! 而 显然 可 拉 回 , 即 6'(n”) 有 意义 ,认同 于 n” | ,， 
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(2) 无 限 小 渐 近 对 称 性 & 可 光滑 延 拓 至 .+ ( 且 切 于 .Zr+) 故 可 拉 回 , 6c*(E?) 
简 记 为 2 . 
(3) 名， 作 为 用 上 的 下 指标 张 量 场 ,当然 可 拉 回 , 6*(&,,) 简 记 为 名 ,可 看 作 
ob | z+ 的 限制 ,在 Bondi 规范 下 5 | ;的 线 元 可 表 为 式 (12-4-16), 等 价 于 
os [+=(d0), (du)s + (du), (dl2), + (dO0),(d0), + sin’0 (dy), (dp)s, (12-5-2) 
故 多 ,4 的 拉 回 ( 即 限制 ) 有 i 为 (只 须 验 证 它 与 ,| ,; 对 切 于 .71+ 的 矢量 的 作用 结果 
相等 ) 
hs =(d0),(d0), + sin’0 (dp), (dp),. (12-5-3) 
(4)mn?goa 在 -7+ 上 的 值 分 别 与 n,n 的 缩 并 为 堆 , 故 可 拉 回 , 记 6*(n*nt8) 
为 by 
在 以 上 基础 上 就 可 介绍 BMS 李 代 数 ， 
定义 1 .9 上 的 光滑 切 矢 场 2 叫 .+ 上 的 无 限 小 对 称 性 , 若 .只 Fr =0. 
由 李 导 数 定理 .2 由 = 家 胞 一 宝 玖 ( 见 第 4 章 习 题 9) 可 知 .f+ 上 全 体 无 限 小 


对 称 性 的 集合 以 和 失 量 场 对 易 子 为 李 括 号 构成 李 代 数 , 称 为 BMS 李 代数 , 记 作 .多 . 
注 1 此 定义 与 正文 中 关于 .7F+ 上 的 无 限 小 对 称 性 的 定义 等 价 . 下 面 证 明 从 
正文 的 定义 可 推出 HT Va =0. 


命题 12-5-1 设 E° 是 (M,g,,) 的 一 个 按 正 文 条 件 (a) 和 (b) 定 义 的 无 限 小 渐 近 
对 称 性 , 则 其 在 .F1+ 上 的 延 拓 6 =6? | ,满足 .24%oq =0. 
证 明 在 M 上 有 
EF EAE 0 Hgog +2148y, 其 中 4=02 1E°n,, (12-5-4) 
当 M 上 的 动 点 趋 近 .7 1 时 27goy 一 0[6? 满 足 的 条 件 (b], 所 以 
(8 -248.4)| ,+=0. (12-5-5) 
而 By 及 FBoq 为 C”， 故 A=(Q Eno)| ;为 C”, 加 上 0|,,=0, 便 知 
Gon | 2.=0, 于 是 6 = 上 | ,, 切 于 .f+1.” 注 意 到 


@ 可 见 无 限 小 渐 近 对 称 性 如 的 定义 条 件 (a) 只 须要 求 6" 可 光滑 延 拓 至 7! 而 不 必要 求 如 切 于 .7' (可 被 推 
出 ). 
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HT = ,ols niEa)]=6 [Ln ng)], (12-5-0) 
[其 中 第 二 步 用 到 式 (12-5-1). ] 欲 证 GT "ea =0 只 须 证 6[ 多 (nm 名 4)]=0, 而 由 
性 质 (C0) 可 知 为 此 只 须 证 [.3(n*nig.j)] ,, =0. 因 为 在 M 上 有 
EMM Ey) = nn Ll +26an Gn), (12-5-7) 
所 以 在 有 了 . 空 85.4 的 表达 式 (12-5-4) 后 还 应 在 M 上 计算 .家 本 ,结果 为 
Km = An + OEY, 4- nig (2 528) (12-5-8) 
[证 明 留 作 练习 . 提示 :四 用 六 表 出 空 及 ;四 写 出 228te 六 1 的 展开 式 ; 加 两 式 相 
减 并 利用 .Bs =Vo 多 +Vb 多 (其 中 名 = 区 566) 便 得 式 (12-5-8). ] 把 式 (12-5- 和 和 
(12-5-8) 代 入 (12-5-7), 便 知 在 M 上 有 
ENB) =m ga) +2Ba[ Qn BY YA- n/n (9 Ggy)]. 
上 式 右边 可 光滑 延 拓 至 .1+ 且 每 项 在 .7'+ 上 都 为 堆 , 故 (nns8.4)| :=0. 口 
命题 12-5-2 7+ 上 的 切 失 场 E°* 是 无 限 小 对 称 性 (Eo e.gB ) 的 充 要 条 件 为 
.+ 上 有 标量 场 尺 使 得 在 .7+ 上 有 
Sh, =2Kh,, Gn’ =-Kn’. (12-5-9) 
证 明 HT = nn hg + haan Gn’). (12-5-10) 
若 式 (12-5-9) 成 立 , 则 由 (12-5-10) 易 见 RT "a =0, 即 Ee 名 .反之 ,车 
号 Tc =0, 设 名 是 M 上 满足 49 = 多 | 的 无 限 小 渐 近 对 称 性 , 则 多 满足 
(12-5-5) 和 (12-5-8). 令 玉 ==4|,,， 由 式 (12-5-5)[ 注 意 到 式 (12-5-1)] 得 .名 有 = 2 开放 ， 
把 式 (12-5-8) 延 拓 至 .7 又 得 和 n= 一 Kn . 口 
定义 2 .f+ 上 的 无 限 小 对 称 性 E* 称 为 .7+ 上 的 无 限 小 超 平 移 
(supertranslation), 车 .多 * 上 有 标量 场 w 使 
Ea = cx1a (12-5-11) 
全 体 无 限 小 超 平移 的 集 记 作 . (cB). 
命题 12-5-3 设 上 是 (M,8a5) 的 无 限 小 渐 近 对 称 性 , 则 它 按 命 题 12-5-1 产生 
的 无 限 小 对 称 性 如 是 无 限 小 超 平移 (2e E .9 ) 的 充 要 条 件 为 
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lim (2g Ets =0. (12-5-12) 
证 了 明 lim Se 多 =0 < 绚 - 用 go 衡量 为 类 光 估 5 一 =C7 ， 


最 末 一 步 是 由 于 3 维 类 光 超 曲面 .多 + 上 每 点 只 有 一 个 类 光 方 向 . 口 

注 2 把 这 一 命题 用 于 4 维 闵 氏 时 空 ,请 读者 验证 平移 Killing 场 给 出 超 平移 
而 转动 和 伪 转 动 Killing 场 则 否 .“ 超 平移 ” 正 是 由 此 得 名 . 

由 定义 可 知 BMS 代数 的 性 质 与 共 形 规范 无 关 . 然而 在 讨论 某 些 问题 时 借用 
Bondi 规范 可 简化 结论 和 证 明 . 

命题 12-5-4 在 使 用 Bondi 规 范 的 前 提 下 , gn” e .多 (从 而 Qn” Ee .9 ) 的 充 要 条 
件 为 1 ,a=0( 即 在 每 条 类 光 母 线 上 为 常数 ). 

证 了 明 ”由 命题 12-5-2 知 

on eB © Lbs = kh,, Ln =—hn®. (12-5-13) 


Qn a 


为 求 .2 可 先 将 w 任意 延 拓 为 M 上 的 光滑 函数 并 求 _% ,8p ， 
ng 3 QL Ba 十 ng Va 二 ng Vso ? 
在 .8+ 上 取 值 并 取 限 制 , 注意 到 n° =(6/6u)“ 和 式 (12-5-3) 导 致 n 及 ,=0, 得 
,有 =0.Zh 有 ,=0， (第 二 步 用 到 Bondi 规 范 条 件 hs =0) 
与 式 (12-5-13) 右 边 对 比 得 =0, 故 在 Bondi 规 范 下 an” eB 二 .n=0. 而 
LN = Lan )= -Ln Nn LG=— 1211b 交 ia ， 
因而 在 Bondi 规 范 下 gn’eB 人 nV ,ag=0. 口 

注 3 本 命题 只 对 Bondi 规范 成 立 . 习题 7 将 给 出 一 个 非 Bondi 规范 的 
gn” e.9 不 满足 nV ,a =0 的 简单 例子 . 

命题 12-5-5 .9 是 多 的 阿 贝 尔 奉子 代数 , dim .2 = oo . 

证 了 明 容易 验证 .9 是 多 的 和 失 量 子 室 间 . 设 C 为 7! 的 一 个 截面 , 因为 在 
Bondi 规范 下 Qn” e.9 中 的 @ 在 每 条 类 光 母 线 上 为 常数 ,所 以 一 个 无 限 小 超 平 移 
Qn” 对 应 于 C 上 的 一 个 标量 场 . 而 C 上 的 全 体 标 量 场 的 集合 是 无 限 维和 失 量 空间 ,可 
见 dim.9 =%. 以 对 易 子 为 李 括 号 , 注意 到 

[wm Bn]’ =.%,(Bn’)= BZ,n" +n".Z, B=0e.y (也 用 了 Bondi 规 范 )， 

可 知 .9 是 多 的 李子 代数 ,而 且 是 阿 贝 尔 李子 代数 . 口 

注 4 本 命题 的 结论 当然 与 规范 无 关 , 只 是 为 简化 证 明 才 借用 Bondi 规范 . 作 
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为 练习 ,请 读者 给 出 不 借用 任何 规范 的 证 明 . 
命题 12-5-6 .9 CC 多 是 理想 (理想 的 定义 见 §G.3 定义 44). 
证 明 . 设 6? eB, an” e., 则 
[é,an]’ = (0n)=(Ga -ak)n = Bn’, 


其 中 第 二 步 用 到 式 (12-5-9). 由 E9,Qnr*e 塘 可知 [E,an]e 多 , 今 又 知 
[6,an] = Bn , 故 由 定义 2 便 知 [E, Qn] e. ,因而 .9 CGB 是 理想 . 口 

既然 .CC 各 是 理想 ,就 可 构造 商 李 代数 .名 /. ( 见 定理 G-3-4), 它 代表 了 “名 
中 除 .9 外 的 其 余部 分 ”, 因此 有 必要 加 以 研究 . 略 去 讨论 过 程 , 我 们 只 给 出 如 下 结 
论 : 

命题 12-5-7 B/S = 2， (12-5-14) 
其 中 空 是 洛 伦 效 李 代数 , dim .9 =6( 详 见 小 节 G.9.2). 

注 5 本 命题 与 Poincaré 李 代 数 .的 下 述 命 题 有 诸多 类 似 之 处 : 

SVG9 =.22 (其 路 代表 . 久 的 4 维 平移 子 代 数 ). (12-5-15) 


式 (12-5-14) 和 (12-5-15) 可 分 别 看 作 下 述 李 群 结论 用 李 代数 语言 的 表述 ( 己 , 了 和 上 
分 别 代 表 Poincaré 群 、 其 平移 子 群 和 洛 伦 效 子 群 ): 
B=S@,L (8 代表 超 平移 子 群 )， (12-5-147) 
P=T@, 上 (@ ,代表 半 直 积 )， (12-5-15") 
注 6 注意 到 dim .2 =6:#oo ,可知 dim. 罗 =o 是 造成 dim. 鹤 =oo 的 唯一 原因 ， 
BMS 代数 同 Poincaré 代数 的 类 似 之 处 还 可 再 深 挖 一 步 . 为 此 先 要 对 Poincaré 
李 代数 的 4 维 平移 于 代数 和 6 维 洛 伦 交 李子 代数 .22 的 一 个 区 别 有 所 了 解 . 
设 { 人 4 是 (要 2 77) 的 一 个 洛 伦 诊 系 ， E4(11=0,1,2,3) 为 常数 , 则 9 =E4(0/Bx4)? 
是 一 个 平移 Killing 矢量 场 . 全 体 平移 Killing 矢量 场 的 集合 


T={6" =E*(0/0x*) |6°, 61, 6&2, £3 eR} 
自然 是 的 平移 子 代 数 . 若 改 用 另 一 洛 伦 旅 系 {x'“} , 所 得 集合 
Fa{E =E(0/0x) |E, 1, 67, £3 eR} 


与 是否 相同 ?因为 洛 伦 旗 系 之 间 的 坐标 变换 (包括 平移 、 转 动 和 伪 转 动 ) 是 线性 变 . 
换 , 容易 证 明 .9 =.9 ,可 见 平移 子 代数 与 人 为 因素 无 关 . 就 是 说 , 有 一 个 定义 明 
确 的 4 维 子 代数 .9 ,可 以 指 着 多 的 任 一 元 素 问 :“ 这 是 的 元 素 吗 ?” 答 案 非 是 则 
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否 , 泾 渭 分 明 . 然而 久 的 洛 伦 北 子 代数 却 并 不 如 此 . 在 ( 民 4,776) 中 任 取 一 点 万 ， 则 
子 集 久 = 从 “Ee.F1E"|,=0}C 如 便 是 与 .ZZ 同 构 的 一 个 李子 代数 . 直观 理解 : 取 
PP 点 为 原点 建立 洛 伦 座 坐标 系 {x,y,z}, 则 每 一 转动 Killing 和 失 量 场 [ 例 如 
一 y(0/9x)” +x(9/0y)”] 及 每 一 伪 转 动 Killing 场 [ 如 x(6/61)”+t(0/6x)“] 都 在 p 点 为 
零 . 反之 , 任何 非 零 的 平移 Killing 场 在 p 点 都 不 为 零 .但 因 p 点 完全 任意 , 这 样 的 
李子 代数 很 多 ( 太 多 ), 没有 一 个 是 自然 的 . (特殊 的 , 与 众 不 同 的 . ) 因此 , 与 9 不 
同 , 可 以 存在 许多 子 集 , 每 个 都 有 资格 代表 洛 伦 效 子 代数 .2 ,没有 一 个 是 特殊 
的 . 

BMS 代数 多 的 情况 也 相当 类 似 . 首先 ,从 .9 的 定义 可 知 它 天 生 就 是 .多 的 一 
个 子 代数 (而 且 是 由 全 体 超 平移 组 成 的 唯一 子 代数 ). 在 这 个 意义 上 .Fc 多 与 
7 CC 对 应 .前 已 讲 过 , (区 $7,) 的 每 一 平移 Killing 场 给 出 .多 + 上 的 一 个 无 限 小 
超 平 移 . 既然 前 者 的 集合 是 4 维 李 代 数 而 后 者 的 集合 . 是 无 限 维 李 代 数 , 显然 
. 吧 仿 有 大 量 不 能 由 .9 的 元 素 给 出 的 元 素 . 我 们 希望 找到 一 个 只 用 渐 近 几何 表述 
的 自然 标准 ,用 它 可 在 .多 中 挑 出 一 个 4 维 阿 贝 尔 李子 代数 , 它 就 是 由 ( 民 $7,,) 的 
全 体 平移 Killing 矢量 场 给 出 的 那些 无 限 小 超 平移 的 集合 , 记 作 .ivs C.F . 研究 
表明 这 一 标准 的 确 存 在 , 并 可 用 下 式 表 出 : 

ems ={Q(0, 89) 是 1=0 和 1=1 的 球 谐 吕 数 
[ 指 坟 0, 于 0o, Yl + 半 1 ,i 一 也 1 )] 的 线性 组 合 }. 

结论 :虽然 . 有 无 限 维 ,但 它 存 在 一 个 自然 的 、 与 众 不 同 的 4 维 阿 贝尔 李子 代 
数 .元 Ms, 称 为 BMS 平移 子 代数 , 其 元 素 称 为 (无 限 小 )BMS 平移 . 

再 讨论 多 中 的 “其 余部 分 ”, 即 B/.F =.Z. 问 : . 鹃 中 是 否 存 在 与 洛 伦 效 李 代 
数 .Z 同 构 的 李子 代数 ? 答 :不 但 存在 ,而 且 太 多 (注意 与 的 类 似 性 ). 在 .7F+ 上任 
取 一 截面 C, 令 

Be={" eB|nd 切 于 C}c. (12-5-16) 


作为 独立 流 形 , C 上 两 个 切 夭 场 的 对 易 子 也 是 C 上 的 切 失 场 ( 即 11e,7122 切 于 
C 过 [7,1 了 切 于 C ), 故 人 B 是 多 的 李子 代数 . 设 E* eB , 则 VgeC ,有 唯一 的 
Qe 妥 使 “|c=(E” -Qn”)|c 切 于 C .由 此 得 C 上 囊 数 a ,用 类 光 母 线 携 带 出 去 便 
得 .8+ 上 的 唯一 函数 w ,满足 nV_g=0. 于 是 gn” Ee. CC 如, 加 之 Er* Ee.3 ,所 以 


7 三 6 -ap EeE 光 .又 因 7 |0 切 于 C, 便 知 7”E 扩 , .可见 每 一 6” e 雪 给 出 唯一 的 
1 eH, 且 11 与 5E* 属 于 同一 等 价 类 .由 "|0 切 于 C 的 要 求 不 难 证 明 每 一 等 价 类 
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有 且 仅 有 一 个 11”, 等 价 类 中 任 一 元 素 E* 所 给 出 的 者 是 这 个 7°. 所 以 存在 映射 
WV :多 二 抠 ,而 且 11”e GBRi( 看 作 独 点 子 集 ) 的 “ 逆 像 ”yy [ny] 等 于 “所 在 的 等 价 
类 .于 是 可 把 Wy 看 作 从 98, 到 多 /.9 的 一 一 到 上 映射 ,不 难 证 明 这 是 个 李 代 数 同 构 . 
可 见 选 定 一 个 截面 C 就 找到 .和 B 中 与 . 同 构 的 一 个 李子 代数 . 扩 , .然而 C 的 选择 非 
常任 意 ,所 以 .名 不 存在 与 众 不 同 的 与 . 同 构 的 李子 代数 . 

[选读 12-5-1 完 ] 


[选读 12-5-2] 

本 选读 介绍 站 上 的 对 称 性 , 更 深入 的 讨论 可 参阅 Ashtekar and Hansen(1978). 

7+ 是 3 维 超 曲面 ,其 上 有 内 豪 几 何 结 构 (n", 有 ,), 保 结构 的 矢量 场 便 是 无 限 
小 对 称 性 . 但 站 只 是 一 点 , 何 谈 结 构 和 矢量 场 ? 不 过 , 正如 7+ 上 的 每 一 点 可 看 作 
(M,g4ap) 中 的 类 光 测 地 线 的 “端点 ”那样 , i?” 是 (M,gs) 中 各 种 类 室 测 地 线 的 “ 端 
点 ”. 把 到 达 忆 的 类 空 测 地 线 分 成 许多 等 价 类 , 以 每 类 作为 一 个 元 素 构成 的 集合 记 
作 S (下 面 将 看 到 它 是 4 维 流 形 ), 就 相当 于 把 i0“ 吹 胀 ” 为 ,这 S 也 有 内 豪 几 何 结 
构 , 保 结构 的 和 失 量 场 就 可 定义 为 S( 代 表 站 ) 的 无 限 小 对 称 性 . 然而 ,与 类 光 测 地 线 
不 同 , 类 空 测 地 线 并 非 共 形 不 变 . 渐 近 平 直 时 室 (M, gs) 存在 无 数 共 形 规范 02， 其 
中 没有 一 个 与 众 不 同 , 无 法 自然 选 定 一 个 gw 来 定义 类 空 曲 线 的 测 地 性 . 与 众 不 同 
的 度 规 倒 也 有 一 个 , 即 物 理 度 规 8. ,可惜 它 在 i?9 连 定义 也 没有 . 这 个 两 难 问题 可 
用 下 法 解决 : 先 在 让 外 用 gs 写 出 条 件 , 再 用 区， 重新 表述 ,然后 求 极限 并 证 明 极 限 
与 共 形 规范 无 关 . 具体 说 , 设 y( 力 是 以 站 为 端点 、 关 于 gy 的 类 室 测 地 线 (但 和 未 必 
是 仿 射 参数 ), 即 7”V ,1s = a72(a 为 线 上 函数 ), 令 4s =17"V,nt [ 称 为 y() 相 对 于 
go 的 4 加 迷 ],， 则 易 见 WA 站 =0. 反 之 ,以 8g.1° 缩 并 WA4H=0 便 得 
WV =c15 ,可 见 I240 =0 等 价 于 y(4) 为 测 地 线 .利用 V, 与 总 的 关系 可 把 
WA 外 =0 改 写 为 (推导 留 作 练习 ) 

nA + O21 yn Y=0, (12-5-17) 

其 中 A 他 "V1 Y= 10. 设 pey， 是 pp 的 切 空间 , 丽 ， 代表 与 1 |， 正 交 
的 3 维 子 空间 , 则 及 , jp= (Bu 一 X15) |p (其 中 1 = Bop11 ) 是 Bp lp 在 到 ,的 诱导 
度 规 . 式 (12-5-17) 可 用 所 ， 表 为 


hi,(As + X20)=0. (12-5-17’) 
上 式 就 是 “7(4) 是 用 gm 衡量 的 类 空 测 地 线 ” 这 一 要 求 用 带 ~ 量 的 表述 . 补充 要 求 
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Xn=1, 再 求 极限 便 得 lim 有 (4s+421V502)=0. 虽 然 名 规范 依赖 ,但 上 式 作 
为 整体 是 规范 无 关 的 (请 读者 验证 ). 满足 上 述 要 求 的 类 空 曲线 称 为 正规 线 , 准确 定 
义 如 下 . 

定义 3 (MM,8p) 上 的 类 空 曲线 y(X) 叫 正规 的 (regular), 车 

(a) Y( 和 ) 在 让 为 C1 在 其 他 点 为 C3; 

(b) Y(0)=i,，Y() 在 站 的 切 矢 17” | 为 单位 长 ( 即 =1); 

(o) lim h,(4 + QV 2)=0 (12-5-18) 


注 7 QD 因为 任意 两 个 规范 0 与 2'=w 人 2 之 间 的 @ 必须 满足 @(i")=1( 见 命 
题 12-4-2), 所 以 条 件 (b) 与 共 形 规范 无 关 . 前 已 说 明 (c) 也 与 规范 无 关 . @ 条 件 (c) 完 
全 决定 了 正规 线 的 如 在 如 的 横向 (与 112 正 交 的 方向 ) 分 量 , 而 它 的 纵向 分 量 
op11 如 1s 则 完全 不 受 约束 . 

定义 4 正规 线 y 和 yy' 叫 等 价 的 , 若 17° no=7" hn, 42 p=A" |p 9 就 是 说 , y 
和 X 等 价 当 且 仅 当 它 们 在 如 有 相同 的 4 速 和 4 加 速 . 

定义 5 S={ 所 有 正规 线 的 等 价 类 } 称 为 i 的 吹 胀 (blowing up), 8 是 CPI( 即 
Spatial Infinity) 的 缩写 . 

注 8 8 的 一 点 由 两 个 因素 决定 :中 等 价 类 的 共同 切 夭 14|。,@ 等 价 类 的 共 
同 4 加 速 纵向 分 量 go579 人 | 。， 

为 了 找 出 8 的 几何 结构 , 还 须 对 六 ej 的 切 空间 VV 作 进 一 步 讨论 . VV, 配 以 
多 ob 在 让 的 值 (但 现在 略 去 抽象 指标 ), 即 (Fo ,glo) ,是 带 洛 伦 效 度 规 的 4 维 矢量 空 
间 .(&8glo 与 共 形 规范 无 关 ,因为 名 =098 保 证 8'|。= 名 |s.) 任 选 一 个 正 交 归 一 基 
底 few} 后 , 了 的 任 一 元 素 x( 也 略 去 抽象 指标 ) 便 有 4 个 分 量 x*, 故 VV 可 看 作 流 
形 民 ,其 中 x4 充 当 坐 标 .” 坐 标 系 {x 人 } 在 流 形 V。 上 有 坐标 基底 场 {(B/Bx4)“}.x 
作为 流 形 信 ,的 一 点 , 有 切 空 间 V ,其 中 有 一 个 特别 元 素 , 即 [x* (3/6x“)*]x, 可 以 称 
为 x 点 (相对 于 WV。 的 零 元 ) 的 位 矢 (position vector). 借 {xz4} 系 的 对 偶 坐 标 基 和 失 用 下 
式 在 流 形 V， 上 定义 度 规 : 


768 := dx!) (dx );, 


@ 和 |。 虽 依 赖 于 规范 , 但 各 |。 相 等 的 正规 线 的 加 |， 相等 与 否 部 同 规范 无 关 ， 所 以 等 价 性 的 定义 合法 . 
加 可 以 证 明 以 后 的 实质 性 结论 都 同 基 底 fe,} 的 选择 无 关 . 
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图 12-14 Vo 可 看 作 闵 氏 时 空 , 全 体 单位 类 空 矢量? 的 子 集 是 类 时 超 购 面 K. 
位 矢 万” 是 天 上 的 单位 法 拓 场 


则 (Fo ,7a) 可 看 作 闵 民 时 空 .定义 Js 的 3 维 


子 集 (图 12-14) 
Wi K:={ eV glo(7,7)=1}, 
则 每 条 正规 线 的 切 和 撩 x 在 站 的 值 给 出 一 点 
等 价 类 和 eKcVo, 以 7 代表 点 廊 的 位 矢 , 它 
jz 是 玉 上 的 一 个 矢量 场 ( 但 不 切 于 天 ). 读者 应 
K 能 证 明 : 中 天 是 由 类 时 双 曲 线 生 成 的 3 维 类 


图 12-15 正规 线 等 价 类 人 与 人 有 相 “时 旋转 双 曲 面 , 加 万 "与 正 交 [可 参见 第 7 
同 的 In 而 不 同 的 名 js, 它们 是 S 的 。 章 习 题 5(b)], 而 且 是 天 的 单位 法 夭 场 . 8 的 
不 同 元 素 , 部 对 应 于 KK 的 同一 元 素 。 一 个 元 素 (正规 线 的 一 个 等 价 类 ) 自 然 对 应 于 
KK 的 一 点 ,因此 存在 自然 的 到 上 映射 
民 : 3 一 玉 , 因 为 8 的 两 个 不 同 元 素 只 要 有 相同 的 1 | 就 对 应 于 天 的 同一 点 , 所 
以 T 是 多 一 映射 (投影 映射 , 见 图 12-15). 由 于 正规 线 的 条 件 (c) 完 全 决定 了 如 | 的 
横向 分 量 , 图 中 y 和 y' 的 差别 只 能 体现 为 一 个 实数 (两 线 4 |。 的 纵向 分 量 之 差 ); 
又 因为 条 件 (c) 对 4" | 的 纵向 分 量 毫 无 约束 ， 取 定 入 } 后 , 令 fr 个 跑 遍 图 中 坚 线 
X 1(j?) ,描述 fy 人 与 1 的 差别 的 实数 便 可 跑 遍 限 . 这 表明 8 是 4 维 流 形 , 而 且 是 
太 上 的 一 个 纤维 从 ,每 一 < 天 对 应 于 8 的 一 个 子 集 z 1( 力 ), 称 为 一 条 纤维 . (不 
懂 纤 维 丛 的 读者 对 此 也 不 难 大 臻 理解 , 不 必 深究 . ") 这 个 S 天 生 就 有 两 个 内 豪 结 


@@ 虽然 和 |p 的 纵向 分 量 ( 记 作 6 ) 依 赖 于 规范 , 但 同一 纤维 上 的 任 二 点 的 冯 之 差 却 与 规范 无 关 . 这 一 性 质 (加 
上 其 他 好 性 质 ) 足 以 保证 5S 是 以 1 维 李 群 展 为 结构 群 的 主 纤维 丛 . 下 册 8$I1 对 主 纤维 从 及 其 结构 群 有 详细 讲述 . 
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构 . ”首先 , S$ 上 的 每 一 纤维 是 一 个 1 维 流 形 (曲线 ) 所 有 纤维 上 各 点 切 于 纤维 的 切 
和 失 v"( 以 4°] 的 纵向 分 量 为 参数 ) 构 成 8 上 的 一 个 与 众 不 同 的 、 处 处 非 零 的 矢量 
场 , 称 为 坚 直 (vertical) 矢 量 场 . 下 面 将 看 到 vw" 在 一 定 程度 上 类 似 于 .7+ 上 的 me .其 
次 , 区 作为 (P6176) 的 类 时 超 曲 面 , 硝 在 由 717s 诱导 的 度 规 场 h ( 凡 开 上 张 量 场 都 
在 顶 上 加 “-”), 它 又 可 被 映射 X' 拉 回 而 成 为 8 的 (0,2) 型 对 称 张 量 场 凡 = 元 7 
这 是 8 上 的 第 二 个 内 豪 结 构 . 与 .7+ 上 的 及 类似, S 上 的 有 hs 也 退化 ,因为 8 上 在 
在 非 零 矢 量 场 4( 紧 直 夭 量 场 ) 使 得 对 8 上任 一 矢量 场 xe 有 


hpv"u? = (zj) vu =h, Av) (Xu) =0, 


其 中 最 未 一 步 是 因为 :作为 坚 直 ( 切 于 纤维 ) 矢 量 场 , v” 在 推 前 映射 了. 作用 下 的 像 
入 学 
定义 6 5 上 的 矢量 场 E" 叫 i? 上 的 无 限 小 对 称 性 , 若 
(a) Hhss =0, (b) Av" =0. (12-5-19) 


由 李 导 数 定理 2 可 知 刀 上 全 体 无 限 小 对 称 性 的 集合 以 夭 
量 场 对 易 子 为 李 括 号 构成 李 代 数 , 称 为 SPI 李 代 数 , 记 作 2 . 

为 简单 起 见 , 下 面 以 x,y,… 代表 因 的 点 (不 再 记 作 思 …) 以 p,q,… 代 表态 的 
点 . 设 Xxe 必 ，p,q ex (x), "代表 5S 上 任 一 矢量 场 ， 
则 x,(E"|,) 未 必 等 于 x,(E"|s), 因此 无 法 从 E" 自 
然 定义 (诱导 ) 玉 上 的 一 个 矢量 场 . 然而 , 若 L" ce 多， 
则 有 如 下 命题 : 

命题 12-5-8 ”每 一 上 < e 儿 自然 诱导 出 玉 上 的 一 
个 矢量 场 &. 

证 明 由 Ee 多 知 .LE"=0. VxeK, 设 网 
p,q ENA 1(X). 以 W :区 xS 一 5 代表 v” 对 应 的 单 参 
微分 同 胚 群 , 则 3 了 re 了 恨 使 9=Wi(P) (图 12-16). 由 
6” =0 得 Wl" =E", 故 


a= Wr Sp) 


6 |x 


有 
图 12-16 命题 12-5-8 证 明 用 图 


@ 这 是 对 渐 近 平 直 时 空 定义 的 内 涵 充 分 挖 据 的 结果 . 假若 把 定义 中 关于 总 。 在 如 为 C” 的 要 求 减弱 为 C" , 则 
7。 在 六 无 意义 ,正规 线 的 条 件 (c) 就 无 从 提出 ,正规 线 等 价 性 条 件 的 第 二 条 ( 即 4 |,= 4" | ) 就 要 删 去 , i? 就 只 能 
被 “ 吹 胀 ”为 3 维 流 形 KK .然而 渐 近 平 直 时 空 的 定义 要 求 多， 在 站 为 C”. 虽然 由 于 未 到 C! 而 不 能 保证 V, 在 站 有 
意义 , 但 “方向 依赖 导数 ”有 意义 , 因此 正规 线条 件 (co) 有 意义 . 作为 结果 ,如 就 被 吹 胀 为 4 维 流 形 5 . 
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TE = |)= row).(E" |,)= ("|,). 


于 是 对 g” Ee 多 可 定义 玉 上 对 应 的 矢量 场 5“ 如下: Vx eK ,5 "|,:=XA,(6"|,), 其 
中 万 为 有 LO) 上任 一 点 ， 口 
命题 12-5-9 车 8 上 的 夭 量 场 42 能 通过 克 诱 导出 及 上 的 夭 量 场 ” ,， 则 
hss =0 SO Hh =0. 


证 明 练习 .提示 : 利用 第 4 章 习 题 5 的 结果 . 

定义 7 Le 多 叫 无 限 小 SPI 超 平移 , 车 S 上 有 光滑 函数 /使 £" = oa ,全体 
无 限 小 SPI 超 平移 的 集 记 作 . (注意 .FF cg). 

命题 12-5-10 设 / 是 S$ 上 的 光滑 函数 , £" = fv", 则 

AAACN 

证 明 因为 名 = jos >6"=0= 吕 hs =0 坟 名 hos =0, 所 以 在 &*=fv” 
的 前 提 下 Ee 多 人 2V =0 .而 GV" =-%6* = 名 (Jv0")=--( 名 /)v", 故 
-Vv” =0 司 多 f=0. 结 论 : 只 要 E&*=fv", 则 Lr"e 多 心 多 f=0. 口 

命题 12-5-11 .多 与 天 上 全 体 标量 场 的 集合 有 一 一 对 应 关系 . 

证 明 VE e. 史 ,有 8 上 函数 了 使 < = fv", 且 了 在 每 一 纤维 上 为 常数 , 故 诱 
导出 天 上 的 如 下 函数 三 : Yxre 开 ， 太 |。 := 了 /|,, 其 中 为 x (x) 的 任 一 点 .反之 , 设 
为 上 上 任 一 函数 , 则 f=A*J 是 S$ 上 这 样 的 函数 , 它 在 每 一 纤维 为 常数 , 于 是 对 
应 于 一 个 ju” < .2 . | 口 

命题 12-5-12 .Fc 多 是 阿 贝 尔 理 想 , dim .9 = oo. 

证 明 .显然 是 子 空间 . 下面 证 明 它 还 是 李子 代数 : 

[py = (fv)= fv Vf v0) -fv Vfv") 
=ff "(VV,v" -vvive)=0. 
(其 中 Vs。 是 SS 上任 一 无 挠 导数 算 符 .) 可 见 .不 但 是 李子 代数 ,而 且 是 阿 贝 尔 李 子 
代数 . 再 证 .9 为 理想 : VE"e 多， fv”e.F ,有 
[s,fvT =%(fv0")=v Lf +f Gv" =(Kf)". 


因 [6, fv e 儿 , 今 又 知 [6,fv 了 =( 名 f)v", 故 由 定义 7 知 [6E,fvY e .9 .此 外 ,命题 
12-5-11 表明 dim .2 = oo. 口 


第 12 章 渐 近 平 直 时 空 “71 . 


注 9 本 命题 表明 SPI 超 平移 理想 很 像 BMS 超 平移 理想 , 不 同 之 处 体现 在 “大 
小 ”上 : SPI 超 平移 理想 与 3 维 流 形 玉 上 的 函数 一 一 对 应 , 而 BMS 超 平移 理想 则 与 
.多 的 截面 (2 维 球面 ) 上 的 函数 一 一 对 应 . 

命题 12-5-13 乡 /.F=.9Z ( 洛 伦 访 李 代数 ). (12-5-20) 

证 明 设 {E*}e 多 /.9, 则 {"} 中 任意 两 元 素 &",E'" 满足 


GE =fv" ey. 


6" 和 LE'* 都 是 S 上 的 矢量 场 , 可 经 XA, 投影 为 尺 上 矢量 场 E" 和 .下 面 证 明 
E° = 多 VxeK, 令 pex (x), 则 


Ee=7E" = 了 (Ho )=A. (6 |,)=E" |, 
此 外 , 6" e 多 和 > 玉 Ehos =0= 天 has =0 过 5 "是 (K, 有 hs) 上 的 Killing 场 . 


以 色 代 表 ( 民 ,jp) 上 全 体 Killing 矢量 场 的 集合 , 则 以 上 讨论 表明 存在 线性 映 
射 X: 多 /.9 下 风 . 因 为 多 /的 非 零 元 素 的 像 必 为 .S 的 非 零 元 素 , 所 以 v 是 一 
一 映射 . 映射 0 : 开 一 8 称 为 5 的 一 个 截面 (section), 车 XTo0 :一 为 恒 等 映 射 
且 2 |otk] 不 与 ofK] 相 切 . VE"eY, 令 E" | 为 截面 o[K] 上 的 矢量 场 , 满足 
NC”=E? .以 此 为 初 值 ,借用 竖 直 矢量 场 U" 可 生成 8 上 的 舌 量 场 ,满足 
Ev” =0. 允 见 4 Ee 多 , 它 代表 的 等 价 类 {E"} 满 足 V({"))=E", 这 就 证 明了 v 的 
到 上 性 , 因而 多 /9 与 和 Y( 作 为 矢量 空间 ) 同 构 . .多 是 理想 保证 v 还 保 李 括号 , 于 是 
8/ 多 与 多 可 视 为 相同 的 李 代 数 . 注意 到 4 维 闵 氏 时 空 (V6。,7) 的 空间 转动 和 伪 
转动 Killing 场 过 天 的 每 点 的 积分 曲线 都 躺 在 玉 上 , 可 知 这 些 Killing 场 在 玉 上 取 值 
后 就 是 (K,hs) 上 的 Killing 场 . dim KK=3 保证 (K, 甩 ,) 不 能 有 其 他 的 Killing 矢量 场 . 
可 见 

Y={(K, 甩 ,) 上 全 体 空间 转动 和 伪 转 动 Killing 场 的 线性 组 合 }， 

而 等 号 右边 正 是 洛 伦 诊 夺 代数 .9 ， 所 以 多 /9 = 多. 口 

SPI 李 代数 同 BMS 李 代 数 的 类 似 性 还 可 深 控 一 步 . 

命题 12-5-14 ”SPI 超 平 移 李 代数 .中 可 挑 出 一 个 4 维 李 子 代数 天 pi e .9 , 称 
为 SPI 平移 子 代 数 , 它 是 乡 的 理想 . 

证 明 设 weVo', {fej} 是 ,的 .用 以 把 [看 成 4 维 流 形 的 那个 基底 , fe“} 是 
其 对 偶 基底 , 0 是 在 {er} 的 分 量 , {(0/6x*)"} 是 流 形 P。 与 {e“} 对 应 的 坐标 基 
底 场 , 则 ws 三 w,(dx“)。 是 流 形 V。 上 的 常 对 偶 矢 量 场 , 即 9,w, =0(8。 与 Fo 的 闵 
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氏 度 规 适 配 ). 把 KK 上 点 的 位 矢志 = xp(B/Br)" 自然 延 拓 为 忆 上 点 的 位 关 77" ， 则 
Qs ”是 Vo。 上 的 标量 场 . 以 而 , 代表 四 ,在 玉 上 的 值 , 则 Fa) = 万 万 "是 玉 上 的 标量 
场 , 因而 f(w)=X*f(@) 是 S$S 上 的 标量 场 ,满足 .多 f(w)=0. 可 见 每 一 weF 对 应 
于 一 个 无 限 小 超 平移 f(w)v" e. .这 种 特殊 的 无 限 小 超 平移 称 为 无 限 小 SPI 平移 
全 体 无 限 小 SPI 平移 的 集合 Fpi C.F 显然 是 .的 子 室 间 ,而 且 是 阿 贝 尔 李 子 代 数 . 
决定 一 个 weV。 "要 用 4 个 实数 ,所 以 dim Fepl =4. VE” ec 多， f(wW)v" epi, 有 


[$f (ov = [Lf (2) v=[sf (OV, (12-5-21) 


所 以 欲 证 pi 是 多 的 理想 只 须 证 [. 史 Jo)]ve < 和 el， 为 此 只 须 证 明 F。 上 存在 党 
对 偶 和 矢量 场 oj ,其 在 天上 的 值 可 在 8 上 对 应 的 标量 场 f(w') 满足 
号 1(oOJ= Jo) ,或 者 县 7) = 7). 器 Fw) 可 展开 为 


ff(0)= (V7 ") 二 E?0, (a7 ") 三 Wa O07" 去 WE 6,” 一 WE” 去 DE” 9 


(12-5-22) 
其 中 倒数 第 三 步 用 到 位 秋 11? 的 一 个 有 用 性 质 : 
957" =8,[x4(B/ax“)2]=(8/8xv)o(dx“)， =6",. (12-5-23) 


作为 (开刀 ps) 上 的 Killing 矢量 场 , 5° 不 过 是 转动 和 伪 转 动 的 线性 组 合 , 可 自然 延 
拓 为 (Vo,74p) 上 的 Killing 场 , 记 作 2E?. 令 Oy =,065E", 则 D0 = ww,0.0,E” =0[ 其 
中 第 二 步 用 到 第 4 章 习 题 14(a) 的 结果 以 及 (了 ,14s) 的 平 直 性 ]. 可 见 网 是 
(Vo ,1p ) 上 的 常 对 偶 矢 量 场 . 此 外 , 下 式 表 明 这 一 ox 正 是 所 需要 的 : 


f(0)=07" = D7"0,6" = 070" = TO = De" =.2f(0), 


其 中 第 三 步 用 到 &“ 的 Killing 性 ,第 四 步 用 到 上 切 于 玉 , 即 上 ?也 =0, 第 五 步 用 到 

式 (12-5-23), 第 六 步 用 到 式 (12-5-22). 口 

注 10 还 可 证 明 , 与 .71+ 上 的 .多 类 似 , 物理 时 空 (M,giy) 的 每 一 无 限 小 对 称 

性 (Killing 矢量 场 ) 给 出 一 个 确定 的 &* ce 多, 而且, 如 果 ( 人 ,gs) 是 闵 氏 时 空 , 则 由 
每 一 平移 Killing 矢量 场 给 出 的 &” e 多 正 是 无 限 小 SPI 平移 , 即 Fpi 的 元 素 . 

[选读 12-5-2 完 ] 
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§ 12.6 引力 能 量 的 非 定 域 性 


能 量 、 动 量 和 角 动 量 及 其 守恒 律 对 物理 学 的 重要 性 是 众所周知 的 . 物理 学 家 对 
它们 的 认识 经 历 过 (甚至 还 在 经 历 着 ) 一 个 漫长 的 、 由 浅 入 深 的 过 程 , Leibnitz 最 早 
引进 的 动能 可 看 作 能 量 概念 的 雏形 . 质点 的 完全 弹性 碰撞 问题 可 用 动能 守恒 讨论 . 
然而 在 许多 情况 下 动能 并 不 守恒 , 于 是 又 对 有 势力 场 引 进 势能 概念 并 得 到 有 用 得 
多 的 机 械 能 守恒 律 . 可 以 说 , 物理 学 发 展 的 一 个 重要 特征 就 是 借助 于 引进 新 的 能 量 
品种 来 推广 能 量 守恒 律 . 例如 , 在 认识 电磁 场 后 人 们 发 现 只 有 给 电磁 场 定义 能 量 才 
能 维持 能 量 守恒 . 电磁 场 不 但 有 能 量 , 而 且 可 定 域 化 , 含义 是 :对 场 中 任 一 点 可 明确 
定义 电磁 场 能 密度 , 它 在 任 一 空间 区 域 亚 的 积分 等 于 该 域 的 电磁 场 能 . 能 量 守 恒 的 
一 个 重要 表现 就 是 V 内 总 能 量 的 时 间 变 化 率 等 于 单位 时 间 内 从 外 部 流入 VV 内 的 能 
量 . 电磁 场 能 动 张 量 7 的 存在 可 看 作 电 磁场 能 量 (及 动量 、 角 动量 ) 可 定 域 化 的 一 
种 标志 . 与 此 不 同 , 广义 相对 论 的 一 个 棘手 问题 正 是 引力 场 能 量 (以 及 动量 、 角 动量 ) 
的 非 定 域 性 . 为 便于 讲解 , 我 们 从 电荷 守恒 和 闵 氏 时 空 的 守恒 律 讲 起 . 


12.6.1 电荷 与 电荷 守恒 

本 小 节 讨论 弯曲 时 空 的 电荷 守恒 律 . 弯曲 时 空 (M,gw) 的 电动 力学 通常 涉及 
两 个 物质 场 :@ 由 2 形式 场 Fj 描述 的 电磁 场 ， @@ 由 矢量 场 .7 描述 的 带电 粒子 场 . 
它们 要 满足 麦 氏 方程 组 : Vis Fs =0, V “Fs =-4r7 (其 中 Va 满足 Vgss =0), 可 
用 微分 形式 改写 为 如 下 更 为 简洁 的 形式 ( 见 选读 7-2-2): 

(ddF=0, (b)d'F=4ry, (12-6-1) 

其 路 和 J 分 别 是 2 形式 场 ,和 1 形式 场 .J,= gw 的 简写 五 和 7 分别 代表 
F 和 J 的 对 偶 微分 形式 . 由 式 (12-6-1b) 立 即 得 到 


d=0, (12-6-2) 
而 这 又 等 价 于 
VJ =0, (12-6-2") 
这 是 因为 4 汀 是 与 0 形式 场 V J" 对偶 的 4 形式 场 , 即 (证 明 留 作 习题 ) 
(d J)apcg = (Ve )eapca (12-6-3) 


对 闵 氏 时 室 , VY ,J =0 即 9..1” =0( 其 中 68. 满足 9.7 =0), 它 给 出 连续 性 方程 , 即 
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电荷 守恒 律 . 类 似 地 , Vs.1” =0 或 4 本 =0 给 出 弯曲 时 空 的 电荷 守恒 律 . 为 了 看 出 
这 点 , 先 要 引入 弯曲 时 空中 电荷 (作为 物理 量 ) 的 定义 . 设 三 是 (M,gw) 的 类 空 超 曲 
面 (代表 某 时 刻 的 某 空间 区 域 ) 则 二 的 电荷 CC2) 定义 为 


QO(5) := 上 六 人 (12-6-4) 


(这 是 3 形式 场 J 在 3 维 流 形 己 上 的 积分 . 积分 涉及 定向 , 关于 三 的 定向 见 选读 
12-6-1. ) 下 面 说 明 这 一 抽象 定义 对 闵 氏 时 空 而 言 与 熟知 的 电荷 概念 一 致 . 根据 对 
偶 形 式 的 定义 ，* 应 为 

"Jope =J Egope (Edapc 是 与 gas 适 配 的 体 元 ) (12-6-5) 
设 n” 为 工 的 指向 未 来 单位 法 和 撩 (物理 上 代表 同 克 正 交 的 观 者 的 4 速 ), 则 .74 可 作 
3+1 分 解 : 


.14 = D14 + 14， (12-6-6) 
其 中 总 和 7 分 别 解释 为 观 者 测 得 的 电荷 及 3 电流 密度 . 代入 式 (12-6-5) 得 
ae =(pn’ + J )egone = penge + je Egodes (12-6-7) 


其 中 soe =n ey 是 荆 上 与 诱导 度 规 h, = gw + n,ns 适 配 的 体 元 . 因为 |#J 了 中 的 

> 应 理解 为 “J 在 区 上 的 限制 7 ,而 由 j* 的 空间 性 
(j*nag =0 ) 不 难看 出 j* sc 的 限制 为 零 , 所 以 式 (12-6-7) 
代入 式 (12-6-4) 给 出 


0(5)={ 7=| pe (12-6-8) 


上 式 表明 2(Z) 是 电荷 密度 的 体积 分 (对 应 于 大 众 化 写法 
的 fpdy), 因 此 把 Q(2) 称 为 上 的 电荷 是 合理 的 . 
设 带电 粒子 只 存在 于 空间 的 有 限 范 围 内 , 我 们 来 证 
明 dy=0 列 涵 电 荷 守恒 . 以 了 代表 所 有 带电 粒子 世界 线 
组 成 的 世界 管 (图 12-17) Q 代表 任 一 满足 以 下 条 件 的 4 
、 维 开 域 :QD .QQ 的 边界 9Q2= 世 Uz,U 4, 其 中 五 和 马 是 
-17 ”证明 电荷 守恒 
的 2 由“ 两 个 类 空 起 曲面 ,4 是 以 类 时 曲线 为 母线 生成 的 3 维 昌 
面 (2 的“ 侧面”); 名 世界 管 7 了 与 98 只 交 于 玫 和 马 ， 
即 4 电流 密度 .J 在 4 上 任 一 点 为 零 , 则 


0=[ a -| -| .7 + = -0 (5) + 0(5,). (12-6-9) 
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(其 中 第 二 步 用 到 Stokes 定理 , 最 后 一 步 的 正 负 号 的 理由 见 选 读 12-6-1. ) 马 和 马 
可 看 作 某 一 空间 区 域 在 两 个 不 同时 刻 的 表现 , 所 以 O()= 2(Z2 ) 的 物理 意义 就 是 
电荷 守恒 , 以 上 讨论 可 以 推广 至 .J* 在 4 上 非 零 的 情况 (参见 选读 6-4-2). 请 注意 马 
和 兄 在 这 两 种 情况 下 还 都 只 代表 一 个 有 限 的 空间 区 域 (在 两 个 时 刻 的 表现 ), 更 进 
一 步 的 讨论 是 令 马 和 兄 代表 两 个 时 刻 的 “全 空间 ”, 由 dy =0 可 以 证 明 , 只 要 马 
和 马 都 是 柯 西 面 ( 见 $11.5), 而 且 .7 在 趋 于 无 限 远 时 以 足够 高 的 速率 趋 于 零 , 则 马 
和 马 的 电荷 必定 相等 , 这 可 看 作 全 局 意义 下 的 电荷 守恒 律 . 
利用 麦 氏 方程 (12-6-1b) 叉 可 把 式 (12-6-4) 表 为 


1 * 
0- 元 | ， (12-6-10) 


设 8 是 己 的 边界 , 则 上 式 又 可 用 Stokes 定理 改写 为 
下 
0- 元 | 下 (12-6-11) 

从 式 (12-6-4) 到 (12-6-11) 是 一 种 巧妙 的 转变 :为 求 3 维 空间 区 的 总 电 蓓 , 可 以 不 管 电 
荷 的 空间 分 布 (密度 ) 而 径直 对 电荷 分 布 在 空间 边界 面 $ 上 留 下 的 印记 ( 场 “FF ) 做 积 
分 . 物体 的 电荷 是 指 任 一 包围 它 但 不 包围 其 他 物体 的 闭 曲面 8 上 的 积 
(4m- | .请 读者 用 上 式 计算 静态 球 对 称 带 电 恒星 的 电荷 , 结果 应 等 于 星 外 RN 
度 规 的 电荷 参量 0. 

设 E° 是 与 区 正 交 的 观 者 测 得 的 电场 强度 , 即 E. = Fyn , N° 是 S( 作 为 了 的 
闭 包 三 中 的 2 维 超 曲面 ) 的 外 向 单位 法 矢 (图 12-18), ss = Nsw 是 2spc 在 5S 诱导 
的 体 元 , 则 式 (12-6-11) 又 可 改写 为 (习题 ) 


1 c 
2= 元 人 NEab » (12-6-12) 
上 式 还 可 改 为 更 大 众 化 的 写法 :把 E*N, 改写 为 E.WN ,把 6 改写 为 dS, 则 
1 FN 站 
0= 元 | ,ENds. (12-6-127) 


再 把 式 (12-6-8) 的 积分 也 写成 大 众 化 的 刀 odF , 便 有 


> ve 


图 12-18 mw 是 3 维 面 2 的 法 和 拓 , N° 是 三 中 2 维 超 曲面 8 的 外 向 法 矢 


“ 76 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


Jpar = 元 人 BNas, 


这 可 看 作 电磁 学 的 高 斯 定理 在 弯曲 时 空 的 推广 . 与 式 (12-6-8) 相 比 , 式 (12-6-12)[ 因 
而 (12-6-12 人 的 好 处 在 于 计算 电荷 时 不 必 求 3 维 体积 分 (因此 不 必 考 虑 电荷 的 分 布 
状况 ) 而 只 须 求 2 维 面积 分 . (只 须 考虑 电荷 在 远 处 造成 的 印记 , 即 远 处 的 电场 . ) 这 
对 后 面 关 于 渐 近 平 直 时 空 总 能 量 的 讨论 有 重要 启发 . 

车工 同 胚 于 恨 “ 中 的 3 维 球面 $: (例如 闭合 宇宙 模型 中 每 一 时 刻 的 全 宇宙 ), 则 
它 没 有 边界 , 但 可 用 其 上 的 一 个 2 维 曲面 8 把 它 分 为 马 和 忆 两 部 分 (图 12-19), 注 
意 到 5 是 五 和 马 的 共同 边界 , 由 Stokes 定理 得 


0(5) = fdr -ar + = 元 中 工 -fF)=0. 


由 上 式 可 知 与 全 同 胚 的 2 的 总 电荷 恒 为 零 . 图 12-11 是 本 结论 的 一 个 简单 应 用 例子 : 
因为 ZU 六 同 胚 于 S$, 其 总 电荷 必 为 零 ,可见 六 处 的 像 电荷 必 为 -gq，, 以 保证 
-4g+9g=0.( 本 例 的 详细 讨论 涉及 电磁 场 的 共 形变 换 等 问题 , 略 . ) 
[选读 12-6-H] 
员 式 (12-6-4) 把 CD(Z) 定义 为 积分 | 上, 而 积分 的 正 负 取 
决 于 定向 , 因此 有 必要 补充 以 下 明确 规定 : O(5) 定义 中 的 
积分 |5*J 所 用 的 定向 是 Ejs =n4ewp, 其 中 no 指向 未 来 . 
3 另 一 方面 , 式 (12-6-9) 的 | J 的 定向 则 是 由 人 2 的 定向 
史 Euabe 在 002 上 诱导 的 定向 Es。， 由 选读 $-$-1 可 知 
图 12-19 3 维 闭 合 面 Soc =n“ (外 )azs ,其 中 n” (外 ) 代 表 802 的 单位 外 法 矢 . 由 
人 图 12-17 可 知 对 马 有 7ma( 外 )= 一 ma ,对 ,有 nd( 外 )=n1， 
因此 对 和, 分别 有 Bopo = 一 cobo 和 Epoe = Eabe. 式 (12-6-9) 
中 的 [5*J 和 |;,*J 都 应 以 Bsc 为 定向 ， 故 有 万 7= -0 (号 ) 和 万 77 =-0 (5%). 
[选读 12-6-1 完 ] 
[选读 12-6-2] 
本 选读 对 磁 荷 概念 作 一 介绍 . 设 下 是 4 维 流 形 人 MM 上 的 2 形式 场 , 则 其 对 偶 形 式 
五 也 是 2 形式 场 . 由 二 元 组 (下 ,不 ) 可 定义 新 的 2 形式 场 F'=Fcosa +*F sina (其 
中 Qe[0,27] 为 常 实数 ), 易 见 其 对 偶 形式 为 *F'=-F sinQ +*Fcosa .变换 


F'=sFcosatFsing, ¥F'=-Fsing+’F coso (12-6-13) 


称 为 环 的 、 角 度 为 x 的 对 偶 变 换 (duality transformation), 它 把 二 元 组 (,* 下 ) 变 为 
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二 元 组 ( 正 ,, 三). 变 换 矩 阵 与 2 维 空间 的 转动 矩阵 相同 , 故 式 (12-6-13) 又 称 对 偶 转 
动 . 由 式 (12-6-13) 容 易 看 出 dF =0,dF =0 心 dF'=0,dF'=0, 可见 , 下 为 菜 时 空 
(MM,gs) 的 无 源 电 磁场 当 且 仅 当 下 ' 为 (M,g,s) 的 无 源 电磁 场 . 进一步 也 不 难 证 明 
`( 见 第 8 章 习题 6)F 与 F' 有 相同 的 能 动 张 量 , 即 To =T,. 因此 ,例如 , 设 下 是 与 茶 
RN 度 规 相应 的 无 源 电磁 场 , 则 五 ' 也 是 , 两 者 等 效 . 具体 说 , 考虑 参数 为 MH ,BO@ 的 
RN 时 空 ,根据 8$8.4, 其 电磁 场 为 


Fs =-Qr™ (dt), A(dr),. (12-6-14) 
对 已 5 做 角度 为 ex 的 对 偶 变换 , 便 得 一 个 单 参 电磁 场 族 {F,s (0)}, 其 中 
F(a)=F,, cosoa +h,, sing, F,(0)=F,,. (12-6-15) 


因为 任 一 Ga 的 F(a) 都 有 相同 的 T,, ,所 以 都 可 充当 该 RN 度 规 相 应 的 电磁 
场 .8$8.4 末 曾 证 明 静 态 观 者 测 ,的 结果 是 有 电场 无 磁场 , 即 Fs 给 出 Ex0,B=0， 
但 由 式 (12-6-13) 易 得 

F's=sEcosa- Bsing, B'=Esing+Bcosa, (12-6-16) 


于 是 瑟 #0, 训 =0 给 出 户头 0,B'z0 (除非 0 =0,7). 静态 恒星 中 静止 带电 粒子 的 电 
荷 怎 能 激发 磁场 ?答案 是 : 当 C#0, 关 时 应 认为 带电 粒子 还 带 有 磁 荷 , 正 是 它 激发 磁 
场 . 为 帮助 理解 ,我 们 转 而 讨论 有 源 麦 民 方 程 . 大 家 熟知 的 麦 民 方程 dF =4n， 
dF =0 关 于 玉 和 *F (因而 关于 世 和 户 ) 是 不 对 称 的 ,其 物理 意义 是 任何 粒子 只 有 电 
荷 而 无 磁 荷 . 然而 不 妨 假 定 粒子 也 有 了 磁 荷 并 考察 其 后 果 . 分 别 以 户 和 了 代表 磁 荷 和 
磁 流 密 度 (组 成 4 磁 流 密度 Jj" = 户 Z” + )"), 并 把 麦 氏 方程 推广 为 如 下 对 称 形式 : 
(dF=4r7, (b)dF =4nY. (12-6-17) 
对 闵 氏 时 空 的 惯性 系 , 这 相当 于 把 3 维 形式 的 麦 民 方程 推广 为 
V:.E=4np, VY:B=4np, FxE=-_4rj-08/0t, VxB=4ni +OE/Or. 
不 难 证 明 ( 习 题 ), 如 果 在 对 (F,*F) 作 式 (12-6-13) 的 对 偶 变换 [ 变 为 (F',"F')] 的 同时 
对 二 元 组 (J, 站 作 如 下 的 对 偶 变换 [ 变 为 (J', 了 )]: 
J'=Jcosa-— jsing, Jf'=Jsing + J cosa, ” (12-6-189) 
则 方程 (12-6-17) 形 式 不 变 , 即 百 , .1 和 ,满足 
(a GF’'=4n’, (b)dF'=4n’). (12-6-17’) 
有 源 麦 氏 方 程 (12-6-17) 是 电磁 场 的 演化 方程 , 反映 场 源 对 场 的 影响 . 反之 , 电磁 场 
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则 通过 施加 洛 伦 诊 力 影响 带电 粒子 的 运动 . 考虑 磁 荷 后 ， 闵 氏 时 空中 带电 粒子 所 受 
洛 伦 兹 力 的 公式 要 相应 修改 为 


f=q9(E+rixB+9(B-ixE), (12-6-19) 
其 中 9, 9 和 区 分别 代表 粒子 的 电荷 、 磁 荷 及 3 过, 第 二 项 代表 粒子 因为 有 磁 荷 而 受 
到 的 电磁 场 力 . 为 便于 推广 至 弯曲 时 空 , 可 将 上 式 改 写 为 4 维 形式 
F"=qgF"U?— 9 °F"U?, (12-6-20) 
其 中 "=g”F 履 , U” 为 粒子 4 速 , F。 为 粒子 所 受 4 洛 伦 座 力 . 直接 计算 表明 洛 
伦 益 力 了 和 FF" 在 联合 对 偶 变换 (12-6-13)、(12-6-18) 下 不 变 , 就 是 说 ， 设 f' 和 "分 
别 是 粒子 在 变换 后 所 受 的 洛 伦 座 3 力 和 4 力 , 即 


f'=q'(E'+ixB)+oO'(B' ixE'), (12-6-19") 
F'*=g'F'"U?— O° "FU?, (12-6-20") 
则 A (12-6-21) 


我 们 关心 弯曲 ( 含 平 直 ) 时 空中 的 有 源 电磁 场 , 这 里 存在 三 者 的 相互 作用 :DD 电 磁场 ， 
四 带电 粒子 场 ， 几时 空 度 规 场 . 电磁 场 受 到 的 来 自 其 他 两 者 的 影响 体现 在 有 源 麦 氏 
方程 (12-6-17) 中 ,反之 ,电磁场 通过 洛 伦 益 力 影响 带电 粒子 场 ,通过 7 影响 度 规 场 . 


麦 民 方程 、 洛 伦 座 力 以 及 T, 在 联合 对 偶 变换 (12-6-13)、(12-6-18) 下 的 不 变性 说 明 
对 偶 变换 是 一 种 不 改变 物理 实质 的 变换 , 没有 可 观测 的 物理 效应 , 再 回 到 RN 时 空 . 
由 式 (12-6-18) 得 

pP'=pcosa—psing, Pp'=psing+pcosa, (12-6-22) 


$8.4 关 于 星体 有 电荷 无 磁 荷 ( p 关 0, P=0) 的 说 法 只 适用 于 a =0 或 元 的 情况 , 由 上 
式 可 知 对 偶 变换 后 对 其 他 Q 值 有 六 = psin wz0, 即 星体 有 磁 荷 . 如 果 有 人 说 RN 
时 空 的 星体 婚 有 电荷 又 有 磁 荷 ( p' 关 0, 六 z0), 你 只 要 做 一 个 tang = PB/p 的 对 偶 
变换 便 成 为 有 电荷 无 梯 荷 (D#0, P=0) 的 情况 ,两 者 等 效 ( 见 习题 12). 所 以 “粒子 
只 有 电荷 没有 磁 荷 ”的 习惯 说 法 其 实 只 是 一 种 方便 的 说 法 . 然而 有 一 个 实质 性 问题 : 
星体 中 既 有 质子 又 有 电子 , 而 上 式 中 的 a 取决 于 p/p, 如果 质子 的 磁 荷 电荷 比 
k=9/14 不 等 于 电子 的 磁 荷 电荷 比 , 就 不 存在 一 个 统一 的 w 把 局 关 0, P'#0 变 为 
DF0 P=0. 可 见 问题 的 实质 不 在 于 粒子 是 否 可 以 有 磁 荷 而 在 于 是 否 所 有 粒子 都 
有 相同 的 磁 荷 电荷 比 丰 = 9/9g . 如 果 有 相同 大 值 ,就 可 选 适当 角度 w 通过 对 偶 变 换 
实现 P=0, 相 应 于 所 有 粒子 都 无 磁 荷 . 或 者 , 在 所 有 粒子 都 有 相同 大 值 的 情况 下 也 
可 说 电子 、 质 子 除 电荷 外 还 有 磁 荷 , 而且 你 想 说 它们 的 磁 荷 是 多 少 就 是 多 少 (只 须 
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保证 它们 的 大 相同 ). 测试 表明 电子 、 质 子 和 中 子 的 天 值 在 非常 高 的 精度 下 相等 , 但 
其 他 (不 稳定 ) 粒 子 的 大 值 是 否 也 与 它们 一 样 则 还 有 待 进一步 实验 研究 . Dirac 在 
1931 年 提出 , 只 要 存在 一 个 有 磁 荷 而 没有 电荷 的 粒子 ( 称 为 磁 单 极 子 , 即 magnetic 
monopole), 则 电荷 的 量子 性 (电荷 只 能 是 某 一 基本 单位 的 整数 倍 ) 这 一 从 未 被 解释 
过 的 实验 事实 就 可 得 到 解释 [ 见 Dirac(1948); Jackson(1975)]. 由 此 引发 了 寻找 磁 单 
极 子 的 无 数 实验 , 但 至 今 尚 未 出 现 完全 肯定 的 结果 . 我 们 不 拟 进 一 步 涉 及 这 一 实质 
性 问题 (简称 为 “ 磁 单 极 子 存在 性 ”问题 ) 的 理论 探讨 和 观测 验证 , 只 想 说 明 , 如 果 
所 有 粒子 都 有 相同 人 值 (这 意味 着 磁 单 极 子 不 存在 ), 则 麦 氏 方程 既 可 写成 合 磁 荷 的 
对 称 形式 也 可 写成 不 含 磁 荷 的 原始 形式 ;反之 , 则 麦 氏 方程 必须 写成 含 磁 荷 的 形式 
(对 原始 麦 氏 方程 必须 做 实质 性 修改 ), 但 仍 可 说 电子 、 质 子 、 中 子 等 的 磁 荷 为 零 . 
把 熟知 的 豆 氏 方程 推广 为 式 (12-6-17) 后 , 便 可 仿照 式 (12-6-4) 定 义 任 一 类 空 超 划 面 
蔬 的 总 磁 荷 为 


0O(5) := | 3 (12-6-23) 
车 用 麦 氏 方程 的 通常 形式 , 则 显然 为 零 . 由 式 (12-6-17b) 易 见 上 式 又 可 改写 为 
= 元 上 dF ， (12-6-24) 
设 8 是 忆 的 边界 , 则 又 有 
0 -元 人 F. (12-6-25) 


作为 简单 例子 ,请 读者 对 静态 球 对 称 带 电 恒星 (电荷 为 O) 外 的 电磁 场 已 ; 作 一 对 偶 
变换 再 计算 恒星 的 电荷 0' 和 磁 荷 加 ,你 将 发 现 台 可 以 非 零 , 而 且 02 +02 = 2. 
[选读 12-6-2 完 ] 
12.6.2” 闵 氏 时 空 的 守恒 量 
仿照 电荷 的 定义 方式 , 可 在 闵 氏 时 空中 方便 地 定义 一 批 守 恒 量 . 设 7 是 闵 氏 
时 空中 物质 场 的 能 动 张 量 , ”&* 是 任 一 Killing 矢量 场 , 定义 1 形式 场 
LT (12-6-26) 
则 Tp 的 对 称 性 了 有 = 了 (on 、 无 散 性 0°T,, 一 0 以 及 恬 ? 的 Killing 性 导致 


@@ 忽略 也 造成 的 时 空 弯 曲 , 近似 地 认为 时 空 仍 为 闵 氏 时 空 . 这 是 狭义 相对 论 的 基本 处 理 手法 . 
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81 =-T7 0 名 = 一 7TC081 6 =0. (12-6-27) 
仿照 式 (12-6-3) 有 
(dL) goad = (06L°) eaoor =0, (12-6-28) 
可 见 江 类 似 于 上 小 节 的 了 . 仿照 电荷 马 的 定义 , 对 每 一 Killing 场 E* 定 义 一 个 物 
理 量 . 
P=| .1 , (12-6-29) 
( 卢 是 任 一 类 空 柯 西 面 , 当 7 满足 无 限 远 条 件 使 积分 存在 时 此 定义 有 意义 .) 则 
d 工 = 0 保证 P 同 所 选 柯 西 面 无 关 , 因而 是 守恒 量 . 以 ze 代表 克 的 指向 未 来 单位 法 
矢 , 则 gsoy 在 三 上 的 诱导 体 元 为 sw =n”esw。， 荆 在 瑟 上 的 限制 全 可 表 为 
(Legpe) = 15se ,以 a 缩 并 ,右边 给 出 64, 左边 给 
Et (Le) =e" Legg = NE Le =—6nsL’, 
(读者 应 能 根据 esp。 是 区 的 体 元 说 明 第 一 步 的 理由 . ) 由 此 得 yj = 一 Ln”, 从 而 
(Lew) =—n" Lie = Tt neo 
于 是 式 (12-6-29) 便 可 表 为 
已 = | Tn . (12-6-30) 
P: 的 物理 意义 取决 于 定义 工时 所 用 的 &* 是 哪 一 类 Killing 矢量 场 , 分 类 列举 如 下 
[为 方便 起 见 , 取 世 为 任 一 惯性 系 {t,xi} 的 同时 面 , 这 时 mn? = (8/80)?]. 
1. 若 &? =(9/91)*( 类 时 平移 Killing 场 ), 则 


i 4 2 
P -J 二 加 = [pd x=E, (12-6-31) 
过 5 
其 中 p 和 EE 分 别 是 所 用 惯性 系 测 得 的 物质 场 能 密度 和 的 总 能 量 . 忆 守恒 即 能 量 
守恒 . 


2. 车 如 = (8/0x')*( 类 空 平移 Killing 场 ), 则 


aY¥/aY 3 3 
已 =|17| 一 | | -一 | =|T.d x=-| wdx, 12-6-32 
¢ [5] 车] 必 x , x ( ) 
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其 中 w 是 所 选 惯性 系 测 得 的 物质 场 的 3 动量 密度 的 ; 分 量 , 忆 守恒 即 3 动量 守恒 . 
3. 若 嫩 =_x?(9/90x1)s +xi(9/9x?)* (空间 转动 Killing 场 ), 则 
-B= Cow -mw)der= 该 系 测 得 的 巴 的 角 动量 的 第 3 分量 ， (12-6-33) 
其 他 两 个 分 量 的 讨论 仿 此 , 所 以 P: 守恒 即 角 动量 守恒 . 
4. 车 Es =t (9/9x')? + xi(0/97)*( 伪 转动 Killing 场 ), 则 
T,, (0/0)° Es = -tw; + px'. 
因 每 一 等 1 面 都 是 3 维 欧 氏 空间 , (8/8x2)? 是 切 于 也 的 矢量 场 , 不 妨 使 用 3 维 


矢量 语言 (以 箭头 代表 3 矢 ). 令 =w (8/ac) ,7= 和 (8/8x )”( 场 点 的 位 矢 ) 以 及 
P= 忆 (0/0x')”, 则 


Cal Cimtprdx=-tB+| pF dx ， (12-6-34) 
证: 赤 


其 中 天 = 人 六 dx 是 物质 场 在 :时刻 的 总 动量 . P; 守恒 给 出 dP/dt=0. 以 及 代表 场 
的 质心 的 位 矢 , 则 


Re (12-6-35) 


由 式 (12-6-34)、(12-6-35) 及 dP/dt = 0 得 
dR _d[(B+P)/E] 表 
df df EE 
所 以 忆 守恒 给 出 :物质 场 的 质心 作 匀速 直线 运动 , 速度 为 丈 / 忆 ， 
若 忆 是 惯性 系 人 好 } 的 同时 面 而 浆 ' 是 任 一 其 他 柯 
西 面 (图 12-20), Killing 矢量 场 &* 仍 选 为 (9/67)*, 则 
d 工 =0 保 证 


| Tn Es = | Tree ， (12-6-36) 
py 2 


= 常 矢量 ，( 因 已 知已 和 矿 是 守恒 量 ) 


£°=n=(0/817 


虽然 被 积 函 数 7sn'*6? 不 再 能 解释 为 某 观 者 (或 某 参 考 
系 ) 测 得 的 能 量 密度 , 但 仍 把 瓜 Tasm “全 定义 为 2'( 关 
于 好) 的 能 量 , 以 使 式 (12-6-36) 仍 代表 能 量 守恒 . 一 个 有 。 图 12.20 条 本 而 上 和 马 
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趣 的 特例 是 当世 ' 为 男 一 惯性 系 {1',x”} 的 同时 面 的 情况 . 这 时 式 (12-6-36) 右 边 可 以 
表 为 5,7,s (0191")* (8/802 ,而 该 式 左边 原 已 表 为 上 太 Te(8/80?(B/80? = 已， 故 


oY¥/3aY oY¥/3Y 
[le (ol) (12.637 
py 
两 者 相等 的 关键 原因 是 两 者 涉及 同一 平移 Killing 矢量 场 &?, 即 (3/971)? . 然而 , 如 
果 把 623 改 为 E*= (3/61")?，, 则 有 


aY¥Y/aY aY¥/3Y 
| EA 国 = | ou[ 蕊 ] 加 (12-6-38) 
而 且 与 式 (12-6-37) 的 量 不 等 . 7 (8/681”)* (9/81)? = p' 可 解释 为 {t,x"} 系 测 得 的 能 
量 密度 , 所 以 式 (12-6-38) 右 边 可 解释 为 柯 西 面 2' 关于 E” 的 总 能 量 E', 它 一 般 不 
等 于 关于 6? 的 总 能 量 B= [7,s (8/81")* (60/67). 总 之 , 选 定 一 个 类 时 平移 单位 
Killing 场 如 后 就 有 一 个 确定 的 能 量 E= [7,n*E?( 工 为 任意 柯 西 面 ), 巨 与 柯 西 
面 区 的 无 关 性 就 可 解释 为 能 量 的 守恒 性 . 
以 7 代表 闵 氏 时 空 全 体 平移 Killing 矢量 场 的 集合 , 则 它 是 个 4 维 矢量 空间 
(其 实 还 是 Poincare 李 代 数 的 4 维 子 代 数 ). 7 给 定 后 , 8 的 每 一 元 素 通 过 式 
(12-6-30) 对 应 于 一 个 实数 忆 (与 柯 机 面 了 的 选择 无 关 ), 可 见 , 给 定 7 就 给 定 了 一 
个 从 2 到 民 的 线性 映射 ,于 是 每 一 7 (每 一 弧 立 物质 场 ) 对 应 于 矢量 空间 FF 上 的 
一 个 对 偶 矢 量 , 称 为 该 物质 场 的 总 4 动量 (total 4-momentum), 可 记 作 PP. 应 该 注意 
书 是 矢量 空间 9 上 的 对 偶 矢 量 而 不 是 闵 氏 时 空 ( 肾 4 7 ) 上 的 对 偶 矢 量 场 . 若 要 给 
P 加 抽象 指标 , 为 避免 混淆 最 好 改 用 大 写 拉丁 字母 4, B,…, 即 把 总 4 动量 记 作 P,， 
它 的 作用 对 象 是 98 的 元 素 E4, [& 作为 (Rn) 上 的 矢量 场 应 记 作 &*; 作为 8 的 
元 素 则 应 记 作 &4.] 即 


P=Pé’= Je . (12-6-39) 

下 面 举 一 具 体例 子 . 设 已 是 闵 氏 时 空 的 无 源 电磁 场 , 其 能 动 张 量 7 ,满足 适 

当 无 限 远 条 件 使 .7sn”E? 存在 , 则 7 决定 一 个 总 4 动量 已. 设 并 是 某 惯性 系 
友 x} 的 同时 面 , 则 Py 作用 于 类 时 平移 单位 Killing 场 (8/80)4e 9 的 结果 可 借 


计算 : 
3 \4 BY DeraN 1 O 
“ 加 | 多 加 | 二] 加 er ke +B )=, 
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(其 中 已, 丐 代 表 世 巡 系 测 得 的 EB 的 大 小 , 电磁 场 总 能 量 改 用 多 表示 , 倒数 第 二 
步 的 理由 见 第 6 章 习题 17.) 设 2' 是 另 一 惯性 系 {7',x”} 的 同时 面 [单位 法 矢 为 
n= (8/81")*], 则 Py 作用 于 类 时 平移 单位 Killing 场 (0/31")“e 的 结果 为 


aY aYraTY 1 ee 
P Tn = {7r, [| = [+B )=g', 
"| 志 ] | i 图 | 加 加 ok ee 


其 中 E', B' 代表 fx 全 系 测 得 的 已, 的 大 小 , 多 ' 则 代表 该 系 测 得 的 电磁 场 的 总 

能 量 . 注意 到 {(8/8D4, (93/6x')4} 和 {(8/81)4, (8/6x”")“} 是 4 维 矢 量 空间 7 的 两 个 
基底 , 可 知 多 = P,(3/804 和 多 ' = Ps(9/61") 之 间 的 关系 就 是 上 同一 对 偶 矢 量 
P 在 两 个 基底 的 第 0 分量 古 和 羽 的 变换 关系 ,两 者 一 般 不 等 (类 似 于 不 同 观 者 测 
同一 质点 的 4 动量 所 得 能 量 的 关系 ). 等 式 


a 六 Na b 
Dan (0/1)? = mean (2B/8n 
反映 能 量 是 守恒 量 , 而 不 等 式 
[eTss (0/01)° (8/80 # [5, Ts (0/07")" (0/07")" 
则 反映 能 量 在 坐标 变换 下 不 是 不 变量 . 


类 似 地 ， 以 上 代表 惯性 坐标 系 {t,x'} 的 同时 面 , 则 P, 作用 于 类 空 平移 单位 
Killing 矢量 场 (9/6x')"* 的 结果 为 


2 的] -J J 


pa 


上 式 右边 是 由 (8/80? 代表 的 观 者 们 测 得 的 电磁 场 3 动量 的 i 分 量 的 负 值 ( 见 第 6 章 
习题 17), 它 也 是 守恒 量 , 因为 对 任 一 柯 西 面 了 2' 有 
[fs Tsn'” (0/0x') = [Tn’ (0/0x')? . 
总 之 , 选 定 惯性 系 后 , 电磁 场 的 总 4 动量 P( 作 为 上 的 对 侦 矢量 ) 的 分 量 可 
表 为 


P=(R,B), 其 中 亡 = 一 |(E?+B7)=2， 
8&r> 


B=- (ExB),=-W. (12-6-40) 
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12.6.3 引力 能 量 的 非 定 域 性 


闵 氏 时 空 的 守恒 量 忆 的 存在 性 密切 依赖 于 Killing 矢量 场 的 存在 性 . 弯曲 时 空 
原则 上 可 以 不 存在 Killing 矢量 场 (处 处 为 零 者 除外 ), 虽然 其 物质 场 的 能 动 张 量 仍 
然 满足 75 = ,和 VT = 0, 却 不 能 仿照 闵 氏 时 空 的 方法 定义 守恒 量 . 人 们 熟知 的 
能 量 、 动 量 和 角 动 量 守恒 律 在 广义 相对 论 中 变 成 微妙 而 复杂 的 问题 . 例如 , 根据 定 
义 , 非 稳 态 时 空 不 存在 类 时 Killing 矢量 场 , 如 果 用 一 个 不 是 Killing 的 类 时 矢量 场 
代替 小 节 12.6.2 的 (8/80? 定义 E, 则 E 不 具有 守恒 性 . 你 可 以 认为 五 的 非 守恒 性 
是 由 于 没有 考虑 引力 场 的 能 量 , 而 这 就 引出 了 引力 场 能 量 这 一 复杂 问题 . 问题 的 复 
杂 性 同样 起 因 于 度 规 的 双重 角色 性 . 作为 几何 背景 , 度 规 似 乎 没有 能 量 可 言 ;， 然 而 
作为 描写 引力 场 的 动力 学 变量 , 度 规 ( 引 力 场 ) 又 应 具有 能 量 . 研究 表明 弯曲 时 空中 
即使 没有 物质 场 (7 =0) 也 可 以 存在 引力 波 , 它 也 应 携带 能 量 . (引力 波 带 走 能 量 
使 脉冲 双星 PSR1913+16 的 轨道 变 小 和 周期 变 短 的 效应 已 被 非常 精确 的 测量 所 验 
证 , 见 87.9.) 与 此 有 关 的 另 一 事实 是 引力 系统 的 总 能 量 必然 包含 引力 势能 :两 个 相 
对 瞬时 静止 的 物体 的 总 能 量 必 小 于 每 个 物体 单独 存在 时 的 能 量 之 和 , 其 差别 正 是 
引力 势能 . 然而 引力 场 能 在 这 两 种 (及 任何 ) 情 况 下 的 表现 都 是 非 局 域 性 的 . 不 存在 
与 闵 氏 时 空 的 类似 的 、 找 写 引 力 场 对 能 量 、 动 量 和 和 角 动 量 的 贡献 的 局 域 量 . 
Bondi( 及 合作 者 ) 和 Sachs 曾 于 1962 年 先后 找到 引力 波 在 无 限 远 处 的 能 流 的 精确 表 
达 式 , 但 它 不 能 由 时 空 的 局 域 几何 决定 , 因为 即使 在 局 域 平 直 时 空中 它 也 可 非 零 . 
其 实 爱 因 斯 坦 方程 Gw = 8x7T 中 的 Z 就 已 包括 所 有 局 域 能 量 , 因此 并, =0 的 引 
力 场 的 能 量 必 然 带 有 非 局 域 的 特征 . 在 广义 相对 论 研究 的 早期 , 许多 学 者 (包括 爱 
因 斯 坦 和 朗 道 、 栗 弗 席 兹 ) 千 方 百 计 想 找 出 反映 引力 场 对 能 量 (动量 ) 贡 献 的 “引力 
场 能 动 张 量 we ”, 它 与 也 ,之 和 代表 物质 场 和 引力 场 的 总 能 量 (动量 ) 性 质 ( 且 有 守 
恒 性 ), 然而 能 够 找到 的 zw 却 毫 无 例外 地 只 是 “ 硕 张 量 ”(pseudotensor), 它们 不 是 
与 坐标 系 无 关 的 几何 客体 的 坐标 分 量 而 是 密切 依赖 于 坐标 系 的 量 (从 定义 开始 就 
依赖 于 坐标 系 ). 它们 可 以 在 某 些 坐 标 系 中 为 零 而 在 另 一 些 坐 标 系 中 非 零 (选读 
12-6-3 将 对 朗 道 、 栗 弗 席 兹 的 厦 张 量 做 一 简介 ). ”是 否 还 有 可 能 通过 进一步 努力 
找到 代表 引力 场 对 能 量 和 动量 的 贡献 的 不 是 帮 张 量 的 张 量 ? 看 来 答案 只 能 是 否定 
的 . 在 牛顿 力学 中 , 引力 场 能 密度 正比 于 |Vp| 上 (4p 是 引力 势 ), 因为 在 广义 相对 论 的 


外 持 张 量 在 文献 中 存在 着 两 种 虽 有 联系 但 却 不 同 的 含义 . 第 一 种 涉及 该 量 在 坐标 反射 变换 下 的 表现 ( 厦 张 量 
与 张 量 的 区 别 在 于 一 个 负 号 ). 本 书 的 硅 张 量 是 指 第 二 种 含义 . 在 用 抽象 指标 的 陈述 中 , 厦 张 量 是 这 样 一 种 张 量 , 它 
从 定义 起 就 要 借助 于 时 空 内 豪 几 何以 外 的 附加 结构 , 诸如 某 个 偏爱 的 (preferred) 坐 标 系 或 特定 的 基底 场 . 就 是 说 , 硅 
张 量 是 坐标 系 (或 基底 ) 依 赖 的 张 量 . 克 氏 符 就 是 厦 张 量 的 一 例 . 本 小 节 的 “引力 场 能 动 张 量 1 ”是 又 一 例 .第 
15 章 ( 下 册 ) 的 张 量 密度 则 是 第 三 例 . 
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牛顿 极限 中 与 图 对 应 的 是 度 规 的 有 关 分 量 [用 = -(1+ goo)/2], 所 以 弯曲 时 空中 引力 
场 能 密度 的 最 佳 候 选 者 是 度 规 的 一 阶 导数 的 二 次 式 . 然而 , 由 度 规 分 量 一 阶 导数 能 
组 成 的 非 坐 标 依赖 的 唯一 张 量 ( 协 变量 ) 是 零 . 从 物理 角度 看 , 过 任 一 时 空 点 p 都 有 
许多 类 时 测 地 线 , 其 相应 的 自由 下 落 无 自转 观 者 测 得 的 “引力 场 ” 为 零 (全 部 厂 5j， 
在 线 上 为 零 表 明 线 上 “引力 场 ”为 零 , 见 $7.5), 引力 场 的 能 量 和 动量 密度 自然 也 应 
为 零 , 可 见 代表 引力 场 对 能 量 、 动 量 贡 献 的 非 零 张 量 非 大 张 量 呐 属 . 总 之 , 长期、 大 
量 的 研究 使 人 们 认识 到 引力 场 的 能 量 (动量 ) 密 度 没有 意义 , 就 是 说 引力 场 能 量 ( 动 
量 ) 是 非 定 域 的 . 可 以 说 等 效 原理 是 这 一 结论 的 总 根源 . 然而 , 既然 平 直 时 空 的 对 称 
性 可 被 用 以 定义 守恒 量 , 人 们 自然 期 望 渐 近 平 直 时 空 的 渐 近 对 称 性 可 被 用 以 定义 
全 时 空 的 守恒 量 . 研究 表明 的 确 如 此 :在 渐 近 平 直 时 空中 每 一 时 刻 的 整个 3 维 空间 
的 总 能 量 ( 含 引 力 场 能 ) 有 明确 意义 , 它 可 用 T +to 对 全 空间 的 积分 求 得 . 虽然 不 
同 作 者 找到 的 帮 张 量 t*” 的 表达 式 各 不 相同 (存在 无 限 多 种 不 同 的 “能 量 表述 ”)， 
但 用 (TW +1%)[ 或 (-g)(T” +t%)] 作 空间 积分 求 得 的 全 空间 总 能 量 却 一 样 , 这 又 
一 次 反映 引力 场 对 能 量 的 贡献 的 整体 ( 非 定 域 ) 味 道 . 然而 这 种 做 法 存在 着 太 多 的 
坐标 系 依赖 性 , (不 仅 t“” 依赖 于 坐标 系 , 而 且 在 对 全 空间 作 积 分 时 也 必须 采用 渐 近 
第 卡 儿 系 , 即 越 远 越 接近 笛 卡 儿 系 的 坐标 系 . ) 从 而 带 来 许多 麻烦 和 困扰 . 于 是 人 们 
又 致力 于 寻找 关于 孤立 体系 总 能 量 的 纯 几 何 表 述 方 式 , 并 借助 渐 近 平 直 时 空 的 空 
间 无 限 远 和 类 光 无 限 远 (i?” 和 .9 ) 的 有 关 概 念 获得 了 很 好 的 结果 . 下 节 将 对 此 作 适 
当 介绍 . 

“引力 场 能 密度 无 意义 ”的 结论 使 得 “对 密度 作 积分 以 求 得 给 定 空间 区 域 的 
能 量 ” 的 通常 做 法 成 为 不 可 能 , 于 是 “给 定 空 间 区 域内 (给 定 2 维 闭 曲 面 内 ) 的 能 量 ” 
的 概念 看 来 要 失去 意义 . 就 是 说 , 我 们 一 方面 必须 承认 引力 场 能 的 存在 性 , 另 一 方 
面 , 在 涉及 引力 场 能 的 问题 时 许多 关于 能 量 的 习以为常 的 提 法 都 不 许 再 提 , 例如 

“引力 场 能 量 存在 于 何 处 ?” 也 成 了 不 许 问 的 问题 . [对 某 一 时 刻 , 允许 谈 及 全 空间 
的 能 量 而 不 许 谈 及 某 一 有 限 空 间 范 围 内 ( 含 引力 场 能 ) 的 能 量 . ] 这 使 许多 物理 学 家 
感到 不 便 其 至 困扰 , 因此 不 少 学 者 都 曾 在 承认 “引力 场 能 密度 无 意义 ”的 前 提 下 致 
力 于 探寻 “ 准 局 域 (quasilocal) 能 ( 动 ) 量 ”( 即 在 给 定 2 维 闭 曲面 内 的 能 量 和 动量 ) 的 
合理 定义 . Penrose 是 这 方面 的 早期 探索 者 之 一 , 他 在 1981 年 以 扭 量 (twistor) 为 工具 
对 此 下 过 定义 . Hawking 也 曾 在 更 早 时 (1968 年 ) 给 出 过 影响 较 大 的 准 局 域 量 公式 . 
后 来 又 有 许多 学 者 对 此 做 过 探讨 , 其 中 Nester 等 (从 1994 起 ) 以 4 维 协 变 哈密 顿 理论 
为 基础 、 以 微分 形式 为 工具 的 准 局 域 量 定义 [ 见 Nester(2004)] 以 及 Brown 和 York 
用 Hamilton-Jacobi 方法 对 准 局 域 量 所 下 的 定义 [ 见 Brown et al.(1992, 1993, 1997)] 
更 是 日 渐 受 到 关注 . .上述 研究 后 来 还 引起 了 若干 数学 家 的 兴趣 , 他 们 也 做 出 了 很 受 
重视 的 工作 , 例如 , 见 Liu( 刘 秋 菊 ) and Yau( 丘 成 桐 X2003, 2004) 及 Shi( 史 宇 光 ) and 
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Tam( 谭 联 辉 )(2002). 本 书 将 在 选读 15-5-2( 讲 完 引 力 场 的 哈 氏 理论 之 后 ) 对 此 做 一 
非常 粗略 的 简介 , Szabados(2004) 对 准 局 域 量 定义 的 必要 性 、 困 难 、 有 关 学 者 的 定 
义 ( 及 其 动机 、 物 理 图 象 和 问题 ) 以 及 准 局 域 量 的 某 些 可 能 应 用 等 做 了 相当 详尽 的 
综述 . 然而 , 也 有 一 些 前 沿 学 者 对 定义 准 局 域 量 的 必要 性 从 根本 上 不 以 为 然 . 
[选读 12-6-3] 

朗 道 和 采 弗 席 效 (Landau and Lifshitz) 的 厦 张 量 的 坐标 分 量 表达 式 为 


1 
1 人 Sl ee -gg )(2ThsT? PE Oe a fap) 


+g MgB (TapT ?og + TapT ?ip -TpoT ?a Taal ?po) 
+g*gB (TapT Pag + /apgT ?ap —T pol ?a — Taal? po) 
tg gP(T Hg op — TriaT pp), (12-6-41) 


其 中 g 从 是 时 室 度 规 g,, (之 谤 ) 的 坐标 分 量 , 古 8xw 是 度 规 在 该 系 的 克 氏 符 . 设 了 必 
是 物质 场 的 能 动 张 量 的 坐标 分 量 , g 是 gm 在 该 系 的 行列 式 , 则 可 以 证 明 [ 见 
Carmeli (1982)P.247~249] rw" 满足 

[Cae)TY + ), =0. (12-6-42) 


上 式 与 Vo7%% =0( 即 Triv =0) 的 最 重要 区 别 是 (-g)(T4! +14) 的 普通 (而 不 是 协 
变 ) 导 数 为 零 .借助 于 坐标 语言 的 Gauss 定理 ( 略 ) 可 从 式 (12-6-42) 得 到 积分 守恒 量 
[ 见 Carmeli (1982)P.249 和 Misner et al.(1973)P.466] 

P+ = | (8)(TAO + )dxldx2dx3 ， 


积分 遍及 x? =0 的 整个 超 曲 面 .通常 把 P+ 解释 为 渐 近 平 直 时 空中 包括 引力 场 贡献 
的 总 4 动量 , 其 中 P°" 及 PP!' 分 别 为 总 能 量 和 总 3 动量 (的 i 分 量 ), 相应 地 就 把 
(-g)(T” +1%) 及 (-g)(T"”+1 ) 分 别 解释 为 总 能 量 密度 和 总 3 动量 (i 分量 ) 密 度 . 
然而 朗 道 和 采 帝 席 诊 的 1 以 及 所 有 人 找到 的 14* 都 只 能 是 履 张 量 .以 式 (12-6-41) 
的 14 而 论 ,对 自由 下 落 无 自转 观 者 G 的 固有 坐标 系 , 4w |6=0 导致 
14 (jv=0,1,2,3) 在 G 线 上 为 零 (与 自由 下 落 无 自转 观 者 认为 “无 引力 ”的 物理 图 
象 一 致 ). 但 对 其 他 许多 坐标 系 , G 线 上 的 t 不 全 为 零 .th 的 大 张 量 味道 由 此 可 见 
一 斑 . [选读 12-6-3 完 ] 


第 12 章 渐 近 平 直 时 空 87 . 


8 12.7” 渐 近 平 直 时 空 的 总 能 量 和 总 动量 


12.7.1 Komar 质 (能 ) 量 


Komar 把 牛顿 引力 论 的 质量 概念 推广 , 得 到 渐 近 平 直 稳 态 时 空 的 总 质 ( 能 ) 量 的 
定义 , 对 理解 渐 近 平 直 时 空 的 总 能 量 很 有 帮助 . 在 牛顿 引力 论 中 , 引力 系统 的 总 质 
量 为 


ee 
M= 元 GO Nds, (12-7-1) 


其 中 S$ 是 把 所 有 物质 包含 在 内 的 任 一 拓扑 2 球面 , 六 是 5 的 外 向 单位 法 矢 , $ 是 引 
力 势 , -Vp 是 球面 上 单位 试探 质量 所 受 的 引力 , 因此 VG 代表 为 保持 单位 试探 质量 
在 球面 上 不 动 所 应 施加 的 外 力 . 由 于 乡 在 物质 所 在 区 以 外 满足 V“4g= 0, 式 (12-7-1) 
的 积分 与 8 的 选择 无 关 . 在 推广 到 广义 相对 论 时 , 首先 遇 到 什么 叫做 “保持 不 动 ” 
的 问题 , 而 这 只 对 稳 态 时 空 才 有 明确 含义 . 稳 态 时 空 存在 类 时 Killing 矢量 场 ?, 可 
以 自然 地 把 世界 线 与 2 的 积分 曲线 重合 的 质点 定义 为 “不 动 ”. 按照 这 一 物理 解 
释 , 注意 到 广义 相对 论 的 特点 , 经 一 番 推 导 之 后 , Komar(1959) 把 式 (12-7-1) 推 广 而 
得 渐 近 平 直 稳 态 时 空 的 总 质量 (能 量 ) 的 如 下 定义 ( 详 见 选读 12-7-1): 


i | spcaV*E， (Mx 的 K 代 表 Koman) (12-7-2) 
B75 


其 中 是 按 如 下 要 求 作 了 “ 归 一 化 ”的 类 时 Killing 场 :-&& 在 趋 于 无 限 远 时 的 
极限 为 1， Vs 和 ssey 分 别 是 与 时 空 度 规 适 配 的 导数 算 符 和 体 元 , S 是 任 一 包围 全 
部 物质 的 拓扑 2 球面 . 利用 的 Killing 性 可 以 证 明 ( 见 选读 12-7-1), 只 要 把 所 有 物 
质 包 围 在 内 , 取 任 何 2 球面 都 可 由 式 (12-7-2) 得 出 相同 的 Mx . 由 式 (12-7-2) 定 义 的 
Mx 称 为 Komar 质 (能 ) 量 . 计算 表明 (习题 ) 从 施 瓦 西 度 规 出 发 用 式 (12-7-2) 求 得 
的 Mi 正好 等 于 该 度 规 的 质量 参数 M , 这 从 一 个 侧面 验证 了 式 (12-7-2) 的 合理 性 . 
[选读 12-7-1] 

现在 介绍 从 式 (12-7-1) 到 (12-7-2) 的 推广 过 程 . 先 讨论 渐 近 平 直 静 态 时 空 . 设 如 
是 反映 静态 性 的 超 曲 面 正 交 类 时 Killing 矢量 场 (E96 在 趋 于 无 限 远 时 趋 于 
1), 2, 是 与 6? 正 交 的 任 一 超 曲 面 , 8 是 兄 内 任 一 包围 全 部 物质 的 拓扑 2 球面 , N。 
是 S 作 为 区 ,中 的 超 曲面 的 单位 外 向 法 矢 ( 图 12-21). 在 球面 足够 大 时 引力 场 其 弱 ， 
式 (12-7-1) 近 似 成 立 . 设 球面 上 茶点 有 一 静态 观 者 Gs ,其 4 加 为 U. 以 G 代 表 自 由 
下 落 无 自转 观 者 , 其 世界 线 在 p 点 与 Gs 相 切 , 则 由 命题 7-4-2 可 知 G 在 p 时 刻 相对 
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于 Gs 的 3 加 速 ae 等 于 Gs 的 (绝对 )4 加 速 4 的 负 值 . 而 由 牛顿 力学 又 知 ao 等 于 引 
力 势 的 梯度 VG 的 负 值 , 所 以 式 (12-7-1) 的 Vp 对 应 于 Gs 的 4 加 速 4 =UoV5U“. 
注意 到 式 (12-7-1) 的 入 和 dS 分 别 对 应 于 Na 和 sw (5S 的 面 元 ), 便 知 式 (12-7-1) 可 改 
写 为 


1 sd 1 C d 1 C 


图 12-21 Komar 质量 定义 为 包围 全 部 物质 的 任 一 拓扑 2 球面 9$ 上 的 积分 . 
Gs 和 G 分 别 是 静态 和 自由 下 落 无 自转 观 者 
其 中 So 代表 足够 大 (“ 无 限 远 ”) 的 球面 , 在 此 条 件 下 牛顿 引力 论 适 用 , 且 Us ee， 
我 们 希望 把 上 式 改写 为 在 包围 全 部 物质 的 任意 2 球面 8S$ 上 的 积分 , 它 满足 :与 5 
的 选择 无 关 ; @ 在 3= S。 时 回 到 式 (12-7-3). 计算 表明 ( 见 稍 后 ), 只 要 在 把 式 (12-7-3) 
的 S。 改 为 S 的 同时 在 被 积 2 形 式 前 添加 因子 x1, [X=(- EE,) ?是 红 移 因子 , 满 
足 U°=X 1E°, 见 小 节 9.2.1.] 就 可 满足 上 述 要 求 . 因此 
1 


a 1 
M=7 | ex Nab vee = | enV Nive (127-4) 


然而 上 式 又 可 改写 为 式 (12-7-2), 证 明 如 下 . 令 op =EpyVcid , 则 ww 在 8 上 的 限 
制 Gop (作为 8 上 的 2 形式 场 ) 与 sm 只 能 差 一 函数 乘 子 , 即 全 ,= Kes. 以 
EW = NeU1JEA 缩 并 此 式 , 右边 给 出 2 天 ,左边 给 出 


Ep = Ed = NeU ye fbrscaV "=— ANU p67 16° nV°Ed 
=—4NU ,6/6° 1V° Ed =— 4NgU VE ， 
(其 中 第 一 步 是 因为 sm 是 8 的 体 元 , 第 四 步 用 到 Killing 方 程 VeEd =VIcecd] . ) 于 是 
得 玉 = -2U。NuVee4 ,从 而 式 (12-7-2) 右 边 为 


1 ced 1 全 1 ced 
-去 | euuv 6 二 二 Gp = | sa (UeNav 6 )， 


第 12 章 渐 近 平 直 时 空 .89 . 


可 见 式 (12-7-4) 可 改写 为 式 (12-7-2) 即 Komar 质量 定义 式 . 

最 后 证 明 式 (12-7-4)[ 即 式 (12-7-2)] 满 足 前 面 提 出 的 两 个 要 求 . 要 求 @ 显 然 满 足 
( 因 X1 |s =1) 所 以 只 须 证 明 式 (12-7-2) 的 积分 与 3 无关. 又 因为 mu = BspoqV 6 ， 
所 以 只 须 证 上 四 = |@ ,其 中 S 和 5S' 都 是 了 中 把 所 有 物质 包含 在 内 的 任意 拓扑 2 
球面 . 以 0 代表 确 中 介 于 S 和 5S' 之 间 的 3 维 区 域 (真空 区 域 ), 则 由 Stokes 定理 可 知 
Js@-js@=j,dw, 故 只 须 证 dw 在 o 上 为 零 . 令 Fs 三 Vo ，, 则 Fug 是 2 形式 ,上 且 
ao =2 °F .仿照 选读 7-2-2 计算 d'F 的 方法 可 得 

dm =2d'F =-2e00aV FY =-2eogdV VE. 


再 利用 第 4 章 习题 14(b) 关 于 Killing 场 名 的 结果 便 得 dow = 2Esecy 有 “ac . 由 真空 爱 
因 斯 坦 方程 可 推 得 真空 区 域 的 里 奇 张 量 R_ =0, 故 do 在 a 上 为 零 . 可 见 式 (12-7-2) 
的 积分 同 8 无 关 . 这 一 无 关 性 只 依赖 于 &2 的 类 时 Killing 性 , 因此 , 也 可 把 式 (12-7-2) 
推广 为 任意 渐 近 平 直 稳 态 (不 一 定 静 态 ) 时 空 总 质量 的 定义 . 静 ( 稳 ) 态 时 空 的 时 间 平 
移 不 变性 保证 Komar 能 量 是 守恒 量 . Kerr 时 空 是 稳 态 而 非 静 态 的 渐 近 平 直 时 空 的 
重要 例子 ( 详 见 第 13 章 ), 因而 其 Komar 质量 有 意义 . 

Komar 质量 还 可 推广 到 在 无 限 远 附 近 7Tw zx0 的 渐 近 平 直 时 空 , 只 要 75 足够 
快 地 渐 近 趋 于 零 , 而 且 当 式 (12-7-2) 中 的 S$“ 趋 于 无 限 大 ”时 积分 的 极限 存在 [这 时 
Mk 定义 为 式 (12-7-2) 右 边 的 极限 ]. 带电 静态 球 对称 星 体外 的 时 空 (RN 时 空 ) 就 是 
一 例 . 计算 表明 (习题 ) 对 RN 时 空 有 一 (sawpoaV 5 )/8r=M -Or (M 和 QQ 是 该 
时 空 的 参量 ), 因而 其 Komar 质量 Mr =lim, ,ws(M 一 9/r)=M .，[ 选 读 12-7-1 完 ] 


12.7.2 ADM 4 动量 


非 稳 态 时 空 不 存在 类 时 Killing 矢量 场 , 因此 Komar 质量 的 定义 不 适用 . [如 果 
任 取 一 个 非 Killing 的 类 时 矢量 场 充当 代入 式 (12-7-2), 则 无 法 保证 积分 同 所 选 
球面 5 无 关 .] 然而 , 时 空 的 渐 近 平 直 性 使 时 空 的 总 质量 (能 量 ) 和 总 动量 的 定义 成 
为 可 能 , 而 且 它们 可 结合 而 成 总 4 动量 矢量 . 存在 两 种 重要 的 、 不 同 的 而 又 密切 相 
关 的 总 4 动量 概念 , 本 小 节 先 介绍 其 中 之 一 , 即 ADM 4 动量 , 是 由 Arnowitt Deser 
and Misner(1961, 1962) 首 先 提出 的 . 他 们 当时 用 坐标 语言 对 渐 近 平 直 时 空 的 能 量 
和 3 动量 下 定义 (选读 15-5-1 对 这 一 定义 的 动机 有 进一步 的 讨论 ). 设 三 是 满足 一 定 
条 件 的 渐 近 平 直 类 空 超 曲 面 , {x'} 是 三 上 渐 近 欧 氏 ( 笛 卡 儿 ) 的 3 维 坐标 系 [ 详 见 
Wald(1984)] hy 是 时 空 度 规 gm 在 三 上 的 诱导 度 规 在 fx'} 系 的 分 量 , S 是 
r=[ (Xx!1)? +(z2)2 +(xz3)2]72 为 常数 的 2 维 球面 , N' 是 5 的 单位 外 向 法 矢 在 {x 站 
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系 的 分 量 , 则 ADM 能 量 定义 为 
= 一 lim (0,h 0.hy)N'dS，( 无 沦 上 下 指标 , 重复 暗示 求 和 ) 。 (12-7-5) 


16Tr 一 oo 
其 中 8; =8/ax: . 由 于 不 用 站 概念 ,的 定义 必然 涉及 极限 . 可 以 证 明 : 上 式 的 积 
分 同 渐 近 欧 氏 坐标 系 {x'} 无 关 ; 名 对 渐 近 平 直 的 稳 态 时 空 , 车 取 匡 渐 近 正 交 于 类 
时 Killing 场 , 则 式 (12-7-5) 同 Komar 质量 公式 一 致 . 以 施 瓦 西 时 空 为 例 , 取 施 瓦 西 坐 
标 系 的 一 个 等 ! 面 为 三, 则 gj 在 区 上 的 诱导 线 元 为 
ds =(1 -2M/r) dr +r’(d0* +sin20 dp”) 

=(1—2M/r) [dr +(—2M/r) r*(d0” +sin20 dp) 

s(+2M/r) [dr* +r*(d0? +sin?0 dp2)] ， 
其 中 最 末 一 步 是 因为 > 很 大 时 有 1-2M/r=1 及 (1 -2M/r)"1 =1+2M/r. 令 

x! =r sing cos 9, x? =r sin0 sing, x3 =rcosO， 
则 ds? s(1+2M/r) [dx)? +(dxz2)2 + (dx3)]— 2 > (dxl)2 + (dx?)? +(dx3)2， 
可 见 {x',x?,x*} 是 渐 近 笛 卡 儿 系 , 且 渐 近 地 有 为 < 6, (1+2M/n) .代入 式 (12-7-5)， 
经 简单 计算 (习题 ) 便 得 E= M. 
式 (12-7-5) 的 面积 分 还 可 用 高 斯 定理 化 为 3 维 体积 


= _v2p d3 ， 
有 = 二 | (88 广 -Vi dix, (12-7-57) 


于 是 46n) (8i8 访 -Vip) 似乎 可 看 作 包 含 引力 场 贡献 的 能 量 密度 . 然 
而 , 8;0 hy 一 V “hj 既 无 协 变性 又 无 正定 性 , 把 它 看 作 能 量 密度 没有 多 少 好 处 . 事 
实 上 , 存在 着 许多 不 同 于 (16 (8;0;h -Vv*h;) 的 表达 式 (包括 著名 的 朗 道 - 栗 弗 
席 兹 表达 式 ), 它们 在 全 空间 的 积分 都 相同 (都 等 于 ADM 能 量 E). 由 此 可 知 , 虽然 
包含 引力 场 贡献 的 “能 量 密度 ”没有 意义 , 它们 对 全 空间 的 积分 却 有 意义 , 而 且 都 
等 于 全 空间 的 总 能 量 . 

若干 学 者 在 ADM 文章 的 基础 上 用 几何 语言 对 ADM 4 动量 作 了 深入 研究 . 选 
读 12-7-2 将 介绍 Ashtekar and Hansen(1978) 利用 如 点 的 切 空 间 的 几何 结构 对 ADM 
4 动量 所 下 的 定义 . 人 们 熟知 质点 在 其 世界 线 上 一 点 p 的 4 动量 P* 是 p 点 的 切 空 
间 六 ,的 元 素 ,， P* 的 时 间 和 空间 分 量 分 别 代 表 质 点 在 该 时 刻 的 能 量 和 3 动量 . 自然 
要 问 : ADM 4 动量 P* 是 哪个 矢量 空间 的 元 素 ? 答案 有 趣 而 且 意 味 深长 : ADM 4 
动量 PP 是 站 点 的 4 维 切 空间 Vs 的 元 素 , 即 Pre V,, 它 可 解释 为 任 一 时 刻 ! 的 全 空 
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间 (由 类 空 超 曲 面 马 代表 中 的 总 4 动量 (不 同时 刻 的 全 空间 有 相同 的 4 动量 的 这 一 
结论 表明 4 动量 守恒 ), 其 “时 间 分 量 ” 和 “空间 分 量 ” 分 别 代表 该 时 刻 全 空间 的 
ADM 能 量 和 3 动量 , 具体 说 就 是 : 设 襄 是 马 在 总 点 的 指向 未 来 的 单位 法 矢 , 则 马 
的 ADM 能 量 已 和 ADM 3 动量 p? 分 别 为 
FE-_phio， po=-Po_-Phio (12-7-6) 
其 中 已 =gw |。P". 上 式 也 可 表 为 
P"=Ef"+p". (12-7-7) 
车 两 个 类 空 超 曲面 马 和 马 , 在 如 有 相同 的 单位 法 矢 ( 训 = ), (对 闵 氏 时 空 , 同一 
惯性 系 的 所 有 同时 面 都 有 相同 的 各 .) 则 由 式 (12-7-6) 可 知 E=E', 这 意味 着 能 量 
守恒 .但 车 训 2'“, 则 Ez EE', 不 过 这 不 表明 能 量 不 是 守恒 量 , 只 表明 能 量 不 是 不 
变量 . 改变 如 有 点 类 似 于 讨论 质点 时 改变 观 者 , 质点 在 世界 线 上 一 点 p 有 确定 的 
4 动量 P* ,但 车 选 p 点 的 两 个 不 同 的 瞬时 观 者 , 测 得 的 能 量 当 然 不 同 . 闵 氏 时 空 的 
电磁 场 是 另 一 个 有 助 于 理解 的 例子 : 设 王 和 区 ' 是 两 个 不 同 惯性 系 的 同时 面 , 同一 
电磁 场 已 在 此 二 系 的 电场 和 磁场 分 别 为 (EZ,8) 和 (E',8"), 则 两 系 测 得 的 电磁 场 
总 能 量 多 和 多 ' 分 别 为 名 =(8D) 1 /5(B?+B?) 和 gg'=(8m)"1/s(E?+B?), 多 与 
多 ' 一 般 不 等 表明 两 系 测 得 的 电磁 场 能 不 等 ( 详 见 小 节 12.6.2): 能 量 在 坐标 变换 下 
不 是 不 变量 . 
[选读 12-7-2] 
本 选读 介绍 Ashtekar and Hansen(1978) 利 用 认 点 的 切 空间 的 几何 结构 对 全 时 
空 的 守恒 量 (重点 是 ADM 4 动量 已 ) 所 下 的 定义 .请 先 读 选读 12-5-2. 
在 讨论 各 种 物理 场 的 渐 近 表现 时 , 我 们 只 关心 那些 满足 某 些 “好 ”条 件 的 称 为 
有 正规 方向 依赖 极限 的 张 量 场 T…..., 这 些 条 件 保 证 它 沿 任 一 曲线 趋 于 记 时 (该 线 
切 矢 在 刀 为 单位 长 ) 有 方向 依赖 极限 , 记 作 厂 (1)=lim ,nT 而 且 7 …(7) 对 
应 于 天 上 的 一 个 C" 张 量 场 了 [7 (7) 中 的 了 7 代表 方向 依赖 性 , 每 一 7 代表 一 
个 趋 近 刀 的 方向 , 对 应 于 开 的 一 点 ,因此 每 个 7 ……(7T) 对 应 于 天 上 的 一 个 张 量 场 
T…....] 我 们 的 目的 是 讨论 引力 场 的 渐 近 表现 并 给 出 ADM 4 动量 的 几何 定义 . 作 
为 导 引 , 先 介 绍 电磁 场 的 渐 近 表现 以 及 用 让 对 电荷 所 下 的 等 价 定义 .为 此 ,把 渐 近 
平 直 时 室 定 义 中 的 渐 近 真空 条 件 放宽 为 渐 近 电磁 真空 , 并 要 求 (2F 有 正规 方向 


@ 只 讨论 这 样 的 书 ,添上 ia 点 所 得 的 立 = 卫 U 人 fi 是 (ME。) 的 3 维 子 流 形 , 它 在 六 为 C”. 这 一 条 件 使 我 
们 可 以 谈 及 忆 (准确 说 是 多 ) 在 疡 点 的 单位 法 矢 产 . 
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依赖 极限 , 即 瑟 ,(7])=lim o 人 2Fs 对 应 于 天 上 的 C" 张 量 场 忆 [用 已 po(7) 代表 
人 2Fs (1) 以 图 简洁 ]. 作为 流 形 中 的 超 曲面 , KK 上 的 张 量 场 分 为 “ 切 于 KK 的 ”和 
“不 切 于 天 的 ”两 类 . 对 矢量 场 而 言 , 切 于 就 是 与 的 法 矢 正 交 , 即 与 法 余 失 的 指 
标 缩 并 为 零 .类 似 地 , 玉 上 的 任意 型 张 量 场 了 …… 称 为 “ 切 于 天 的 ”, 若 其 每 一 指标 
与 天 的 法 夭 ( 或 法 余 拓 ) 的 指标 缩 并 为 零 ( 虽 然 “ 切 于 ”一 词 对 下 指标 未 必 很 合适 )， 
回 到 瓦 ， 来 , 由 于 万 "是 KK 的 法 矢 场 ,而 万 "局, 一般 非 零 , 瓦 ， 一般 不 是 “ 切 于 开 ” 的 
张 量 场 , 直接 用 处 不 大 . 令 巨 := 万 " 瓦 ，， 妃 := ?Fs, [其 中 *FF， 是 所 ,的 对 偶 形 
式 , 求 对 偶 所 用 的 eupur 是 (Wo,1sp) 上 与 1 四 适 配 的 体 元 .] 则 易 见 万 " 巨 。 =0， 
77"B, =0, 可见 E。 和 B, 是 “ 切 于 玉 ”的 对 偶 拓 量 场 , 因 瓦 ， 可 由 ,和 BB, 表 出 ," 
故 (EE,B,) 代 表 了 Fs 的 全 部 渐 近 信息 , 不 妨 分 别称 之 为 渐 近 电场 和 渐 近 磁场 . 由 
麦 民 方程 VF =0 和 Vi 机 =0 可 推出 V 已 s =0 和 Vi,Foc] =0. ( 见 本 章 习 题 3， 
其 中 六 与 非 物 理 度 规 世 bp 适 配 ,) 再 对 后 两 式 取 极 限 又 可 证 明 [ 见 Ashtekar and 
Hansen(1978)] 五 和 B, 满足 如 下 的 渐 近 电磁 场 方程 : 
V°F,=0 一 D’E, =0, Di,B, =0, (12-7-8) 
VPR =0 > D’B, =0, DjsB=0, (12-7-9) 


其 中 DD。 是 KK 上 满足 DD。h。=0 的 导数 算 符 (如 。 是 11。 在 KK 上 的 诱导 度 规 ). 利用 
可 定义 渐 近 平 直 时 空 的 总 电荷 . 玉 的 一 个 拓扑 2 球 截面 C 对 应 于 物理 时 空中 一 个 

室 超 曲面 七 上 的 球面 序列 在 “半径 趋 于 无 限时 的 极限 ”, 克 ( 代 表 一 个 时 刻 的 全 
空间 ) 的 总 电荷 可 定义 为 


1 
QD) = 二 [5 BS (12-7-10) 


其 中 Epc 是 (6,1) 的 体 元 6scg 在 KK 上 诱导 的 体 
元 .为 证 如 守恒 只 须 证 上 式 与 C 无 关 . 把 截面 C' 与 
C 在 天 中 国 出 的 3 维 区 域 记 作 cr (图 12-22), 令 
Bo. =B"Es, 则 由 Stokes 定理 可 得 [Bp-[。pB= 
| dp .再 由 DE,=0 又 不 难 证 明 dB=0, 可 见 
图 12.22 og 是 中 位于 窗 面 je 有 =jeD ,好 电荷 守恒 ,还 可 证 明 上 式 定义 的 电 
C 和 C' 之 间 的 3 维 区 域 和 荷 O(5) 与 式 (12-6-8) 定 义 的 O(5) 一致. 类 似 地 ,区 


@ is = -2 法 a6] + sobed 太 "号 ”. 不 难 验证 (练习 ) 此 式 的 确 给 出 7? 忆 = 77? = B,. 
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人 
Qi (2) := gd ED ee (12-7-10") 


在 此 基础 上 便 可 讨论 渐 近 引力 场 .由 于 渐 近 真空 ,而 真空 时 空 的 里 奇 张 量 为 堆 ， 
即 黎 曼 张 量 等 于 外 尔 张 量 Cse”, 故 引力 场 的 渐 近 行为 由 Css 决定 .由 渐 近 平 直 时 
室 的 条 件 可 证 《21?Cos。? 存在 方向 依赖 极限 Cs“ (7)=lim_ ,p421 ?Cpe” ,也 可 用 度 
规 名 ss |。 降 指标 而 得 Cpcz(71), 它 在 天 上 对 应 的 张 量 场 Csoy 一 般 不 “ 切 于 KK”. 份 
照 电磁 场 的 做 法 ,在 氏 上 定义 如 下 两 个 张 量 场 (分 别称 为 外 尔 张 量 的 “ 电 ” 和 “ 磁 ” 
部 分 ): 
Eos := 万 万 ”Caoa， (12-7-11) 
Bay := TH Bac Ca” (12-7-12) 
由 反 称 性 Cuacsa 一 Caeloa 易 见 ?Ess =0 ,7" EB =0 和 万 “Bu =0 ,万 "有 =0 ,所 以 
Ep 和 Bh,“ 切 于 天”. 因 为 Copoy 可 由 ,和 Bs 表 出 ,所 以 (BE,,B,,) 完全 代表 了 
引力 场 的 渐 近 信息 (一 阶 ), 称 为 渐 近 引力 场 .由 式 (12-7-11) 和 (12-7-12) 以 及 外 尔 张 量 
的 无 迹 性 可 知 巨 p 和 Bs 都 对 称 且 无 迹 ( 即 h“,, =0,h~“B,s =0). 由 于 里 奇 张 量 
Ri 在 无 限 远 附近 为 零 , 比 安 基 恒 等 式 可 表 为 VisCpojas =0, 由 此 可 证 和 Bs 满 
足 如 下 渐 近 引力 场 方 程 [Ashtekar and Hansen(1978)]: 
Di,Ey = 0， DioBoe =0. (12-7-13) 
上 式 同 电磁 场 的 DisE6j=0 和 DisBsj=0 类似 .为 什么 没有 同 D"E,=0 以 及 
D“B,。 =0 类似 的 方程 ?答案 是 这 已 蕴含 于 方程 (12-7-13) 中 :用 有 hh“ 缩 并 式 (12-7-13), 
注意 到 和 B, 的 无 迹 性 , 便 得 DE,=0 和 DB,=0. 利 用 巨 , 可 以 定义 
ADM 4 动量 已. 小节 12.6.2 讲 过 闵 氏 时 空中 物质 场 T 的 总 4 动量 , 它 是 Poincaré 


李 代数 吃 的 4 维 平移 子 代数 .7 上 的 对 偶 拓 量 . 注意 到 SPI 李 代 数 乡 也 存在 一 个 特 
丈 的 4 维 平 移 子 代数 .ipl CC 多 ,自然 希望 把 ADM 4 动量 定义 为 .pl 上 的 对 偶 和 拓 量 ， 


即 希 望 P, sp .为 此 , 只 须 定义 P 作用 于 任 一 u“€ ipl 所 得 的 实数 . 这 定义 为 
Pu := | BsE®D,f(0), (12-7-14) 


其 中 C 和 Ej 的 意义 与 式 (12-7-10) 相 仿 , f(@) 是 玉 上 与 24 对 应 的 函数 . [命题 
12-5-14 的 证 明 中 已 说 明 Fpi 的 每 一 元 素 可 表 为 f/(@)v", 从 而 对 应 一 个 f(@).] 
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为 证 明 ADM 4 动量 PP, 的 守恒 性 , 只 须 证 明 上 式 积 分 与 截面 C 无关. 这 一 证 明 依 赖 
于 两 个 公式 ,第 一 个 是 
D, Fo) = 用 "万 ,， (12-7-15) 
为 证 上 式 , 须 懂得 D,， 与 8， 的 关系 . 设 忆 定义 在 玉 上 且 “ 切 于 玉 ”, 则 8 友 无 意义 
(只 当即 ,在 KK 的 一 个 开 邻 域 上 有 定义 9, 有 , 才 有 意义 ), 但 有 "047 相当 于 对 妈 , 洛 
的 切 向 求 导 , 故 有 意义 . 虽 有 意义 , 却 未 必 仍 “ 切 于 玉 ”, 所 以 要 再 投影 , 这 投影 
有 "如 ”04s 就 可 被 定义 为 Di 友 . 洛 此 思路 可 定义 Di 对 天 上 “ 切 于 玉 ” 的 任何 型 
张 量 场 的 作用 [ 见 式 (14-4-18)], 还 可 验证 按 此 定义 求 得 的 Dh。=0. 用 此 定义 便 可 
证 明 式 (12-7-15) 如 下 : 
D,f(@0)=D, 87")=h0 B77")=0,h,07" =Th,", (12-7-16) 
其 中 最 未 一 步 用 到 90.n”=6c[ 式 (12-5-25)]. 证 明 已 同 C 无 关 要 用 到 的 第 二 个 公 
式 是 ee 
DaD;s f(®)=-f(@)ha, (12-7-17) 
此 式 的 证 明 如 下 : 
D,D,f (0)=D, (hy B.)= bh" Oa(h Gm,)= hh da, -N77° 6.) 
= 该" 0a —Nen’ 0) =— Ooh ha (ne0an + 1°0a7e) 
=— @heha’ 1 047 =— Oo hay =—f (hs ， 
其 中 第 一 步 用 到 式 (12-7-15), 第 二 步 用 到 也 ,的 定义 ,第 四 步 是 因为 而 ,和 “分别 
是 @, 和 n° 在 上 的 值 ,第 五 步 用 到 90,wm。=0( 因 ww, 是 常 对 偶 矢 量 场 ), 第 六 步 用 到 
有 加 “7 =0( 因 万 "是 KK 的 法 矢 ), 第 七 步 用 到 0357 =64°. 现 在 就 可 证 明 式 (12-7-14) 
的 积分 同 截 面 C 无关. 令 By =5wyB~D,f(@) ,仿照 电荷 OQ 与 C 无 关 性 的 证 明 ， 
只 须 证 明 | dB =0(o 的 意义 见 图 12-22). (dB)wa =35acaDa(E“Dsf(@) 在 K 上 
的 限制 (dB)>s = XEsca (为 尺 上 的 济 数 ), 以 Eeea 缩 并 得 


X=D,(E®D,f(@0))=E®D,D,f(0)=-E"h,,f(o)=0, 


其 中 第 二 步 用 到 D。 互 @ = 0 ,第 三 步 用 到 式 (12-7-17), 第 四 步 用 到 巨 “ 的 无 迹 性 . 可 
见 dB =0, 因 而 ADM 4 动量 守恒 . 还 可 证 明 这 样 定义 的 4 动量 同 ADM 的 原始 定 

上 面 把 ADM 4 动量 定义 为 无 限 小 SPI 平移 空间 Fp C 多 上 的 对 偶 矢 量 . 注意 
到 六 是 空间 无 限 远 , 物理 时 空中 任 一 类 空 柯 西 面向 四 面 八 方 无 限 延 伸 就 到达” 六 ， 
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我 们 还 希望 把 ADM 4 动量 等 价 地 定义 为 了, 上 的 一 个 对 偶 矢 量 . 这 不 难 办 到 . 式 
(12-7-14) 的 被 积 2 形式 可 用 式 (12-7-15) 政 写 为 
BaE “Df(0)=5,aB hm, = EE "WD, = EE sD, 
所 以 式 (12-7-14) 可 看 作 把 每 一 矢量 eV (上 式 的 而 "是 这 个 四 在 流 形 上 造就 
的 常 矢量 场 ) 变 为 实数 的 线性 映射 , 因而 定义 了 J。 上 的 一 个 对 偶 矢 量 忆 Er .这 
一 P 便 是 从 另 一 角度 去 看 的 ADM 4 动量 , 它 对 任 一 w eV 的 作用 定义 为 


P(@) := | Bea Es . (其 中 而 ?是 由 矢量 w eV 造就 的 常 矢量 场 ) 。 (12-7-18) 


小 结 ADM 4 动量 既 可 看 作 pl (平移 子 代数 )C 多 (SPI 李 代 数 ) 上 的 对 偶 矢 
量 P, 又 可 看 作 上 的 对 偶 秋 量 书 , 左右 疾 源 ,相得益彰 . 

在 借用 站 点 定义 了 总 (ADM) 4 动量 后 , 自然 还 想 借 它 来 定义 时 空 的 总 角 动 量 . 
但 这 时 遇 到 一 些 困难 , 此 处 简 述 其 中 之 一 .小 节 12.6.2 曾 用 10 个 独立 Killing 场 定 
义 闵 民 时 空 的 10 个 守恒 量 , 其 中 前 4 个 统称 为 总 4 动量 ,不妨 把 后 6 个 统称 为 总 4 
角 动 量 (相当 于 一 个 2 阶 张 量 ), 两 者 可 分 别 看 作 Poincaré 李 代 数 . 的 平移 子 代数 
F 和 洛 伦 益 子 代数 .Z 上 的 对 偶 矢 量 , 即 分 别 是 从 9 和 .到 限 的 线性 映射 .然而 
子 代数 8 和.Z 有 一 个 重要 区 别 :可 以 在 久 中 明确 挑 出 一 个 子 集 并 宣称 它 就 是 7 ， 
但 对 .9 却 不 能 这 样 做 ,因为 .Z 与 定义 它 时 所 用 的 洛 伦 兹 坐标 系 的 原点 选择 有 关 
(参见 选读 12-5-1 注 6 后 ). 此 结论 也 可 表述 为 :.F 中 不 存在 一 个 自然 的 、 与 众 不 同 
的 、 与 洛 伦 效 李 代数 .22 同 构 的 子 李 代数 .( 可 见 数 行 前 “ .多 的 …… 洛 伦 兹 子 代数 
22 ”的 提 法 其 实 并 不 确切 , 因为 这 样 的 子 代 数 太 多 .) 要 在 中 挑 出 一 个 洛 伦 北 子 
代数 必须 先 指定 4 个 参数 (用 以 确定 4 维 洛 伦 兹 坐标 系 的 原点 ). 作为 结果 , 闵 氏 时 
空 的 角 动 量 就 只 能 是 原点 依赖 (或 说 是 4 参数 依赖 ) 的 .这 在 物理 上 也 很 自然 : 角 动 
量 当然 是 原点 依赖 的 ! 从 闵 氏 时 空 向 渐 近 平 直 时 空 过 渡 时 , Poincare 地 代数 .及 其 
平移 子 代 数 9 分 别 变 为 SPI 李 代 数 儿 及 其 超 平移 子 代 数 (请 注意 
FR1IT =.Z = 多 /1.7 ) 相 应 地 ,要 在 多 中 挑 出 一 个 洛 伦 兹 子 代 数 必须 先 指定 无 限 多 . 
个 参数 ( 因 dim.F =o), 于 是 , 如 果 把 从 每 个 洛 伦 兹 子 代数 到 恨 的 线性 映射 定义 为 
一 个 守恒 量 , 这 个 量 与 我 们 对 角 动量 的 直观 认识 将 非常 不 同 , 因为 它 竟然 依赖 于 一 
个 无 限 多 维 空间 的 原点 ! 可见, 要 定义 出 与 直观 理解 相 吻合 的 角 动 量 , 首先 应 对 这 
种 “ 超 平移 自由 性 ”做 出 适当 限制 , 即 对 站 引入 菜 种 附加 结构 以 使 无 限 多维 的 SPI 
李 代 数 儿 被 约 化 为 10 维 的 Poincaré 李 代数 . (这 一 约 化 还 有 另 一 动机 , 略 . ) 大 致 地 
说 , 这 相当 于 对 原来 的 物理 时 空 提出 一 个 附加 要 求 : 它 的 外 尔 张 量 的 “ 磁 ” 部 分 B,， 
的 衰减 要 比 “ 电 ”部 分 瓦 , 快 出 一 个 量 级 ,可 以 证 明 Kerr 时 空 (一 种 很 重要 的 渐 近 
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平 直 时 空 , 详 见 第 13 章 ) 满 足 这 一 要 求 , 而 且 若干 有 启发 性 的 思辩 表明 (虽然 还 不 是 

证 明 ) 有 大 量 孤 立体 系 满足 这 一 要 求 . 对 于 满足 这 一 要 求 的 渐 近 平 直 时 空 就 可 借用 

Poincare 李 代数 定义 其 总 角 动 量 ( 含 6 个 分 量 ), 详 见 Ashtekar and Hansen(1978). 
[选读 12-7-2 完 ] 


12.7.3 ”Bondi 4 动量 


设 孤 并 引力 系统 原来 处 于 稳 态 , 从 某 一 时 刻 开始 发 射 引力 波 , 一 段 时 间 后 重 归 
稳 态 . 图 12-23 的 阴影 部 分 代表 引力 场 源 的 世界 管 . 设 石生, 是 类 空 超 曲面 , 与 引 
力 场 源 分 别 相 交 于 发 射 前 和 发 射 后 . 乍 看 起 来 , 五 筷 , 的 能 量 差 局 - ,就 是 引 
力 波 带 走 的 能 量 . 然而 , 只 要 马 和 马 到 无 限 远 也 保持 类 空 , 即 它们 伸 至 如 点 , 则 
互 和 ,只 能 是 石和 马 的 ADM 能 量 , 如 果 两 者 在 i? 满足 负 "= 高 ", 便 有 
刀 =E,; 如 果 角 *# 所 ", 则 虽然 天 , 也 只 是 由 能 量 的 非 不 变性 所 致 ( 克 和 万 
的 ADM 4 动量 相等 ), 与 引力 波 无 关 . 关键 在 于 5, 截获 所 有 引力 波 , 由 引力 波 携带 
的 能 量 都 在 它 上 面 留 下 印记 . 要 使 引力 波 不 留 印记 , 应 改 用 类 光 或 渐 近 类 光 的 超 曲 
面 Y (图 12-23), 它 无 限 延伸 后 在 .A (而 非 刀 ) 上 形成 截面 C (图 12-24). 它 也 代表 一 
个 时 刻 , 不 过 不 是 普通 时 刻 而 是 推迟 时 刻 z [类 似 于 式 (12-4-16) 的 4]，Bondi, van 
der Burg, and Metzner(1962) 用 坐标 语言 对 孤立 轴 对 称 系统 作 了 开拓 性 研究 , 他 们 
精心 选择 一 类 坐标 系 fu,r,9,9} , 其 等 xz 面 代表 类 光 超 曲面 , 每 一 wu 值 代表 一 个 “ 推 
迟 时 刻 ”. 他 们 给 出 了 六 的 质量 (能 量 ) 的 定义 (后 称 Bondi 能 量 ), 记 作 E(w), 并 证 明 
了 如 下 等 式 : 


dE(O) _ 
du 


nt 
-2 | n? singd0 ， (12-7-19) 
0 


推迟 时 间 人 


一 一 一 一 ~~~ 
一 


略 周 认同 为 一 点 加 


图 12-23 类 空 超 曲 面 马 截获 所 有 引力 波 ， 图 12-24 渐 近 类 光 超 曲面 和 N 
因而 能 量 与 马 的 能 量 相 等 . 要 讨论 引力 波 在 .z+ 上 形成 截面 C 
带 走 的 能 量 应 考虑 渐 近 类 光 超 曲面 N 


第 12 章 渐 近 平 直 时 空 * 97: 


其 中 n(w,0) 称 为 消息 函数 (news function). 上 式 表 明 dE(w)/du < 0, 即 系统 的 Bondi 
能 量 随 着 时 间 的 推移 而 减 小 或 不 变 . 可 见 引 力 波 在 任 一 推迟 时 间 du 内 带 走 的 能 量 
-dE(w) 总 是 正 的 [有 兴趣 的 读者 可 读 原 文 或 Ray d'Inverno(1992) 的 详细 介绍 (该 书 
第 21 章 前 6 节 )]. 

上 引文 章 发 表 不 久 , Sachs(1962) 就 取消 了 轴 对 称 条 件 并 得 出 同样 结果 . 后 来 ， 
一 系列 作者 [例如 Penrose(1965b); Winicour(1968); Geroch(1977); Geroch and 
Winicour(1981)] 又 用 共 形 无 限 远 概念 把 有 关 结 果 作 了 重新 表述 和 推广 , 简介 如 下 . 


Sa 


图 12-25” 渐 近 类 光 超 曲 而 N 上 的 单 参 拓扑 2 球面 族 {5。} 


Komar 质量 的 定义 式 (12-7-2) 中 的 馈 是 类 时 Killing 矢量 场 (否则 不 能 保证 积 
分 与 8 无 关 ), 因此 对 非 稳 态 时 空 没有 意义 . 然而 我 们 关心 的 是 渐 近 平 直 时 空 的 质 
(能 ) 量 定义 , 如 果 使 用 式 (12-7-2), 则 积分 涉及 的 2 维 球面 8 自然 越 大 越 好 ( 8 越 接近 
无 限 远 结果 越 准 确 ), 这 使 我 们 想到 利用 BMS 李 代数 .2 的 平移 子 代数 元 ws 中 的 时 
间 平 移 元 素 . 设 E* < Ziws 是 .+ 上 的 一 个 无 限 小 时 间 平 移 对 称 性 , (此 处 不 再 把 名 
记 作 &4, 否则 有 诸多 不 便 .) ?是 (M,g,,) 上 与 名 对 应 的 某 一 矢量 场 [(M,g,,) 上 
的 无 限 小 渐 近 时 间 平 移 对 称 性 ], 自然 想 用 这 个 2 充当 式 (12-7-2) 的 2. 由 于 如 不 
是 Killing 矢量 场 , 式 (12-7-2) 的 积分 会 与 有关 , 但 因为 2 越 远 越 接 近 Killing 场 ， 
我 们 期 望 积分 对 5 的 依赖 会 越 来 越 弱 , 以 致 当 8“ 到 达 无 限 远 时 ”极限 存在 . 准确 
地 说 , 设 {S。} 是 渐 近 类 光 超 曲面 Y 上 的 、 趋 于 .+ 上 某 一 截面 C 的 单 参 拓扑 2 球 
面 族 ( 图 12-25), 则 可 以 证 明 


Eo 2 
二 二 [ EpoaV Ed (12-7-20) 
Se»C 8 : 


存在 而 且 与 5, 趋 于 C 的 方式 无 关 . 但 也 存在 如 下 困难 :一 个 E" 对 应 于 许多 等 价 的 
如 ,而 且 不 同 妈 代入 式 (12-7-20) 求 得 的 结果 不 同 . 为 克服 这 一 困难 , Geroch and 
Winicour(1981) 提 出 在 同一 等 价 类 中 选 &? 时 要 满足 附加 条 件 

| lim, Oly é° =0， (12-7-21) 


并 且 证 明 这 样 的 一定 存在 . 虽然 同一 等 价 类 中 满足 上 式 的 & 也 不 止 一 个 , 但 可 
以 证 明 用 它们 求 得 的 E 相等 并 等 于 Bondi 的 E(w). 于 是 可 把 式 (12-7-20) 定 义 的 到 
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称 为 截面 C 的 (或 与 C 对 应 的 推迟 时 刻 z 的) 总 能 量 . 对 稳 态 时 空 , 设 馈 是 类 时 
Killing 矢量 场 , 则 


Ve” 三 gapV iE” 3 ga)v ue" =0， (第 二 步 用 到 Killing 方程 ) 


故 条 件 (12-7-21) 自 动 满足 , 附加 这 一 条 件 不 会 改变 稳 态 时 空 的 Komar 质量 的 定义 . 
式 (12-7-20)[ 连 同 式 (12-7-21)] 其 实 是 把 .天 vs 中 的 时 间 平 移 元 素 如 变 为 实数 巨 的 映 
射 ,可 以 自然 推广 为 线性 映射 元 ws -> 肥 , 所 谓 推广 是 指 E* < 天 vws 不 再 限制 为 时 
间 平 移 而 允许 跑 遍 Zivs. 车 Ee Gi 为 空间 平移 元 素 , 式 (12-7-20) 中 的 就 应 解 
释 为 截面 C 的 、 与 如 的 方向 对 应 的 Bondi 3 动量 分 量 . 

根据 定义 , 由 ows 到 到 的 所 有 线性 映射 构成 矢量 空间 iw 的 对 偶 空间 
天 ws"， 由 式 (12-7-20) 定 义 的 线性 映射 则 是 宛 ws "的 一 个 元 素 , 记 作 Pe ows. 与 
类 空 无 限 远 六 情况 下 的 ADM 4 动量 P, 不 同 ,现在 的 P 与 .71+ 的 截面 C 有 关 , 故 宣 
记 作 P, (C) , 称 为 截面 C 所 对 应 的 渐 近 类 光 超 曲面 w 的 Bondi 4 动量 . 不 同 截面 C 
的 Bondi 4 动量 可 以 不 等 . 因此 , 虽然 一 个 渐 近 平 直 时 空 只 有 一 个 ADM 4 动量 , 却 
可 以 有 无 限 多 个 (对 应 于 无 限 多 个 截面 ) Bondi 4 动量 . ADM 和 Bondi 能量 的 定义 都 
涉及 一 个 特殊 矢量 , 对 前 者 是 各 [ 见 式 (12-7-6)], 对 后 者 是 < [ 见 式 (12-7-20)]. 能 量 
是 相对 于 参考 系 而 言 的 . 给 定 工 后 自然 挑 出 了 一 类 特殊 参考 系 , 即 观 者 世界 线 处 
处 同 五 正 交 的 参考 系 , 各 可 解释 为 这 类 参考 系 的 观 者 4 速 在 无 限 远 的 极限 . 因此 ， 
用 名 与 的 缩 并 所 定义 的 ADM 能 量 [ 式 (12-7-6)] 可 解释 为 马 相 对 于 这 类 特殊 参 
考 系 的 能 量 . 然而 这 种 做 法 不 适用 于 Bondi 能 量 , 因为 超 曲 面 的 渐 近 类 光 性 使 观 
者 4 速 (N 的 单位 法 矢 ) 的 极限 为 类 光 矢 量 , 却 又 不 切 于 .71+ (参看 图 12-26), 不 能 
当 式 (12-7-20) 所 需 的 E°. 于 是 在 谈 及 N 的 Bondi 能 量 时 还 要 指明 用 天 ws 的 哪 一 个 
时 间 平 移 元 素 6”. 为 明确 起 见 , 我 们 把 Bondi 能 量 记 作 已 :(C) , 其 中 下 标 指明 所 用 
的 渐 近 时 间 平 移 5“ . 设 N 和 N, 是 分 别 对 应 于 截面 C 和 C, 的 两 个 渐 近 类 光 超 曲 
面 (相应 的 推迟 时 刻 满足 w, >) 取 定 一 个 渐 近 时 间 平 移 如 < 和 ws , 则 Ni 和 和 Na 
相对 于 "的 Bondi 能 量 分 别 为 


1 1 d . 。 1 ee 
Es(C)=-1 二 | Vecda， EC)=- lim 一 | eVeea 
2( 1) SC 8 Ss, Eapcd go 2( 2) ss SC, 8 3 abcd 6 


上 引文 献 证 明 .7* 上 存在 函数 />0 使 


Es(C) -Ee(C2)=],7, (12-7-22) 
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其 中 广 是 .z+ 上 介 于 Cl 和 C, 之 间 的 3 维 开 域 (图 12-26). 由 式 (12-7-22) 可 知 了 的 正 
定性 保证 Es(C)- E;(C,)>0, 从 而 保证 引力 波 带 走 的 能 量 总 是 正 的 . 


最 后 讨论 Bondi 能 量 同 ADM 能 量 的 关系 . 首先 遇 到 如 下 问题 : Bondi 4 动量 和 
ADM 4 动量 虽然 都 是 矢量 , 但 属于 不 同 矢量 空间 , 如 何 比较 ? 幸好 , Ashtekar and 
Magnon-Ashtekar(1979) 证 明了 如 下 结论 : .z+ 上 的 BMS 李 代 数 的 4 维 平移 子 代 
数 宛 ws 与 i 的 切 空间 存在 自然 的 同 构 关系 , 从 而 使 上 述 比较 成 为 可 能 ; 四 设 
2 e Tims 是 A eV 的 对 应 元 素 , Bi = -已 1 是 与 各 相应 的 ADM 能 量 , 所 是 .和 + 
上 介 于 截面 C1 与 六 之 间 的 3 维 开 域 (图 12-26), 则 只 要 人 /有限 ，Ci 的 Bondi 能 量 
与 ADM 能 量 之 差 便 为 Es;(C1)- Ex = 下 了 ,注意 到 式 (12-7-22) 及 其 物理 解释 , 上 


式 的 物理 意义 自明 . 虽然 上 引文 献 对 两 种 4 动量 的 关系 给 出 了 明确 的 回答 , 但 这 一 
问题 至 今 仍 在 不 断 研究 中 . 关键 原因 是 渐 近 平 直 时 空 存在 不 同 的 定义 . 物理 地 说 ， 
从 某 个 “ 渐 近 平 直 ” 的 3 维 流 形 上 的 初 值 出 发 按 爱 因 斯 坦 方程 演化 而 得 的 4 维 时 
空 ( 见 $14.5) 应 该 是 个 渐 近 平 直 时 空 , 但 它 与 Ashtekar 定义 的 渐 近 平 直 时 空 是 否 等 
价 却 仍 不 清楚 . 如 果 把 这 种 演化 结果 看 作 渐 近 平 直 时 空 , 其 Bondi 和 ADM 4 动量 的 
关系 是 否 也 像 刚才 的 结论 那样 简单 ?初步 答案 可 能 是 “只 怕 未 必 ”. 这 是 一 个 难度 
颇 高 、 至 今 仍 在 探讨 中 的 研究 课题 . 


12.7.4 正 能 定理 


在 牛顿 引力 论 中 , 由 于 势能 为 负 , 任何 引力 束缚 系统 都 有 负 的 总 能 量 . 然而 , 如 
果 广 义 相 对 论 中 也 存在 总 能 为 负 的 孤立 体系 , 就 会 导致 物理 上 十 分 奇怪 的 结果 . 在 
相对 论 中 负 能 意味 着 负 质 量 , 负 能 体系 对 其 他 物体 将 是 排斥 而 非 吸引 . 更 有 其 者 ， 
引力 辐射 从 体系 带 走 正 能 导致 体系 能 量 下 降 , 但 体系 总 能 为 负 意 味 着 体系 总 能 可 
以 无 限 减少 (无 下 界 ), 从 而 外 界 可 从 体系 获取 无 穷 无 尽 的 能 量 . 以 上 考虑 使 人 猜测 
广义 相对 论 中 孤立 体系 的 总 能 必定 为 正 (或 零 ). 这 在 1981 年 前 一 直 被 称 为 “ 正 能 
猜想 ”, 其 证 明 十 分 困难 . Schoen 和 Yau( 五 成 桐 , 美 籍 华人 数学 家 , Yau 是 “ 丘 ” 
的 粤语 音译 ) 在 1981 年 率先 证 明了 ADM 能 量 的 正定 性 , 于 是 正 能 猜想 升格 为 正 能 
定理 . 总 能 的 正定 性 只 在 时 空 满足 某 些 合理 条 件 时 方 可 成 立 . 例如 , 施 瓦 西 时 空 的 
ADM 能 量 等 于 其 参数 M , 作为 真空 爱 因 斯 坦 方程 解 的 积分 常数 ，M 可 正 可 负 , 于 
是 M<0 的 施 拟 西 时 空 (也 浙 近 平 直 ) 的 总 能 E= M <0. 这 一 非 正 定性 可 归咎 于 时 
空 的 奇 性 (及 其 非 整体 双 曲 性 ), 可 见 正 能 定理 的 条 件 应 包括 无 奇 性 的 要 求 . 然而 只 
有 这 一 条 件 还 不 足以 保证 总 能 非 负 . 设想 用 适当 物质 场 填 满 M< 0 的 施 瓦 西 时 空 
中 x< nm( 某 正 数 ) 的 区 域 以 使 r=0 处 的 奇 性 消失 , 并 使 所 得 新 时 空 与 原 时 空 有 相同 
的 浙 近 几何 ， 则 新 时 空 的 总 能 E'=E=M <0. 然 而 , 如 果 正 能 定理 的 条 件 只 有 “无 
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奇 性 ”一 条 , 则 新 时 空 无 奇 性 又 导致 2' > 0 的 矛盾 . 为 了 看 出 正 能 定理 除 “ 无 奇 性 ” 
外 的 条 件 , 可 做 如 下 讨论 . 对 渐 近 平 直 的 非 真空 时 空 , 总 能 量 还 包含 物质 场 的 贡献 . 
如 果 物 质 场 的 能 量 密度 允许 为 负 , 就 存在 这 样 的 系统 , 其 总 能 中 来 自 引 力 场 的 贡献 
远 小 于 来 自 物质 场 的 贡献 , 因而 总 能 为 负 . 事实 上 , 在 上 面 关 于 M< 0 的 施 瓦 西 时 
空 的 例子 中 , 为 了 在 r+ =n 处 与 外 部 度 规 连续 地 (更 不 要 说 光滑 地 ) 衔 接 , 物质 场 的 
能 量 密度 p 就 不 可 能 处 处 为 正 [由 式 (9-3-10) 可 知 p(7) 处 处 为 正 的 理想 流体 必 有 
M >01. 正 是 这 一 事实 (代替 了 原 时 空 有 奇 性 的 事实 ) 导 致 总 能 E'<0. 可见 正 能 定 
理 还 应 有 男 一 条 件 , 即 能 量 密度 处 处 非 负 . 这 一 条 件 称 为 弱 能 量 条 件 , 准确 陈述 是 
“任何 观 者 测 得 的 能 量 密 度 都 非 负 ”. 事实 上 正 能 定理 所 要 求 的 能 量 条 件 是 比 弱 能 
量 条 件 更 强 的 所 谓 主 能 量 条 件 ( 详 见 附录 D). Schoen 和 Yau 所 证 明 的 正 能 定理 的 
大 意 是 :如 果 渐 近 平 直 时 空中 没有 奇异 性 ; @ 物 质 场 的 能 动 张 量 满足 主 能 量 条 件 ， 
则 其 ADM 能 量 必 大 于 或 等 于 零 (等 号 只 对 闵 氏 时 空 成 立 )， 

证 明正 能 定理 的 关键 困难 在 于 已 知 条 件 (能 量 条 件 ) 是 关于 局 域 定义 的 To 的 
一 个 不 等 式 , 而 待 证 结论 则 涉及 整体 定义 的 总 能 量 , 而 且 有 关 量 之 间 的 联系 又 是 复 
杂 的 、 非 线性 的 爱 因 斯 坦 方 程 . Schoen and Yau 的 证 明 思 路 与 奇 性 定理 类 似 . 证 明 
奇 性 定理 的 大 致 思路 是 反 证 法 :假定 时 空 测 地 完备 , 就 可 构造 一 条 最 长 的 完备 测 地 
线 , 然后 证 明 这 与 能 量 条 件 矛 盾 . Schoen and Yau 的 证 明 也 用 反 证 法 : 先 假定 ADM 
总 能 为 负 , 再 构造 一 个 最 小 面积 的 2 维 面 , 然后 证 明 这 与 主 能 量 条 件 矛 盾 . 就 在 这 
一 证 明 发 表 的 同年 (1981) 稍 后 , Witten 发 表 了 用 完全 不 同 手法 的 另 一 (大 为 简化 的 ) 
证 明 , 他 利用 一 个 2 分 量 旋 量 c“4 把 总 能 表 为 一 个 3 维 积分 , 并 直接 证 明 这 积分 为 正 
(或 零 ). 不 过 , 因为 wK“ 的 存在 性 依赖 于 渐 近 条 件 , 所 以 不 能 把 被 积 函 数 解 释 为 局 域 
能 量 密度 . 

在 ADM 能 量 正定 性 被 证 明 后 , 人 们 又 乘胜追击 , 不 久 就 证 明了 在 满足 条 件 
QD 和 @ 时 Bondi 能 量 的 正定 性 . 不 过 , 由 于 引力 波 的 存在 会 导致 引力 场 衰减 速率 可 
能 不 够 等 问题 , 若干 学 者 认为 这 一 证 明 的 严密 性 不 如 Schoen and Yau 对 ADM 能量 
正定 性 的 证 明 那 样 无 懈 可 击 , 有 关 研 究 仍 在 不 断 进行 之 中 . 

正 能 定理 的 物理 意义 可 以 简 述 为 :根据 广义 相对 论 , (满足 适当 条 件 的 ) 孤 立体 
系 的 总 能 必定 为 正 (或 零 ), 而 且 这 一 数值 等 于 体系 可 以 (以 引力 波 的 方式 ) 辐 射出 去 
的 能 量 的 上 限 . 然而 , 定理 的 条 件 @@ 把 包含 黑洞 的 时 空置 于 定理 的 适用 范围 之 外 , 
这 自然 不 是 人 们 希望 的 . 事实 上 , 所 有 M > 0 的 施 瓦 西 时 空 (黑洞 ) 显 然 都 有 正 能 . 进 
一 步 说 , 人 们 相信 在 广义 相对 论 中 孤立 体系 的 总 能 为 正 的 一 个 物理 动机 正 是 :如 果 
设法 压缩 体系 以 使 引力 势能 负 得 更 甚 , 最 终 必 将 得 到 黑洞 , 而 黑洞 的 总 能 很 可 能 为 
正 . 因此 条 件 @@ 的 打击 面 太 宽 . 人 们 希望 把 条 件 @ 削 弱 以 使 定理 适用 于 含 黑洞 的 各 
种 渐 近 平 直 时 空 . 如 能 把 定理 条 件 削弱 为 “在 事件 视界 外 (无 奇 性 ) 满 足 主 能 量 条 
件 ”, 自然 最 好 不 过 . 然而 , 因为 事件 视界 是 全 局 性 概念 (涉及 无 限 远 ), 无 从 用 局 域 
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条 件 决定 , 从 上 述 弱 化 条 件 出 发 证 明 能 量 的 正定 性 变 得 非常 困难 . 不 过 后 来 还 是 找 
到 了 一 种 与 上 述 弱 化 条 件 非 常 接近 的 条 件 并 由 此 出 发 证 明了 总 能 的 正定 性 , 实质 
上 无 非 是 以 表 观 视界 ( 见 下 册 第 16 章 ) 取 代 事 件 视界 . 正 能 定理 的 这 一 新 提 法 是 : 若 
物质 场 在 表 观 视界 外 满足 主 能 量 条 件 , 则 ADM 能 量 和 Bondi 能 量 必 大 于 或 等 于 

Penrose 早 在 1973 年 就 提出 过 一 个 猜想 , 粗略 地 可 表述 为 : 含 黑洞 的 渐 近 平 直 
时 空 的 ADM 能 量 M 与 黑洞 的 事件 视界 的 总 面积 4 的 关系 满足 M > V4/16r . 这 
是 比 正 能 定理 更 强 的 不 等 式 , 同 宇宙 监督 假设 ( 见 附录 E) 有 密切 联系 . 经 过 若干 学 
者 长 时 间 的 努力 , 这 一 猜想 的 一 个 重要 特殊 情况 已 于 1997 及 1999 年 先后 被 证 实 ， 
其 中 后 者 对 含 任意 个 (而 不 像 前 者 那样 只 含 一 个 ) 黑 洞 的 时 空 给 出 了 证 明 . 这 一 特 
殊 情 况 称 为 Riemannian Penrose 不 等 式 , 式 中 的 4 是 表 观 视界 (而 不 是 事件 视界 ) 的 
面积 , 两 种 视界 的 关系 见 第 16 章 . 然而 Penrose 猜想 的 最 一 般 形式 的 证 明 则 仍 在 继 
续 探 索 中 , 见 Bray and Chrusciel(2006). 


习 题 
“1. 试 证 类 光 测 地 线 在 共 形 变换 &。， = 2?gw 下 的 仿 射 参 数 变换 关系 为 
d4 


a cL22 ，[C 为 非 零 常数 , 见 式 (12-1-6).] 


2. 设 g 是 2 维 广义 黎 曼 空 间 (M,8g.) 上 (局 域 定义 ) 的 谐 和 函数 , 即 V*V oa = 0， ep 是 与 8 
适 配 的 体 元 , 试 证 1 形式 场 wo, = epVea 为 闭 (这 是 命题 12-1-6 证 明 中 的 第 一 步 ). 
3. 设 gw 和 gs 是 4 维 流 形 ML 上 的 两 个 互相 共 形 的 度 规 ，8,, = 027g, , 试 证 巨 ; 关 于 gj 为 
无 源 电 磁场 当 且 仅 当 瓦 , 关于 & 为 无 源 电磁 场 , 即 


VeF,, =0, VraFyo =0 © VF =0, ViaFso =0. 


注 设 y 是 MM 上 的 张 量 场 , f(y,g)=0 是 y 在 度 规 gw 下 的 运动 方程 . 此 方程 称 为 共 形 不 
变 的 , 车 3se 民 ( 称 为 共 形 权重 ) 使 上 = 2%y 满足 F(Z,8w)=0 当 且 仅 当 多 满足 fw,gw)=0. 可 
见 4 维 时 空 的 无 源 麦 氏 方 程 是 共 形 不 变 的 , 而 且 共 形 权重 "=0. 请 注意 维 时 空 (nz4) 的 无 源 
麦 氏 方程 并 非 是 共 形 不 变 的 . 

“4. 试 证 2 维 广义 黎 曼 空间 的 爱 因 斯 坦 张 量 为 零 . 注 :这 本 是 第 3 章 习 题 17, 用 该 题 的 提示 可 
证 . 但 若 用 本 章 的 命题 12-1-6 和 式 (12-1-9)、(12-1-10), 则 证 明 更 简洁 . 

5. 设 广 ,是 V。 在 选读 12-4-2 证 明 中 所 用 坐标 系 {2,u,0,9} 的 克 氏 符 , 试 由 Bondi 规范 条 件 
VsvVo2il=0 导 出 广 )(dO) | =0, 并 由 此 证 明 区 ，&o gp， 多 0o-1 在 .天 附近 以 0(22) 的 
速率 趋 于 零 

“6. 试 证 六 ”。 与 共 形 规范 的 选择 无 关 , 详 见 812.5 的 必 读 部 分 . 
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*7. 把 4 维 闵 氏 时 空 看 作 渐 近 平 直 时 空 . 
(a) 试 证 式 (12-2-9) 的 2 不 满足 Bondi 的 规范 条 件 , 即 B| ,. =0. 


(b) 找 出 适当 函数 使 02'=w0 满足 Bondi 规范 条 件 . 
(0) 设 恨 上 的 矢量 场 &? 在 和 ,wu,0,9} 系 [v,u 由 式 (12-2-6) 定 义 ] 的 坐标 基 展 开 式 为 


py AY va . v fay 
Sd A re a 
[其 中 /=f(0,g) 为 任意 C” 函数 .] 试 证 ?给 出 一 个 无 限 小 超 平移 2, 即 2?e .9 .提示 :用 (b) 
求 得 的 n”|,, 表 出 2=6"|,,, 立即 看 出 ee.. 
(gO) 令 m =g2V,02,n”=8902' ,其 中 2 =w02, 8 =o2g ,0 是 (b) 中 找到 的 函数 wo . 试 
找 出 函数 w 和 we' 使 (0) 中 的 2* = az = az” ,并 验证 mwV ua 了 0， zeViar'=0. 
(e) 求 出 名 在 Q 和 22' 代表 的 两 种 规范 中 对 应 的 函数 天 和 天 ,( 即 且 m = 一 Ke ， 
2 = -天 .) 你 应 发 现 沿 类 光 母 线 天 不 是 常数 而 天 ' 是 常数 ( 且 天 ' =0)， 
“8. 试 证 式 (12-6-3), 即 (dy = (VEsy 
“9. 试 证 式 (12-6-11) 可 改写 为 (12-6-12). 
10. 用 式 (12-6-12) 计 算 静 态 球 对 称 带电 恒星 的 电荷 (结果 应 等 于 星 外 RN 度 规 的 参量 0 ). 
11. 试 证 麦 氏 方程 的 对 称 化 形式 dF =4x 了 和 dF =4x 六 在 (F,F) 及 (J, 站 同时 做 对 偶 变 
换 [ 式 (12-6-13) 和 (12-6-18)] 后 保持 不 变 . 

“12. 孤立 静态 球 对 称 恒星 电荷 为 8, 磁 荷 O=0 , 星 外 电磁 场 为 .以 F' 代表 对 五 做 角度 
为 c 的 对 偶 变换 所 得 的 电磁 场 , 求 恒星 相应 于 F' 的 电荷 和 磁 茶 0". 

“13. 以 M 代表 施 瓦 西 时 空 的 质量 参数 , 试 证 该 时 空 的 Komar 质量 M = M . 提示 : 令 
ou = EpsV'5 , 则 有 4 使 ,= es .与 a? 缩 并 ,把 式 中 的 Vi.&j 改写 为 9./& ,再 用 (dt), 表 出 
< 上, 便 得 4L= -2Mr 一 . 

14. 试 证 RN 时 空 的 Komar 质量 


其 中 M 和 分 别 为 该 时 空 的 质量 和 电荷 参数 . 
15. 试 证 用 式 (12-7-5) 对 施 瓦 西 度 规 求 得 的 E 等 于 该 度 规 的 参数 M( 详 见 正文 ). 
*16. 设 多 是 闵 氏 时 空 的 一 个 惯性 系 , 试 证 该 系 中 的 静止 点 电荷 9 在 两 个 不 同时 刻 ( .多 系 的 
同时 面 五 和 马 ) 所 发 的 所 有 电场 线 对 应 于 态 的 类 时 超 曲面 天 的 同一 截面 C. 


第 13 章 Kerr-Newman( 克 尔 -纽曼 ) 黑 洞 


本 章 介绍 相对 论 天 体 物理 学 中 异常 重要 的 Kerr-Newman(KN) 度 规 . 这 是 一 个 
3 参数 度 规 族 , 参数 M, J 及 Q 可 分 别 解释 为 星体 的 质量 、 角 动量 及 电荷 , 当 J=0 
时 退化 为 Reissner-Nordstrom(RN) 度 规 . 由 于 RN 度 规 同 KN 度 规 有 不 少 共性 , 又 比 
后 者 简单 得 多 , 我 们 在 第 一 节 先 介绍 RN 黑洞. 


§ 13.1 Reissner-Nordstrom(RN) 黑 ) 
§8.4 曾 导出 RN 度 规 
2 -1 
ds”= 并: 必 多 er 于] dr +r2(d62 +sin20dp2)，(13-1-1) 
F [a r 


它 描述 静态 球 对 称 带电 星体 的 外 部 几何 . 由 于 星体 内 部 并 非 电 磁 真 空 , RN 解 对 星 
体内 部 不 适用 . 然而 , 同 施 瓦 西 解 的 讨论 类 似 , 我 们 仍 对 下 述 问 题 感 兴 趣 : 若 RN 解 
对 所 有 r>0 值 都 成 立 , 时 空 的 情况 如 何 ? 首先 , 因为 > 出 现 于 分 母 中 , >= 0 是 线 元 
(13-1-1) 的 奇 点 . 计算 表明 RN 度 规 是 类 时 测 地 完备 而 类 光 测 地 不 完备 的 , 那些 不 完 
备 类 光 测 地 线 (只 能 是 径 向 的 ) 都 伸 向 r=0( 而 且 趋 近 + =0 时 存在 s.p. 曲 率 奇 性 ), 因 
此 r=0 按 定义 是 时 空 奇 性 . 其 次 , 若 函数 f(r)=1-2M/r+Q?/r* 有 零点 , 则 线 元 
(13-1-1D 还 有 其 他 奇 性 . 能 使 f(7) 为 零 的 r 值 满足 


疡 =MLVJaM2 -22 ， (13-1-2) 
所 以 应 分 三 种 情况 讨论 . @ 若 M?< 0?, 则 f(r) 无 ( 实 ) 零 点 , 这 种 RN 时 空 只 有 一 个 
奇 性 , 即时 空 奇 性 r=0.@ 若 NM?> 0”, 则 除 +=0 外 还 有 r=x, 和 x =x 两 个 奇 性 . 
同 施 瓦 西 解 类 似 , 它们 也 是 坐标 奇 性 (证 明 见 选读 13-1-2). @ 若 M? =0? ,上述 两 个 
奇 性 合 而 为 一 . 
实际 星体 常 有 MM? >> 292 , 因此 我 们 只 讨论 M2> 92 的 情况 , 函数 f(r) 有 两 个 
零点 使 Reissner-Nordstrom 时 空 的 延 拓 比 施 瓦 西 时 空 更 为 复杂 . 图 13-1 是 由 计算 和 
讨论 ( 详 见 选读 13-1-2) 所 得 到 的 Reissner-Nordstrom 最 大 延 拓 时 空 的 Penrose 图 , [只 
适用 于 M?> 092 , 其 他 两 种 情况 的 Penrose 图 见 Hawking and Ellis(1973) 图 26.] 它 
可 看 作 由 一 个 单元 出 发 沿 紧 直方 向 无 限 重复 的 结果 . 无 限 重复 是 为 保证 除 到 达 时 
空 奇 点 +r =0 的 测 地 线 外 所 有 测 地 线 的 完备 性 . 看 图 时 应 充分 利用 Penrose 图 的 优 
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类 光 测 地 线 
m0) 


类 时 测 地 线 
NT) 


图 13-1 M2 > 22 的 RN 最 大 延 拓 时 空 的 Penrose 图 (上 下 可 无 限 延 伸 )， 
左 、 下 方 1, 工 型 区 内 的 实 、 虚 线 分 别 代表 等 r 线 和 等 ! 线 


越 性 一 一 ( 球 对 称 的) 类 光 超 曲面 和 径 向 类 光 测 地 线 表现 为 45° 斜 直线 . 我 们 从 图 中 
标 出 的 那个 单元 开始 介绍 . 该 单元 含有 三 种 不 同类 型 的 时 空 区 , 称 为 LIL II 型 区 .1 
型 区 满足 r> x, , I 型 区 满足 x <r <x,, III 型 区 满足 0<r<xr_.I 型 区 和 III 型 区 都 有 
ga (0/01)”(8/01)* = goo <0, 即 Killing 矢 量 场 (38/80? 类 时 , 故 为 稳 态 区 . 反之 ,II 型 
区 有 go > 0, 即 Killing 矢量 场 类 空 . 由 于 不 存在 类 时 Killing 矢量 场 , II 型 区 不 是 稳 
态 区 . 每 个 II 型 区 都 有 时 空 奇 性 上 = 0. 与 施 瓦 西 奇 性 不 同 , RN 奇 性 是 类 时 的 . (在 
Penrose 图 中 为 一 竖 直 线 , 与 超 曲 面 类 比 可 知 为 类 时 . 然而 奇 点 不 属于 时 空 流 形 , 时 
空 度 规 g 在 奇 性 处 无 定义 , 严格 说 对 奇 性 的 类 时 性 应 另 给 定义 . 可 参见 $E.3 之 
末 . ) I 型 区 与 施 瓦 西 最 大 延 拓 时 空 (图 12-9) 的 A 和 A' 区 十 分 类 似 (也 是 渐 近 平 直 
区 ), 也 有 自己 的 共 形 无 限 远 7+, 六 ， 站 ,并 在 代表 x =x, 的 斜 直线 (类 光 超 曲面 ) 处 
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与 I 型 区 相 楷 邻 .I 型 区 中 的 任 一 观 者 (指向 未 来 类 时 线 ) 一 旦 穿 过 + = 面 进入 I 
型 区 就 再 也 不 能 回 到 原来 的 I 型 区 , 因此 这 个 面 类 似 于 施 瓦 西 时 空 的 r=2MM 面 , 称 
为 I 型 区 的 事件 视界 (于 是 M? > 0? 的 RN 时 空 含 有 黑洞 ). 由 于 RN 奇 性 的 类 时 性 ， 
观 者 进入 I 型 区 后 有 丰富 得 多 的 选择 性 . 对 于 施 瓦 西 时 空中 开 着 飞船 进入 黑洞 区 
B 的 观 者 , 无论 他 让 飞船 熄火 (因而 走 测 地 线 ) 还 是 开 足 马力 , 总 躲 不 过 掉 入 奇 点 
r=0 的 结局 . 反之 , 计算 表明 , RN 时 空中 到 达 奇 性 x =0 的 类 时 线 必定 不 是 测 地 线 
[但 存在 到 达 x = 0 的 类 光 测 地 线 ,例如 图 中 的 x(4).] 因此 从 I 型 区 进入 开 型 区 的 观 
者 如 果 让 飞船 熄火 就 一 定 不 会 触及 奇 性 , 在 穿越 I 型 区 并 进入 II 型 区 后 [图 中 的 
xy(z)] 将 安全 进入 下 个 I 型 区 (并 将 穿 过 + =x, 而 从 下 个 工 型 区 冒 出 来 ). 或 者 ,从 
型 区 进入 本 型 区 的 观 者 也 可 开动 发 动机 从 而 沿 类 时 非 测 地 线 [图 中 的 G(z) ] 穿 越 I 
型 区 进入 II 型 区 , 并 在 不 触及 奇 性 的 情况 下 进入 下 个 开 型 区 和 I 型 区 .读者 自然 要 
问 :如 果 愿 意 , 他 是 否 也 可 借助 发 动机 选择 类 时 非 测 地 线 到 达 奇 性 并 终结 其 在 时 空 
中 的 存在 ? 答案 是 出 乎 意料 地 否定 的 . 并 非 不 存在 到 达 奇 性 的 类 时 非 测 地 线 , 而 是 
原则 上 不 存在 任何 观 者 , 他 能 沿 这 种 线 到 达 ~> = 0. 这 是 由 Chakrabarti Geroch and 
Liang(1983) 指 出 的 , 该 文 要 点 如 下 :类 时 测 地 线 和 类 时 非 测 地 线 的 表现 很 不 相同 ， 
例如 , 闵 氏 时 空 存在 着 起 于 .7 "或 止 于 .71+ 的 类 时 非 测 地 线 , 却 不 存在 起 于 .7 或 
止 于 .7+ 的 类 时 测 地 线 ( 见 命题 12-2-1); RN 时 空 存在 着 到 达 奇 性 的 类 时 非 测 地 线 ， 
却 不 存在 到 达 奇 性 的 类 时 测 地 线 , 等 等 . 由 于 类 时 测 地 线 代表 自由 下 落 质 点 而 类 时 
非 测 地 线 代 表 非 自由 下 落 质点 , RN 时 空 存在 到 达 奇 点 的 类 时 非 测 地 线 一 事 似乎 表 
明 至 少 有 些 观 者 可 以 借助 飞船 到 达 奇 点 , 然而 问题 并 非 如 此 简单 . 任 一 飞船 的 燃料 
总 是 有 限 的 , 它 不 能 经 历任 意 的 类 时 非 测 地 线 . 在 这 个 意义 上 说 , 类 时 非 测 地 线 又 
可 分 为 两 个 子 类 :物理 上 可 经 历 的 和 物理 上 不 可 经 历 的 . 该 文 证 明 物 理 上 可 经 历 的 
类 时 非 测 地 线 的 充 要 条 件 是 该 线 的 4 加 速 的 长 度 a= (gsA4”4*)' 沿线 的 积分 
adz 为 有 限 值 (7 为 固有 时 ), 并 进一步 证 明 : @@ 所 有 到 达 RN 奇 点 的 类 时 非 测 地 
线 的 adz 都 无 限 ，@ 所 有 到 达 闵 氏 时 空 (以 及 任意 渐 近 平 直 时 空 ) 的 .天 的 类 时 非 
测 地 线 的 [adr 都 无 限 . 由 此 可 得 结论 :RN 时 空 的 奇 点 和 渐 近 平 直 时 空 的 未 来 类 光 
无 限 远 都 是 物理 上 不 可 到 达 的 . 

RN 奇 性 的 类 时 性 表明 RN 最 大 延 拓 时 空 不 是 整体 双 曲 的 : 它 没有 柯 西 面 
( 见 811.5). 从 一 定 意义 上 说 , 最 有 可 能 成 为 柯 西 面 的 要 算是 图 13-1 中 的 水 平面 5， 
然而 由 图 可 见 它 只 是 由 它 所 在 的 两 个 I 型 区 和 两 个 相 邻 开 型 区 组 成 的 子 时 空 ( 斜 置 
正方 形 ) 的 柯 西 面 . 斜 置 正方 形 与 II 型 区 的 边界 r =x 就 是 5 的 柯 西 视界 ( §11.5)， 
某 些 文献 称 之 为 内 视界 (inner horizon). 这 一 柯 西 视界 的 存在 给 物理 学 家 带 来 严重 
问题 :物理 可 预言 性 在 柯 西 视界 以 外 的 时 空 区 域 (暂且 简称 界外 区 ) 将 被 破坏 殖 
尽 , 5 面 上 的 全 部 初始 条 件 不 足以 预言 界外 区 将 会 发 生 什么 , 从 类 时 奇 性 所 在 处 可 
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能 发 出 的 信号 (例如 定时 炸弹 ) 使 界外 区 随时 随地 可 能 发 生 无 从 预料 的 任何 物理 事 
件 . 此 外 , 这 一 柯 西 视界 的 特点 还 导致 它 的 严重 不 稳定 性 , 在 微 扰 下 RN 黑洞 内 的 
几何 情况 将 与 图 13-1 非常 不 同 , 详 见 选读 13-1-1. 


图 13-2 观 者 G 在 跨越 柯 西 视界 广 = 前 无 论 多 么 短 的 时 间 内 都 能 看 到 K 区 的 全 部 
“未 来 历史 ” 


[选读 13-1-1] 

与 最 大 延 拓 的 施 瓦 西 时 空 (图 9-13) 类 似 , 最 大 延 拓 的 RN 时 空 (图 13-1) 也 不 大 
可 能 是 物理 上 真实 的 时 空 . 然而 , 图 13-1 的 一 部 分 在 讨论 球 对 称 带 电 星体 晚期 缩 
成 RN 黑洞 时 有 重要 意义 : 南 缩 星 的 外 部 几何 仍 由 RN 度 规 描述 . (图 13-2, 其 中 区 
区 代表 喜 缩 星 外 及 事件 视界 + =r, 以 外 的 时 空 区 . ) 注意 到 尺度 在 .1+ 处 作 过 无 限 
大 的 压缩 , 便 会 发 现 柯 西 视界 (+ =r_ ) 十 分 异乎 寻常 . 设 观 者 G 的 世界 线 与 柯 西 视 
界 交 于 p, 线 的 一 小 段 gp 的 固有 时 间 为 At. 过 g 作 与 .71+ 平行 的 直线 , 便 可 定 出 K 
区 的 一 个 子 集 Ks (图 中 的 瞳 灰 细 长 方形 ) Ar 越 小 则 区 fr 越 “ 窄 ” ,但 其 内 部 各 事件 
都 在 .7! 附近 , 所 以 KK 区 中 任 一 观 者 @ 的 世界 线 与 开 ， 的 相交 段 都 包含 着 @G 的 全 
部 “未 来 历史 ”( 对 应 于 无 限 长 固有 时 间 ), 可 见 G 在 到 达 柯 西 视界 前 无 论 多 么 短 的 
一 段 时 间 内 总 能 看 到 区 区 的 全 部 未 来 历史 . 柯 西 视 界 的 一 个 更 为 特别 的 问题 则 是 
由 “无 限 蓝 移 ”所 导致 的 不 稳定 性 . 人 们 更 关心 的 是 旋转 星体 ( 非 球 对 称 ) 的 晚期 诅 
缩 , 其 最 终 形 成 的 稳 态 黑洞 不 是 RN 黑洞 而 是 Kerr-Newman 黑洞 ( 见 §13.6). 与 这 种 
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地 缩 相伴 随 的 引力 波 在 柯 西 视界 将 出 现 无 限 蔓 移 并 使 之 变 得 不 稳定 . 由 于 非 球 对 
称 雪 缩 非常 复杂 , 又 由 于 人 们 相信 Kerr-Newman 黑洞 与 RN 黑洞 在 因果 结构 和 视 
界 结构 上 非常 类 似 , 所 以 ,作为 研究 非 球 对 称 声 缩 的 第 一 步 ( 突 破 口 ), 人 们 曾 研 究 
过 如 下 的 理想 化 模型 : 星 外 时 空 由 经 受 微 扰 的 “RN 度 规 ” 描 写 , 这 微 扰 来 自 交叉 
流动 的 入 射 和 出 射 光子 流 ( 或 静 质 量 为 零 的 其 他 粒子 流 ). 为 了 帮助 读者 理解 光子 
流 的 无 限 蓝 移 , 我 们 以 球 对 称 雪 缩 星 ( 外 部 为 RN 度 规 ) 为 例 作 一 粗略 说 明 (图 13-2). 
设 区 区 中 的 观 者 台 向 G 发 光 , 由 于 尺度 在 .+ 处 的 无 限 压缩 , G 世界 线 限 于 KF 内 
的 一 段 对 应 于 无 限 大 的 固有 时 间 . 这 段 时 间 内 所 发 的 无 限 多 个 波峰 只 能 挤 在 G 线 
的 有 限 长 度 gp 段 内 ,可见 G 收 到 的 光 的 周期 在 趋 于 疡 时 趋 于 堆 , 相应 于 无 限 蓝 移 , 
这 一 异常 表现 导致 柯 西 视 界 的 高 度 不 稳定 性 :微弱 的 入 射 波 (向 左 ) 在 柯 西 视界 附 
近 的 频率 (因而 能 量 ) 无 限 增 大 [ 称 为 质量 暴涨 (mass inflation)], 使 柯 西 视界 很 可 能 
成 为 新 的 曲率 奇 性 所 在 处 . 可 见 原 本 类 时 的 RN 奇 性 是 不 稳定 的 , 它 在 微 扰 下 很 可 
能 变 得 类 光 ( 甚 至 类 空 ). 观 者 G 在 与 柯 西 视 界 相交 前 的 一 皮 间 , 在 看 到 他 曾经 生活 
于 其 中 的 “ 字 宙 ”( 指 K 区 ) 的 全 部 未 来 历史 在 眼前 闪 过 之 后 落 入 这 一 新 奇 点 ， 
Poisson and Israel(1990) 写 道 :“ 柯 西 视界 是 一 堵 终 极 性 的 砖 墙 , 时 空 演化 至 此 被 迫 
终止 . ”RN 黑洞 的 事件 视界 以 内 的 时 空 几 何 因而 变 得 面目 全 非 , 然 而 及 区 ( 即 韦 缩 
星 外 和 事件 视界 外 ) 的 观 者 则 对 此 毫 无 察觉 , 在 他 们 看 来 , 时 空 几 何 仍 由 静态 RN 度 
规 描述 . [选读 13-1-1 完 ] 
[选读 13-1-2] 

本 选读 介绍 M? > 0? 的 RN 时 空 最 大 延 拓 ( 图 13-1) 的 获得 . RN 线 元 (13-1-1) 的 
前 2 维 可 表 为 


d82 =—f (nd + dr2 = ADOCd2+7D ?dr’] 


= f(r)(-df + dr,”) ， (13-1-3) 
其 中 乌龟 坐标 7 由 下 式 定义 :， 
2 -1 
dr = /(m” -|- 绊 : 纯 | (13-1-4) 
dr r r 


积分 上 式 得 


r.(r)= wt ls) + | 二 rr | 
2p 2M 2pB 2M 


(13-1-5) 


其 中 CC 为 积分 常数 , B=(7, - 广 )/2r 2 w=(r /17,7. 易 见 B>0 和 1>a>0. 由 式 
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(13-1-5) 可 知 函 数 户 ( 门 在 rr 从 0 增 至 时 有 以 下 表现 :在 re[0,r_) 段 内 从 菜 值 
(0) 单调 增 至 +o0 ; 在 re(r ,rr,) 段 内 从 +oo 单 调 碱 至 -o 吕 ; 在 relr,,%m) 段 内 
从 一 单调 增 至 + oo. 选 积分 常数 C 使 1.(0)=0. 把 f(r)=r 了 2(r-rJ(r-r) 代 入 
式 (13-1-3) 得 | 

ds? =r7(r—r, )r-r -dr + dr )， (13-1-0) 


可 见 d8? 在 r=r, 及 r=+_ 处 奇异 (退化 ), 因 而 暂时 把 三 种 类 型 的 区 域 作 为 互 不 连通 
的 流 形 讨论 . 取 定 一 个 I 型 区 作为 延 拓 的 出 发 区 ,并 称 之 为 A 区 .仿照 施 瓦 西 时 空 的 

做 法 ,在 A 区 定义 新 坐标 VU : 
=ehW19，U=-e8* 人 站 ( 夏 A 区 有 oo>VF>0,0>U>-%) (13-1-7a) 

则 线 元 (13-1-6) 改 写 为 

d=-p (2M) rr ) e+ OdpqU, (13-1-8) 
上 式 在 + =, 处 不 再 奇异 , 可 见 式 (13-1-6) 的 奇 性 上 = 六 只 是 坐标 奇 性 .为 便于 画图 ， 
仿照 $812.3 用 正切 函数 把 施 瓦 西 无 限 远 (六 = oo )“ 拉 近 ” 的 做 法 , 即 定义 V' 和 U' 使 
=tanV'U=tanU'. (对 A 区 有 mW2>V'>0,0>U'>-m2) (13-1-9) 
A 区 在 和 纱 ',U')} 系 的 形状 及 各 坐标 在 四 条 边界 线 上 的 数值 可 提前 参见 图 13-3. 既然 
r= 不 再 奇异 ,就 可 把 线 元 (13-1-8) 越 过 bc 段 和 cd 段 延 拓 出 去 . 暂时 只 看 bc 段 ， 
因 其 U=0 ,越过 它 作 延 拓 就 是 允许 U 的 取 值 范围 从 0>U>-% 拓宽 至 
co >U >--% .在 延 拓 部 分 仍 用 式 (13-1-9) 定 义 V' 和 U', 则 也 可 说 这 延 拓 是 允许 U' 
从 0>U'> 一 /2 拓宽 至 mn/2>U'> 一 mn/2. 于 是 式 (13-1-8) 的 定义 域 从 A 区 拓展 为 


图 13-3 从 A 区 出 发 越过 U=0 延 拓 得 AB 区 
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AB 区 , 其 定义 是 
AB 区 =A 区 Ubc 段 UB 区 .( 其 中 BB 区 由 图 13-3 界定 ) 
在 B 区 从 WV,U 出 发 按 下 式 定义 tr: 
V =elt), U=eftD), (13-1-7b) 
则 BB 区 在 {fr} 系 的 线 元 仍 为 式 (13-1-6), 而 且 从 B 区 边界 的 + 值 可 知 B 区 是 个 芽 型 
区 . 为 进一步 消除 式 (13-1-8) 中 的 奇 性 + =+_, 可 在 BB 区 借 1,r 定义 新 坐标 这 ,上 : 
广 =-e bE, 可 =-e ”Bm ( 数 B 区 有 0> 访 > -o,0> 闻 > -oj (13-1-10a) 
B 区 的 线 元 在 由 ,让 系 中 取 如 下 形式 : 
df? = -Ba202M)E2 pp 一 站 ne ee percd 交 六 ， (13-L11) 
它 在 r= 广 处 不 再 奇异 (但 却 在 r= 刀 奇 异 .不 存在 同时 消除 奇 性 Fr= 广 和 r= 广 的 坐 
标 系 ) 因而 可 越过 ef 段 和 be 段 延 拓 . 暂 时 只 看 ef 段 , 因 其 上 =0, 越 过 它 作 延 拓 就 
是 允许 上 的 取 值 范围 从 0> 癌 >-%o 拓 宽 至 ww > 避 > 一 oo, 于 是 式 (13-1-11) 的 定义 域 
从 也 区 拓展 为 BC 区 , 其 定义 是 
BC 区 =B 区 Uef 段 UC 区 . (其 中 C 区 由 图 13-4 界定 ) 


图 13-4 从 B 区 出 发 越过 如 =0 延 拓 得 BC 区 
在 C 区 从 六 , 品 出 发 按 下 式 定义 Lr: 


产 =-e Brut) =e-e he), (13-1-10b) 
则 C 区 在 fr} 系 的 线 元 仍 为 式 (13-1-6), 而 且 从 C 区 边界 的 r 值 可 知 C 区 是 个 III 
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型 区 . 以 上 为 消除 坐标 奇 性 + =, 和 y=y_ 而 分 别 引 入 了 坐标 系 弛 ,UU 和 他 , 吕 }， 
两 坐标 域 的 交 域 为 B. 不 难 验证 两 套 坐 标 在 B 区 有 如 下 良好 关系 : 
cotV'=|V ,cotU'=|UF. (13-1-12) 


; 


既然 图 13-3, 4 都 使 B 区 ,就 可 把 两 图 丫 合 而 得 大 区 ABC, 如 图 13-5. 这 还 不 是 最 大 
延 拓 , 因为 , 例如 , 任 一 到 达 边 界 fed 的 测 地 线 必然 不 完备 , 但 又 没有 曲率 发 散 性 ， 
暗示 着 时 空 还 可 经 fed 向 左下 方 延 拓 , 由 此 得 到 大 区 A'B'C', 它 也 可 看 作 是 大 区 
ABC 关于 原点 做 反 演 的 结果 (图 13-6). 这 两 个 大 区 可 粘 合 为 一 个 单元 , 再 以 V2 为 
步 长 沿 上 下 方向 做 无 限 次 平移 便 得 最 大 延 括 ， 此 即 图 13-1. [选读 13-1-2 完 ] 


、\ 
UV CY 及 


图 13-6 ”大 区 ABC 与 A'B'C' 粘 成 一 个 单元 . 再 以 V2 为 
步 长 上 下 无 限 平移 便 得 RN 最 大 延 拓 
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§ 13.2 ”Kerr-Newman(KN) 度 规 


星体 或 多 或 少 都 有 转动 , 其 外 部 时 空 只 有 轴 对 称 性 而 无 球 对 称 性 , 严格 说 来 不 
能 用 施 瓦 西 (或 RN) 度 规 描述 , Kerr( 克 尔 ) 在 1963 年 找到 真空 爱 因 斯 坦 方程 的 一 个 
稳 态 轴 对 称 解 (后 称 Kerr 解 ), 它 在 物理 上 描述 某 种 旋转 的 不 带电 星球 的 外 部 时 空 
几何 (把 施 瓦 西 解 作 为 角 动 量 为 零 的 特例 包括 在 内 ). 由 于 几乎 所 有 星球 都 有 自转 
(其 中 有 些 转 得 飞快 ), Kerr 度 规 在 黑洞 物理 中 有 异乎 寻常 的 重要 性 ( 见 $13.6). 
Newman( 纽 曼 ) 与 合作 者 于 1965 年 用 复 坐 标 变换 的 手法 有 点 像 变 魔术 似 地 从 施 瓦 
西 度 规 生 出 一 个 解 , 竟 与 Kerr 解 一 样 [生成 过 程 见 d,Inverno(1992)19.2]. 虽然 未 得 
新 解 , 但 却 受 到 启发 . 同年 稍 后 , Newman 又 与 多 人 合作 以 类 似 手法 从 RN 解 生 出 一 
个 电磁 真空 新 解 , 其 度 规 比 Kerr 度 规 多 一 个 参数 C (后 来 发 现在 物理 上 可 解释 为 电 
荷 ), 当 Q=0 时 与 Kerr 度 规 无 异 , 后 人 称 之 为 带电 Kerr 度 规 或 Kerr-Newman 度 规 
(KN 度 规 ), 在 坐标 系 {1,r,0,9} ( 称 为 Boyer-Lindquist 系 ) 中 的 线 元 为 


d =-[1-020Mr -CO2)] di2+p2471dr2+02d02 


+p2[(r2+a2)2 -Aa? sin?0] sin20 dg?, 


-2p Ya (2Mr— O°) sin2g dt dp (13-2-1) 

式 中 
pl(r, 0)=r? +a? cos’0, (13-2-2) 
A(r)=r* -2Mr+a’ +07, (13-2-3) 


其 中 M, a, 2 为 常 实数 . 式 (13-2-1) 在 a=0 时 加 到 RN 度 规 ， 在 a= QO=0 时 加 到 施 
瓦 西 度 规 . 这 暗示 参数 M 及 0 可 分 别 解释 为 星体 的 质量 及 电荷 ( 详 见 选读 
13-2-1). Q=0 时 的 式 (13-2-1) 就 是 Kerr 度 规 ( 见 图 13-7). 讨论 表明 ( 见 选读 13-2-1)， 
式 (13-2-1) 中 的 a 可 解释 为 星体 单位 质量 的 角 动 量 . ( 即 a= J/M, J 为 角 动 量 .) 因 
为 总 可 选择 g 坐标 的 正 向 使 4 为 正 , 今后 将 默认 a >0. 
与 Kerr-Newman 度 规 配套 的 电磁 场 可 用 电磁 4 势 表 为 
A, =-p or[(dm) -asin’0(dg),]. (13-2-4) 


为 便于 使 用 , 下 面 列 出 Kerr-Newman 度 规 及 其 逆 在 Boyer-Lindquist 坐标 系 的 
非 零 分 量 表达 式 (其 中 1,r,0, g 对 应 于 x0 ,xlx2,x3): 
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RN 度 规 (M 
_ 一 w9 ~、 要 
~ korgm Wo -一 一 


KN 度 规 (M. a, 9) 


西 度 规 (M) 


图 13-7” 儿 个 度 规 的 关系 (括号 内 是 所 含 参 量 ) 
gw =- [1-p*QMr -0O)=-p*(4-asin’0), 


811 = DT， 
32 二 p’, 
g3 =p [rr +a) -Aa’ sin’0] sin’0=[r? +a’ + pa’ (2Mr— OQ’)sin’0] sin’0, 
gw =80=-p a (Mr-0) sin0 ; (13-2-5) 
8 =-p7[(r +a) A! -a?sin?0], 
gl 
22 _ 2 


2 =-p2a Mr-0O°) 4. (13-2-6) 
由 式 (13-2-5) 求 得 gw 的 行列 式 为 


g&=- sin20. (13-2-7) 
证 明 上 式 的 关键 是 证 明 ( 留 作 习题 ) 如 下 的 有 用 公式 : 
g0 -gog = Asin’0. (13-2-8) 


由 式 (13-2-5) 显 见 <” = (3/07)* 和 w=(9/3g9)" 是 Killing 场 . 此 外 没有 其 他 独立 
Killing 矢量 场 . 因 星体 半径 远大 于 使 go 为 零 的 + 值 , 星 外 有 gE“E? = goo <0 和 
gwWY“W* 三 g33 >0, 表 明 纪 和 wy? 分 别 是 类 时 和 类 空 Killing 场 , 而 且 两 者 对 易 . 可 
见 星 外 的 KN 时 空 是 稳 态 轴 对 称 的 ( 见 $8.5). 然而 , 式 (13-2-D 中 交叉 项 dtdo 的 系 
数 非 零 表 明 2 与 等 1 面 并 不 正 交 . [op 坐标 线 躺 在 等 ! 面 上 , (3/90g)" 应 切 于 等 1 面 ， 
而 gs (0/071)”(3/3g9)* = gu =0 说 明 (8/80? 不 垂直 于 (8/38m)? , 故 不 正 交 于 等 ! 面 , ] 
事实 上 , 可 以 证 明 ( 习 题 2 ) 类 时 Kiling 场 上 < =(8/80? 为 非 超 曲面 正 交 矢量 场 , 因此 
# 所 代表 的 稳 态 性 并 不 玉 含 静态 性 . 从 物理 上 看 , 这 是 因为 旋转 使 时 间 反 演 对 称 
性 不 复 存 在 . (把 描写 旋转 的 影片 倒 放 , 会 因 旋转 方向 相反 而 被 认 出 . ) 

如 果 想 消除 时 空 交叉 项 ,可 按 下 式 定义 新 坐标 系 {1',r',0',9') : 

f'=1, r=r, 0'=0, 9'=9-021, (13-2-9) 
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其 中 0Q=-—. (13-2-10) 


KN 度 规 在 新 系 的 线 元 为 


2 
ds? = | go0 -又 | di? + gdr? + gd0° + ga(d9' +1d02)? (13-2-11) 
33 


其 中 8o, g11; 822, 833, g03 是 度 规 在 原 坐 标 系 的 分 量 , 但 现在 (连同 ,2 ) 应 看 作 新 坐 

标的 通 数 , 式 (13-2-11) 右 边 最 后 一 项 包含 交叉 项 , 但 因 g,, 不 含 ! 和 4w, 由 式 (13-2-9) 
和 (13-2-10) 可 知 吕 只 是 六 和 8 的 函数 , 故 式 (13-2-11) 不 含 “ 时 空 交叉 项 ”, 这 是 一 

个 优点 , 然而 度 规 的 新 分 量 8 不 再 与 1' 无关, 从 而 隐藏 了 度 规 的 稳 态 性 , 这 是 一 

大 缺点 , 是 稳 态 时 空 不 选 类 时 Killing 场 的 积分 曲线 为 时 间 坐 标 曲线 的 必然 结果 . 不 

要 由 1'=t 误 以 为 (6/01"”)* = (8/80? ,因为 两 者 都 取决 于 各 自 坐 标 系 中 其 他 坐标 的 

定义 (1 坐标 线 是 除 + 外 的 坐标 为 常数 的 曲线 ). 两 者 关系 为 


四 加 本 2 总 | . (13-2-12) 
ot or 00D 


请 注意 (3/81)? 不 是 Killing 场 . 从 几何 角度 看 ，KN 度 规 在 {1',r',0',9') 系 的 线 元 之 
所 以 无 时 空 交叉 项 , 是 因为 (8/91")" 与 等 1t' 面 正 交 (图 13-8). 还 应 注意 (8/8p0)“ [及 
(8/80) , (3/9r"”] 切 于 等 t' 面 , 因为 对 g' 坐标 线 有 1' = 常数 . 


/ t 坐标 线 


1 坐标 线 


(1 


图 13-8 (86/61) 与 等 1' 面 正 交 是 带 撤 系 中 线 元 无 时 空 交叉 项 的 几何 原因 


[选读 13-2-]] 
KN 度 规 的 参数 M, aq OQ 的 物理 意义 可 借 第 12 章 的 概念 解释 . 由 式 (12-6-11) 可 


知 , 对 KN 度 规 ， 
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室 ) 总 电荷 = 工 for， = 工 a -2- 
星体 (时 空 ) 总 电荷 = 让 gy 到 | sn (13-2-13) 


其 中 下 4 =2VI。Ay] 可 由 4 势 A， 表 达 式 (13-2-4) 求 得 eopcq 是 与 KN 度 规 适 配 的 体 
元 , 8$ 是 任 一 类 空 超 曲 面 上 把 星体 包围 在 内 的 任 一 拓扑 2 球面 .借用 线 元 (13-2-1) 
可 求 得 (习题 ) 


re ER =KN 线 元 (13-2-1) 的 参数 9， (13-2-14) 
T 
s 


可 见 参 数 Q 的 确 是 时 空 的 总 电荷 . 对 QO=0 的 情况 , (事实 上 任何 星体 都 有 O << MM ， 
对 大 多 数 情况 都 可 近似 认为 O=0.) 星 外 Kerr 时 空 是 渐 近 平 直 稳 态 时 空 [Ashtekar 
and Hansen (1978) 附 录 C 有 详细 讨论 ], 时 空 的 总 质量 可 由 Komar 质量 公式 [ 式 
(12-7-2]] 


局 [Em (13-2-15) 
8 < 

计算 , 其 中 类 时 Killing 矢量 场 经 就 是 Boyer-Lindquist 系 的 坐标 基 夭 场 (8/67) . 由 

计算 可 得 (习题 ) 


Mx = -二 | pyV E94 =Kerr 线 元 (13-2-1) 的 参数 M， (13-2-16) 
s 


可 见 参 数 M 的 确 是 星体 (时 空 ) 的 总 质量 . 类 似 地 , 渐 近 平 直 的 轴 对 称 真 空 时 空 的 总 
角 动 量 可 由 下 式 定义 [参见 Wald(1984) 第 11 章 习 题 6] 


加 1 6 
时 空 总 角 动量 := a y2 ， (13-2-17) 


其 中 Ww 是 反映 轴 对 称 性 的 类 空 Killing 矢量 场 .[ 对 Kerr. 时空, W 就 是 
Boyer-Lindquist 系 的 坐标 基 矢 场 (0/3g)".] 由 计算 可 得 (习题 ) 


2 eyeaV Wy" = Ma， (13-2-18) 
rsx| bc ¥ 
可 见 a 的确 是 星体 (时 空 ) 的 单位 质量 的 角 动 量 . 
对 Oz0 的 KN 时 空 , 能动 张 量 7 在 星 外 不 为 零 , 但 在 趋 于 无 限 远 时 足够 快 地 
趋 于 零 , 用 式 (13-2-15) 和 (13-2-17) 计 算 总 质量 和 总 角 动 量 时 应 取 两 式 右边 的 积分 
在 S$“ 趋 于 无 限 远 ”时 的 极限 ( 见 小 节 12.7.1 末 ), 结果 仍 分 别 为 M 和 Ma. 
[选读 13-2-1 完 ] 
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$ 13.3 KN 时 空 的 最 大 延 拓 


线 元 (13-2-]) 在 p? =0 ( 即 +=0 且 09=7/2) 处 奇异 (goo, g33 和 go 无 意义 ). 计 
算 表 明 这 一 奇 性 对 应 于 不 完备 类 光 ( 在 @=0 时 还 有 类 时 ) 测 地 线 , 而 且 RpwyR*” 
在 趋 于 p? =0 时 发 散 , 可见 p? =0 是 时 空 奇 性 , 而 且 是 s.p. 曲 率 奇 性 ( 见 小 节 9.4.1 
末 ). 除 这 一 奇 性 外 , 线 元 (13-2-1) 在 4=0 处 也 有 奇 性 . 由 式 (13-2-3) 可 知 能 使 4=0 


的 7 为 

请 =MtVM2 (2+C2). (13-3-1) 
对 下 列 三 种 情况 应 分 别 讨论 : DM?2 <a+02;@M?>a+0;@M?=a’+0. 
13.3.1 M <a?+0” 的 情况 


这 时 4(r)=0 没 有 实 根 , 线 元 (13-2-1) 只 在 p* =0 处 奇异 . 要 想 弄 清 奇 点 所 在 区 
的 “形状 ”, 先 要 对 Boyer-Lindquist 坐标 给 出 合理 的 解释 . 鉴于 施 瓦 西 坐标 心 疡 0, gp 
可 解释 为 准 球 坐 标 , ( 当 M = 0 时 退化 为 闵 氏 时 空 的 球 坐 标 .“ 准 ” 字 也 常 略 去 . ) 最 
天 真 的 想法 是 把 Boyer-Lindquist 坐标 1,r, 6, po 也 解释 为 准 球 坐 标 . 然而 p* = 0 对 
应 于 =0 且 0=r/2 ,而 球 坐 标 9 在 >= 0 处 无 意义 , 因此 条 件 >= 0,9 = r/2 显得 非 
常 奇 怪 . 例如 , 奇 点 应 从 时 空 流 形 中 挖 去 , 而 球 坐 标 x = 0 代表 一 个 点 (不 问 9 是 否 为 
z/2 ), 到 底 该 挖 不 该 挖 ? 这 说 明 在 求解 爱 因 斯 坦 方 程 得 到 g,, 后 , 在 讨论 它 代表 的 
度 规 场 gw 应 该 定义 在 什么 流 形 上 这 一 问题 时 , 对 所 用 坐标 系 的 天 真 解释 是 易 出 
问题 的 . 为 了 给 Boyer-Lindquist 坐标 t,x, 2, p 一 个 合理 的 解释 , 先 考虑 M =O=0 
而 a#0 的 特例 . 这 时 式 (13-2-1) 成 为 
ds =-df +(r+c2) rr2+a2 cos20)dr2+(r2+a2zcos20)d0? 
+(r2 +a’)sin? gdp”， (13-3-2) 
它 在 r=0,0=7/2 处 仍 奇异 (行列 式 g = 0). 然而 , 从 物理 角度 考虑 , M = OQ=0 鸡 怕 
就 应 为 平 直 度 规 , 故 式 (13-3-2) 应 能 通过 坐标 变换 变 为 闵 氏 线 元 的 最 简 形 式 . 事实 
的 确 如 此 . 令 
x=Vri ta sinOcosg, y=Nr i +a sinOsing, z=reosO, (13-3-3) 


则 式 (13-3-2) 变 为 ds? = -dt +dx?+dy?* +dz?. 可见 式 (13-3-2) 在 r=0,0=7/2 处 
的 奇 性 只 是 坐标 奇 性 , 而 且 式 中 的 a 也 只 是 坐标 变换 的 一 个 参数 , 毫 无 物理 意义 . 
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式 (13-3-3) 其 实 就 是 3 维 欧 氏 空间 中 笛 卡 儿 坐 标 与 椭 球 坐标 之 间 的 变换 关系 . 由 该 
式 可 知 等 g 面 是 过 z 轴 的 平面 , 这 与 球 坐标 系 相同 . 然而 椭 球 坐标 系 中 等 + 面 和 等 
9 面 的 表现 却 与 球 坐 标 系 不 同 . 由 式 (13-3-3) 可 看 出 各 等 + 面 和 等 9 面 关 于 z 轴 对 
称 , 因此 只 须 讨论 任 一 g = po 的 等 g 面 . 又 由 于 在 x~y 面 内 作 坐 标 转动 
XX =Xxcosgotysingo, yPy =-xsingo+ycosp, 

便 可 使 此 面 的 gp 值 变 为 p'=gp -po =0, 所 以 只 须 讨论 p=0 的 等 p 面 . 但 它 只 代表 
半 个 平面 (x~z 面 的 一 半 ), 索性 讨论 由 pg=0 和 w= 合 起 来 的 整个 x~z 面 . 在 此 
截面 上 有 


x=+Vr? +a? sing, y=0, z=rcosg. (13-3-4) 
当 xz0 时 上 式 给 出 
x 2 
r2 +a? r? " 


可 见 x~z 面 内 的 等 x 线 是 单 参 共 焦 椭圆 族 , 焦点 与 原点 的 距离 为 


V(r? +a’)— r? =a. 


当 r=0 有 时 式 (13-3- 和 给 出 x=+tasinb,z=0, 所 以 x=0 的 等 + 线 是 两 焦点 之 间 的 


直线 段 , 不 妨 看 作 短 轴 为 零 的 “椭圆 ”( 图 13-9). 另 一 方面 , 若 singz0,cosOz0， . 


则 式 (13-3-4) 给 出 
x? z2 
4 


azsin20 a cos20 


可 见 x~z 面 内 的 等 9 线 是 单 参 共 焦 双 曲线 族 , ”焦点 与 原点 的 距离 为 


=1， 


a2sin20+a2 cos20 =a, 


说 明 这 对 焦点 与 刚才 那 对 焦点 重合 . 当 sing = 0( 或 cosg = 0) 时 双 曲 线 退 化 为 z (或 
x ) 轴 的 两 段 (图 13-9). 椭 球 坐标 系 与 球 坐 标 系 的 一 个 重要 区 别 是 :对 球 坐 标 
系 , "=0 是 原点 ， 对 椭 球 坐标 系 , r =0 是 半径 为 a 的 圆 盘 , 而 6 和 yw 则 是 用 以 区 分 
盘 上 不 同 点 的 坐标 . r =0, 9 = r/2 代表 圆 盘 的 边线 , 即 半径 为 a 的 圆 环 , 也 可 用 笛 
卡 儿 举 标 表 为 x? + y? =a?, z=0. 上 述 讨 论 表明 闵 氏 度 规 在 椭 球 坐标 系 的 线 元 
(13-3-2) 在 圆 环 (x =0, 6=7/2) 上 有 奇 性 , 这 当然 只 是 坐标 奇 性 . 受 此 启发 , 人 们 认 


QD 此 提 法 有 必要 准确 化 . 由 图 13-9 可 见 ,每 一 给 定 9 值 (例如 0 = zx/4 ) 其 实 只 对 应 于 一 对 双 曲 线 的 一 半 ( 对 
8/4 是 上 半 段 ) 再 本 上 一 0 (现在 是 3x/4 ) 所 对 应 的 另 一 半 ( 下 半 段 ) 才 是 一 对 完整 的 双 曲 线 . 
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0=7T/2 


0=7n/8 G=x 0=77/8 
图 13-9 椭 球 坐标 系 ( 关 于 z 轴 对 称 ) 


识 到 KN 时 空 的 Boyer-Lindquist 坐 标 1, > , 9, 9 不 应 天 真 地 解释 为 准 球 坐 标 , 而 应 
看 作 准 椭 球 坐标 (在 M = QO=0 时 退化 为 椭 球 坐标 ), 并 希望 找到 阅 氏 时 空 的 洛 伦 北 
坐标 t,x,y,z 在 KN 时 空 的 茶 种 推广 ( 准 洛 伦 兹 坐标 ), 它 与 准 椭 球 坐标 的 关系 在 
M=Q=0 时 能 回 到 式 (13-3-3). 这 种 准 洛 伦 兹 坐标 的 确 存 在 , 称 为 Kerr-Schild 坐标 ， 
与 准 椭 球 坐标 的 关系 为 

f=t-r+[(r +c2) ldr ， 


x=Vr? +a singcos [p+ arctan < + af 4 FP)dF] ， 
m (13-3-5) 


2 人 。 a WS 
y=Nr’ +a’ sinOsin [9 + arctan—+a 4A (P)dP] ， 
oo0 


Z=rc0s0 ， 
KN. 度 规 在 Kerr-Schild 华 标 系 f,x,y,z} 的 线 元 式 为 (Kerr 最 初 求 得 的 线 元 正 是 下 
芭 夺 9 下 人 时 的 特例 ) 


2 _n2 
ds” =-di+ det dy td + OO ) 
r +a'z 
ek in 和 一 所 . 2 (13-3-6) 
(0[-5-5D | pdx) ,zdz 7 
r +a r 
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当 M=QO=0 时 上 式 退 化 为 闵 氏 度 规 在 洛 伦 兹 系 的 线 元 . 请 读者 验证 式 (13-3-3) 是 
(13-3-5) 的 后 3 式 在 M =Q=0 时 的 特例 . 由 式 (13-3-5) 可 知 x=0,0=7/2( 即 p?=0) 
也 对 应 于 x? +y? =a?, z=0, 即 代 表 半 径 为 a 的 圆 环 , 所 以 KN 时 空 的 奇 性 称 为 环 
状 奇 性 (ring singularity) 或 育 环 (singular ring), 应 从 时 空中 开除 出 去 [在 4 维 语言 中 
应 开除 的 是 这 个 环 与 及 (“ 时 间 ”) 的 卡 氏 积 ]. 

既然 式 (13-3-6) 是 KN 度 规 在 Kerr-Schild 坐标 系 ( 准 洛 伦 兹 坐标 系 ) 的 线 元 , 式 
中 的 + 就 应 看 作 坐 标 x, y,z 的 函数 . 由 式 (13-3-5) 可 知 函 数 x(x,y,z) 以 如 下 方式 被 
隐 给 出 (但 只 能 把 x 确定 到 差 一 负 号 的 程度 ): 


六 -72(x+y2+z2 一 aazz2=0. 013.3.7) 
上 式 首先 表明 zz0 时 rz=0. 令 天 =z2+ 思 -ao2, 则 由 上 式 还 可 解 得 
r? -下 天 + +VK+z) +492 |， (13-3-8) 


故 z=0 时 r=(K+|KK|)/2 ,表明 


z=0 时 有 | Ey a 0, (13-3-9) 
rz0， 若 x*+y* -a?>0. 

上 述 结论 也 可 从 图 13-9 看 出 (图 中 横 轴 相 当 于 z=0). 不 过 现在 出 现 一 个 微妙 问题 . 
在 M? <a? +0? 的 情况 下 线 元 (13-2-1) 只 在 p? = 0 ( 即 奇 环 ) 处 奇异 , 因此 原则 上 > 
既 可 为 正 又 可 为 负 ( 在 67x/2 时 还 可 为 零 ) 然而 图 13-9 只 显示 出 上 > 0 的 一 面 ， 
为 所 有 椭 球 面 的 x 都 为 正 . 你 也 可 令 所 有 椭 球面 的 都 为 负 , 那 时 的 图 13-9 就 只 显 
示 出 r < 0 的 一 面 . 可 见 , 即使 把 图 13-9 中 的 圆 环 (> = 0, 0 = r/2 ) 控 去 , 它 与 KN 时 空 
的 等 上 面 ( 记 作 闷 ) 也 不 会 有 相同 的 拓扑 结构 . 事实 上 , 如 果 用 控 去 圆 环 的 图 13-9 描 
述 ( 即 暂时 规定 ,上 的 r+>0), 则 到 达 圆 盘 (x? + y* <a2 z=0) 的 所 有 测 地 线 都 
不 完备 , 但 计算 表明 在 沿线 趋 近 x =0 时 又 都 没有 曲率 奇 性 , 这 就 强烈 瞳 示 着 时 空 
应 “ 穿 过 圆 盘 内 部 ”向 x<0 处 延 拓 . 这 一 想法 也 可 从 另 一 角度 印证 . 人 
(13-3-@) 能 描写 KN 度 规 , 函数 x(x,y,z) 至 少 应 为 C?( 以 使 时 空 曲率 有 意义 六 然 关 
(下 面 将 证 明 ) z 在 经 过 圆 盘 时 变 号 而 * 不 变 号 导致 ar/z 在 圆 盘 长 不 容 宕 3 所 以 
r(x,y,z) 连 Ci 也 不 够 .具体 说 ,在 x*+y*<a ne -bb 


站 wba | (13-3-10) 
dz ed Sh x 
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再 令 4= 天 +z2, 8B=(42+4a2z2)12, 则 式 (13-3-8) 成 为 2r2 = 4+B, 故 
2 2 - 

| ee 

Oz 0 z3022 zo0 222 z->0 2z2(4 一 局 


-2a7 a a? 
= in 一 一 一 一 = 一 一 = 一 > 天 0. 
FT 
就 是 说 , 只 要 3r/az|,-0 存 在 , 则 必 非 零 . 另 一 方面 , 由 式 (13-3-7) 可 知 在 x, y 给 定 后 
r(-z)= 土 r(z) , 若 坚 持 在 穿 过 圆 盘 时 + 不 变 号 , 则 只 能 有 
r(-z)=r(z), 故 r(z)/z 与 r(-z)/(-z) 异 号 , 由 式 (13-3-10) 便 得 
Or/0z|,-0= lim(r/z)=0, 与 “只 要 Br/az|;-0 存在 , 则 必 非 零 ” 的 CC 
结论 矛盾 . 可 见 r(-z)=-x(z), 即 + 在 自 上 而 下 经 过 圆 副 时 也 《4 
像 z 那样 由 正 变 负 . 这 再 次 表明 + 应 向 负 值 延 拓 . ”为 便于 理 图 13-10 挖 去 
解 即将 介绍 的 延 拓 , 先 打 一 个 比方 . 设 在 闵 氏 时 空中 挖 去 两 区 。 《和 六 于 
4 和 和 B 再 把 两 者 的 边界 按 某 种 方式 认同 (图 13-10), 度 规 通常 
便 不 连续 . 治理 此 “ 病 ” 的 方法 很 简单 : 先 解除 认同 , 再 补 上 所 挖 部 分 便 可 . 线 元 
(13-3-6) 中 的 函数 r(x, y,z) 在 x =0 处 的 病态 表现 也 可 认为 是 从 原本 有 光滑 度 规 的 
流 形 中 挖 去 某 个 区 域 并 把 所 余部 分 随意 认同 的 结果 . 治理 方法 也 是 先 解 除 认同 再 
补 上 所 挖 部 分 . 具体 做 法 如 下 . 取 RR 的 两 个 版 本 , 其 自然 坐标 分 别 记 作 x, y,z 和 
x y 2 . 挖 去 圆 环 z=0, x? +y? =a? 和 z'=0, x ?+y ?=a’, 产 物 分 别 记 作 历 和 
W' , 其 中 的 圆 盘 z=0, x+ 雪 <o 和 z'=0,x*+y”<a? 分别 记 作 DD 和 D'. 令 
M=Wx 民 ,，M'=WW'x 民 ,以 7 代表 恨 的 自然 坐标 , 则 抑 ,x,y,2Z} 和 企 ,x',y',z》 分 别 
是 M 和 M' 的 坐标 系 . 以 Z,x,y,z 为 老 坐 标 借 式 (13-3-5) 在 M 上 定义 新 坐标 
t,r,0,9 ,并 规定 各 点 的 +>0.( 在 Dx 民 上 除外 , 那里 x=0.) 把 式 (13-3-5) 的 
为 区 z 改 为 x'y',z 后 又 可 用 来 在 M' 上 定义 新 坐标 1,r,9,pg ,但 规定 
r<0.(D'x 取 除外 ,那里 rz=0.) 再 用 式 (13-3-6) 在 M 上 定义 KN 度 规 , 则 7,x, yz 
和 t,x,9,9 分 别 成 为 准 洛 伦 兹 (Kerr-Schild) 坐 标 和 准 椭 球 坐 标 . 在 M' 上 也 可 类 似 
地 定义 KN 度 规 , 只 须 把 式 (13-3-6) 中 的 x, y,z 改 为 x',y'z'. 设 瑟 和 加 分 别 是 MM 
和 M' 中 7 值 相等 的 等 7 面 , 则 点 (x,y,z)e 芒 对 应 的 r 值 是 式 (13-3-8) 右 边 的 正平 
方 根 ， 点 (z 功 ze 至 的 > 值 是 式 (13-3-8) 右 边 的 负 平方 根 . 因 品 -D 上 有 <0， 


@@ 正文 的 讨论 也 适用 于 M = =0 的 情况 ( 闵 氏 度 规 ), 但 这 时 式 (13-3-6) 右 边 的 含 + 项 (最 末 的 长 项 ) 自 动 消失 ， 
因而 没有 延 拓 的 必要 ， 
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圆 盘 D 上 7r=10, 其 他 各 点 >0 圆 盘 D 上 =0, 其 他 各 点 r<0 


图 13-11 M 和 M' 中 的 等 : 面 马 和 如 .把 万 顶 与 忆 底 认同 ， 
DD 底 与 D' 顶 认 同 , 所 得 “大 ” 流 形 村 上 的 KN 度 规 表现 良好 


故 由 式 (13-3-5) 可 知 图 13-11 右 图 的 z' 轴 的 负 半 轴 有 6=0, 但 pg 与 z' 轴 仍 保持 右 
手 关 系 . 刀 盘 虽然 并 无 厚度 , 但 可 看 作 由 两 个 圆 盘 粘 合 而 成 , 分 别称 为 万 项 和 万 
底 . (类 似 地 , D' 也 由 D' 顶 和 D' 底 粘 成 .) M 上 的 KN 度 规 在 从 万 顶 到 万 底 的 过 渡 
中 的 不 良 表现 可 看 作 DD 顶 和 DD 底 被 错误 粘 合 所 致 , 因此 “ 治 病 ” 方 法 是 解除 这 一 
认同 , 再 补 上 “ 曾 被 不 适当 地 挖 去 的 ”二 c M'. 补 法 是 : 先 把 万 底 与 六 顶 认 同 ， 
再 把 DD 顶 与 D' 底 认同 (图 13-11, 详 见 选读 13-3-1). M 和 M' 从 此 合成 一 个 “是 
的 两 倍 大 ”的 流 形 放 , 其 中 任 一 到 达 刀 (或 刀 ) 顶 的 曲线 必 从 六 (或 万 ) 底 出 来 , 其 7 
在 经 过 零 值 时 变 号 . 这 样 便 可 消除 由 于 z 值 在 盘 上 符号 改变 而 给 函数 x(x,y,z) 造成 
的 不 可 微 性 . 由 式 (13-3-6) 在 M 上 定义 的 KN 度 规 的 定义 域 现在 可 自然 延 拓 为 拉 ， 
而 且 在 整个 性 上 表现 良好 . 以 M'c 不 上 的 Boyer-Lindquist 坐标 重 表 这 一 线 元 则 
仍 得 式 (13-2-1), 不 过 其 中 的 ><0. 1 仍 是 连通 流 形 (满足 时 空 背景 流 形 的 必要 条 
件 ), 因为 其 中 任意 两 点 p,q 可 被 连续 曲线 所 连结 (图 13-11 示 出 pe M, geM' 
的 情形 ). 但 它 不 是 单 连通 流 形 , 图 13-12 示 出 从 pe M 经 曲线 Ci 到 点 1, 再 经 曲线 
Cz 到 点 2, 最 后 经 曲线 C,, 回 到 的 闭合 曲线 , 它 不 能 通过 连续 变形 缩 为 一 点 (这 
当然 是 挖 去 奇 环 的 结果 一 一 该 闭合 曲线 链 绕 了 奇 环 ). 至 此 我 们 在 M? <a?+02 的 
情况 下 完成 了 从 re (0,%) 到 re (-oo,o) 的 延 拓 , KN 度 规 g,, 在 “大 ” 流 形 好 上 表 
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现 良 好 . 由 于 不 存在 其 他 坐标 奇 性 , (MY,gos) 就 是 M?<a + 的 KN 时 空 的 最 大 
延 拓 . 请 注意 这 种 时 空 不 存在 事件 视界 , 环 状 奇 性 裸露 在 外 . 这 种 不 藏 在 事件 视界 
之 内 的 奇 性 称 为 裸 奇 性 (naked singularity). 裸 奇 性 比 非 裸 奇 性 使 物理 学 家 的 日 子 更 
不 好 过 , 因此 Penrose 于 1969 年 提出 一 个 假设 :任何 真实 的 物理 时 空 都 不 存在 裸 奇 
性 . 这 称 为 宇宙 监督 假设 , 详 见 $E.2. 


图 13-12 ” 放 是 连通 流 形 (Yp,g < MM 存在 从 p 到 9 的 连续 曲线 Cn UCiy )， 
但 不 是 单 连通 流 形 (存在 不 能 连续 缩 为 一 点 的 连续 闭 曲 线 Cy1UCi2UC2y ) 


[选读 13-3-1] 

读者 可 能 会 问 : 圆 盘 (及 D') 既 然 没有 厚度 , 所 谓 “ 把 刀 底 与 刀 ' 顶 认同 ”和 

“把 万 顶 与 刀 ' 底 认同 ”究竟 是 什么 意思 ?其 实 , 真正 的 认同 无 非 是 把 DD 和 DD' 的 对 

应 点 视 为 同一 点 , 因而 就 是 把 万 与 刀 ' 做 了 认同 ,采用 “把 万 底 与 刀 ' 顶 认同 ”说 法 
的 目的 是 指明 曲线 的 走向 , 即 : 任 一 条 从 万 “上 方 ?(9< /2) 出 发 的 曲线 到 达 万 ( 因 
而 到 达 万 ' ) 后 应 向 刀 '“ 下 方 ” (9< /2 ) 继 续 前 行 .为 了 更 加 清晰 和 避免 误解 , 也 可 
用 如 下 方式 重新 表述 前 面 的 做 法 . 

以 为 蕊 z 代 表 民 的 笛 卡 儿 坐 标 . 从 腿 中 挖 去 z=0, xz2 +y2<a 的 所 有 点 ,其 
产物 (再 与 及 作 卡 氏 积 , 下 同 ) 记 作 N .在 N 上 按 式 (13-3-8) 定 义 r ,并 要 求 +>0. 再 
从 恨 ? 中 挖 去 z=0, x ?+y >qa? 的 所 有 点 ,其 产物 记 作 NN., 在 入 上 按 式 (13-3-8) 定 
义 7+ ,并 要 求 r>0( 对 z>0),r=0( 对 z=0),r<0( 对 z<0). 类似 地 还 可 定义 NN 
和 WW',， 只 是 在 N' 上 要 求 r<0 ; 在 入 上 要 求 r<0 (对 z>0) r=0( 对 
z=0),r>0( 对 z<0). 再 用 式 (13-3-5) 在 NN, 入, N', N' 上 定义 9 和 g 值 . 现在 把 
N, N,N', 入 ' 上 ,9,9 相等 的 点 认同 ,它们 便 可 看 作 一 个 大 流 形 及 的 4 个 坐标 邻 
域 , 四 者 之 间 的 相交 状况 如 下 : 


NNN'=8, NNN'=8, 


NMNN=O,, NNMNN'=0,, N'NN=0;, N'MNN'=0,, 
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其 中 Oi, O,, O;, O04 是 如 图 13-13 所 示 的 开 集 ,例如 (其 他 份 此 ), O| 定义 为 
O ={(T,x,y,2)|z>0,r>0), 
而 和 和 入 各 自 可 表 为 3 个 子 集 的 并 集 : 
N=O.UO,U{T,x,y,2)|z=0,x: +y >a’,r>0), 


N=O UO Ut{T,x,y,2)|z=0,x +y <a,0<n/2}. 
这 样 得 到 的 大 流 形 村 是 4 个 流 形 N, 力 , N', WN' 先 求 并 集 再 作 认 同 的 结果 , 但 现 
在 的 认同 是 开 集 与 开 集 ( 例 如 NN 中 的 Oi 与 N 中 的 O,) 的 认同 , 比 正文 中 的 认同 更 
为 清晰 明确 . 请 注意 现在 的 NN 及 N' 分 别 是 原来 (正文 ) 的 M 及 M' 挖 去 圆 盘 
z=0, x*+y < 的 结果 . [选读 13-3-1 完 ] 


13-13 NW ,入 ,N', 为 ' 可 看 作 大 流 形 好 的 4 个 坐标 邻 域 


13.3.2 M?>a +Q: 和 MM?=a+02 的 情况 


与 M*<a*+0Q? 的 情况 相 较 ，M?>a+0? 的 延 拓 更 为 复杂 . 首先 ， 
r=0,9=m/2 仍 是 奇 环 , 时 空 仍 可 通过 圆 盘 x =0,9<n/2 按 图 13-10 向 r<0 延 拓 . 
问题 的 复杂 性 源 于 方程 4(r)=0 现 在 有 两 个 实 根 


n=M+M (a +O NN?. 
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虽然 通常 星体 半径 远大 于 x, , 我 们 仍 想 讨 论 KN 度 规 适用 于 全 时 空 的 情况 . 由 于 线 
元 (13-2-1) 在 有 上 奇异 , KN 时 空 也 像 RN 时 空 那样 分 成 3 种 区 域 :I 型 区 ( 渐 近 平 直 
区 ) 满 足 r.<r <o%; I 型 区 满足 r <r <x,; II 型 区 满足 -oo<r<r (已 向 r+<0 作 了 
延 拓 ). 当 MM? =a?:+Q? 时 x, =r_ ,I 型 区 消失 . 与 RN 线 元 的 奇 性 x = 类似, KN 
线 元 的 上 述 奇 性 也 只 是 坐标 奇 性 , 引入 类 似 于 Krmaskal 坐标 的 坐标 可 消除 并 实现 最 
大 延 拓 . 图 13 -14(a), (b) 分 别 是 M2 >a*+Q? 和 M?=a?*+0Q* 的 KN 最 大 延 拓 时 空 
的 Penrose 图 [ 详 见 Chandrasekhar(1983)]. 由 于 KN 度 规 只 是 轴 对 称 而 非 球 对 称 , 不 
同 的 情况 不 同 , 图 13-14 只 表现 出 9=0,7( 即 对 称 轴 z 上 ) 的 情况 . 与 RN 时 空 最 
大 延 拓 图 类 似 , 图 13-14 也 应 向 上 、 下 方 无 限 延 伸 , 类 光 超 曲面 +=x, 也 是 I 型 区 的 
事件 视界 (越过 此 视界 就 是 KN 黑洞 区 ), I 型 区 与 两 个 II 型 区 之 间 的 两 个 [互相 正 
交 的 ( 按 纸 面 欧 氏 度 规 )] 类 光 超 曲面 =x 也 可 看 作 柯 西 视界 (许多 文献 也 称 之 为 内 
视界 ). 与 RN 时 空 不 同 , II 型 区 除 包含 0<r <x 的 点 外 还 包含 -oo <r=0 的 所 有 点 
(r=0 且 9=7/2 的 点 除外 ). 作为 2 维 时 空 图 , 图 13-14 表现 的 只 是 1 维 空间 . 而 
p=0 对 应 于 r=0,09=7/2, 故 图 13-14 中 的 rx=0 并 不 代表 奇 环 .为 了 表现 含 z 轴 
的 2 维 截面 的 情况 , 可 以 改 画 空间 图 , 即 图 13-15[ 见 Carter(1966)]. 读 过 选读 13-3-1 
的 读者 可 以 看 出 此 图 就 是 图 13-13 的 六 .与 施 瓦 西 和 RN 的 最 大 延 拓 时 空 [图 
9-13( 或 12-9) 和 图 13-1] 类 似 , 图 13-14 所 描写 的 KN 最 大 延 拓 时 空 很 可 能 也 不 是 物 
理 真 实 的 时 空 , 见 §13.6. 


(3) M? > qa* + 0 的 情况 (b) M?= a?+Q? 的 情况 
图 13-14 最 大 延 拓 KN 时 空 的 Penrose 图 (只 表现 对 称 轴 z 的 情况 ), 曲线 代表 等 + 线 
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图 13-15 ” M?>a?+0? 的 KN 时空 的 空间 图 (Carter 图 ). 粗 椭圆 线 代表 事件 视界 + = > 和 内 视界 

r=x .图 中 上 、 下 部 分 只 在 r=0,0zx/2 的 圆 盘 连 通 , 波状 线 表 示 上 、 下 部 分 是 割断 的 (两 部 分 都 

有 6<rx/2) 在 2=0 的 情况 下 , 视界 "=” 和 >=” 随 a? 增 大 而 相互 趋 近 , 当 o2 = M2 时 重合 (这 时 
=r. =M), 当 o>M? 时 消失 


Carter(1968) 曾 对 最 大 延 拓 KN 时 空 的 测 地 线 作 过 深入 研究 并 得 出 如 下 结论 : 
(D 不 到 达 有 环 的 测 地 线 都 完备 ; @ 0 =0 时 , 确 有 类 时 和 类 光 测 地 线 到 达 奇 环 (因而 
Q=0 的 KN 时 空 是 类 时 、 类 光 测 地 不 完备 的 ), 但 它们 必须 躺 在 赤道 面 上 (6 = 7/2); 
@Qz0 时 , 所 有 测 地 线 中 只 有 赤道 面 上 且 满 足 很 具体 条 件 的 类 光 测 地 线 才能 到 达 
奇 环 , 因而 Q zz0 的 KN 时 空 是 类 时 测 地 完备 而 类 光 测 地 不 完备 的 . 读者 试 与 施 瓦 
西 和 RN 时 空 作 一 比较 . 

最 后 对 参数 M, a, 8 的 正 负 问 题 作 一 讨论 . M 的 物理 意义 是 星体 (或 黑洞 ) 质 量 ， 
我 们 一 直 默 认 M >0. 0O 值 可 正 可 负 , 反映 星体 (或 黑洞 ) 带 电 的 正 负 . a (=.J/M) 在 
M >0 的 前 提 下 与 同 号 , 本 来 可 正 可 负 , 但 总 可 选择 g 坐标 的 正 向 使 a 为 正 . 如 
果 把 M 仅 看 作 KN 解 的 一 个 参数 而 不 问 物理 意义 , 则 M <0 当然 也 是 解 . 有 趣 的 
是 , M >0 的 KN 时 空中 x <0 区 域 的 度 规 与 M <0 的 KN 时 空中 x >0 区 域 的 度 规 
完全 相同 , (因而 在 | 才 很 大 时 也 渐 近 平 直 , 只 是 质量 参数 M 为 负 .) 理由 是 线 元 
(13-2-]) 中 的 7 以 这 或 Mr 形式 出 现 . 


第 13 章 Kerr-Newman( 克 尔 -纽曼 ) 黑 洞 .125 ， 


$ 13.4 静 界 、 能 层 和 其 他 


13.4.1 静 界 和 能 层 


本 节 讨 论 M? >a?*+0 的 情况 . 这 时 除 r= 产 外 ,go =0 的 点 也 有 重要 意义 . 
与 施 瓦 西 解 不 同 , a 0 时 的 线 元 (13-2-1) 在 go = 0 处 并 无 奇 性 ( 线 元 的 非 对 角 性 使 
行列 式 g 在 go =0 处 非 零 ). 由 式 (13-2-5) 可 知 go 的 零点 有 两 个 , 分 别 记 作 ,和 


, 即 

nr =M+VJaM2 (azcos2g+02)， (13-4-1) 
将 上 式 与 的 表达 式 对 比 易 见 在 对 称 轴 上 (9=0) 有 ns=7, 在 轴 外 有 
>, np_<r, 见 图 13-16 和 图 13-17. 曲面 + =n, 称 为 静 界 (理由 见 命 题 13-4-1 后 
的 注 1), x, 入, 之 间 的 区 域 称 为 能 层 ( 理 由 见 $13.5). 因为 r=x, 才 是 事件 视界 ,所 . 
以 能 层 不 含 于 黑洞 区 :飞船 中 的 观 者 穿越 x =n, 进入 能 层 后 , 只 要 尚未 到 达 事 件 视 
界 , 仍 可 掉 转 船 头 、 开 是 马力 回 到 x 为 任意 大 的 地 方 . 4 个 关键 点 和 把 + 轴 分 
成 若干 区 域 , 各 区 的 性 质 与 Kerr-Newman 度 规 在 Boyer-Lindquist 系 的 分 量 g,, 的 
正 负 有 关 . 由 式 (13-2-5) 可 知 gz 恒 为 正 ， goo 和 gi 的 正 负 分 别 以 ;和 为 分 界 
点 ; 8g83 则 与 闫 +a2 +p 2a2(2Mr-O2)sin2g 同 号 ( 当 sin20=0 时 8g3 =0). 若 
Q=0, g33 只 在 p?=0 附近 一 个 rx<0 的 小 区 域内 为 负 . 车 Qz#0, g3s 可 在 一 较 大 
区 域 (包含 r >0 的 点 ) 内 为 负 . 但 域内 x >0 的 点 的 r* 值 不 大 于 22 ,而 ><0 的 点 的 


nh 


对 称 轴 Z 


事件 视界 


能 层 


静 界 
(无 限 红 移 面 ) 


加 “ 例 视 图 ” (b)“ 顶 视图 ” 
13-16 ”Kerr-Newman 黑洞 、 能 层 和 静 界 (空间 图 ) 
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x? 值 不 大 于 4M? [ 见 Carter(1968)]. ”图 13-17 示意 性 地 表 出 gog，811，82 和 8 

在 全 > 轴 上 的 正 负 情况 .对 r >n, 和 r<n_ 有 goo <0, Killing 矢量 场 &* =(63/91)* 类 
时 , 所 以 这 两 个 区 域 是 稳 态 区 . 反之 , 在 _<r<n, 中 有 goo >0, 表明 6 类 空 , 由 图 
13-17 可 知 g33 >0, 即 Kilting 场 y”=(63/09)* 也 类 空 , 所 以 该 区 为 非 稳 态 区 . 在 能 层 

外 (7r>n;) 有 goo <0, gu >0, gw >0, g33 >0, 坐标 基 矢 (8/01)“ 类 时 而 (6/60r)?， 

(0/9)*，(9/0g9)* 类 空 , 人 们 自然 把 :看 作 时 间 坐 标 , 把 x, 0,9 看 作 空 间 坐 标 . 然而 
在 能 层 内 go, g11, 82, 833 皆 为 正 , 所 有 坐标 基 矢 皆 类 空 , 初学 者 往往 觉得 不 好 理解. 
其 实 , 任 一 时 空 点 忆 的 切 空间 玫 的 任意 4 个 线性 独立 的 元 素 都 构成 太 的 一 个 基底 ， 
它们 可 以 全 部 类 空 . 例如 , 设 7, 天 是 2 维 闵 氏 时 空 的 洛 伦 兹 坐标 , 则 线 元 可 表 为 
ds? =-d72? + dX?. 借用 下 式 定义 新 坐标 :和 x: T=t+z 三 =20 一 六 , 则 线 元 改 
写 为 


ds =3df2 +3dx2 -10dtdx ， 


其 中 g,，=g。=3>0 表 明 坐 标 基 矢 (3/61)* 和 (3/3x)? 都 类 空 . 事实 上 , 不 难 证 明 


加 -加 "(总 ]， 同 - 击 - 全 | 


| 
一 83>0 一 83>0 
1 


图 13-17 ”goo, 811, 822， 833 的 正 负 示 意图 (其 中 &4 与 9 有 关 ， 
6 不 超过 9? ; se 不 超过 a?,0? 和 4M? 中 之 最 大 者 ) 
从 而 印证 (89/81) 和 (6/6x)* 的 类 空 性 . 回 到 能 层 问 题 来 , 初学 者 可 能 仍 觉得 在 物理 
上 不 好 理解 :怎么 可 以 没有 时 间 坐 标 ? 事实 上 , 正如 $2.1 讲 流 形 时 所 指出 的 , 坐标 


名 如 果 放 弃 M? > 时 + 的 限制 , 则 x? 值 不 大 于 a?, QO? 和 4M? 中 之 最 大 者 . 
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本 身 是 数学 概念 . 至 于 时 间 概 念 , 则 须 对 时 空 作 3+1 分 解 ( 详 见 $14.4) 后 才 有 明确 
意义 , 而 为 此 先 要 选 定 参 考 系 . 选 定 参考 系 后 就 有 共 动 坐标 系 , 其 x" 坐标 线 与 观 者 
世界 线 重 合 , 于 是 第 零 坐标 基 矢 (6/3x")* 类 时 , 其 他 三 个 
类 空 ,坐标 x'" 便 可 解释 为 观 者 的 坐标 时 间 . [是 指 观 者 手 
中 任 一 走时 率 特定 的 钟 ( 称 为 坐标 钟 ) 所 指示 的 时 间 , 与 
固有 时 很 可 以 不 同 .] KN 时 空 的 Boyer-Lindquist 坐标 系 
在 >> 力 , 的 时 空 区 就 是 稳 态 参考 系 的 一 个 共 动 坐标 系 ， 
但 在 能 层 内 却 失 去 这 一 特点 [坐标 基 矢 (9/67) 的 类 空 性 
排除 了 t 坐标 线 与 任何 观 者 世界 线 重合 的 可 能 ]. 然而 它 
在 能 屋内 仍 是 数学 上 合法 的 坐标 系 . 如 果 愿 意 , 你 也 可 以 
另 选 坐标 系 使 它 满足 “一 个 类 时 、 三 个 类 空 ” 的 要 求 . 
虽然 能 层 内 的 1( 指 Boyer-Lindquist 系 的 1 ) 不 是 类 时 坐标 ， 
能 层 内 外 ( 指 + > x, ) 绕 黑洞 匀速 公转 ( 指 dwo/dt = 常数 +0) 
而 且 rx, 0 为 常 站 帮 凡 Ce 作 4 ) 的 dg/dt Ca @ ) 却 仍 Ty 
可 解释 为 质点 相对 于 远方 静态 观 者 的 转动 (公转 ) 角 速 ”相对 于 远方 静态 观 者 G 的 
度 . (足够 远 处 时 空 近 似 平 直 , 静态 观 者 有 意义 . ) 理由 如 角速度 (示意 图 ) 
下 . 以 pl 和 p, 代表 4 旋转 一 周 的 始末 两 个 事件 (图 
13-18), 设 4 在 pi 时 所 发 的 外 向 光子 的 志 界 线 (类 光 测 地 线 ) 与 远方 静态 观 者 G 
交 于 pl . 以 At 代表 p, 和 pi 的 1 坐标 之 差 , $y 代表 由 (8/80? 产生 的 等 度 规 映射 ， 
则 ws = 办 ,[7] 必 为 过 p, 的 类 光 测 地 线 ,而且 也 必 与 G 相交 , 设 交 点 为 p. 以 Ar 
代表 py 和 pi 的 1 坐标 之 差 , 则 必 有 Ar'= At . 利用 同一 世界 线 上 固有 时 与 坐标 时 的 
关系 dr/dt=(-goo) “以 及 -go 在 r 很 大 处 接近 于 1 的 事实 可 知 G 世界 线 上 ps 和 
说 的 固有 时 间 差 ArG = At', 因而 Ato At. 从 G 看 来 (根据 他 的 眼睛 和 他 的 标准 
钟 )， Are 正 是 质点 转 一 周 所 需 时 间 ， 故 G 测 得 的 、 质 点 4 的 

守 开 Et i De 


AN ee 
人 二 


这 一 结 妮 对 能 层 内 外 ( 指 r>r ) 的 质点 都 成 立 . 下 面 对 能 层 内 外 质点 的 角速度 w 所 

受到 的 限制 作 进一步 的 讨论 . 因 g 在 对 称 轴 上 无 定义 , 我 们 只 讨论 9z0,+z 的 稳 
命题 13-4-1 能 层 内 ( 指 r, <r < nm, ) 各 静 界 上 的 任何 观 者 (质点 ) 的 9 坐标 都 不 

能 百 兢 ; 册 @ 如 8/ 峰 二 0Q, 午 内 史 >0.( 其 实 是 @ 与 a 同 号 ,但 前 已 约定 a>0.) 
证 明 设 (2/z)? 为 所 论 观 者 (质点 ) 的 4 速 , 把 类 时 性 条 件 


吕 恬 民 革 以 绒 号 HzSeDaiRt bos aqtywsH 拱 ] 精 识 ; Rt 
D2 < 和 Byer-indaquist 系 展 升 并 数 以 (dz/dn)? 得 
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dt dt 


由 图 13-17 可 知 在 能 层 内 和 静 界 上 有 go >0, gu1;8w,833 >0, 故 go3w<0, 可见 
wz0. 与 式 (13-2-5) 结 合 得 


2 2 
dr dO0 
So0 + 全 十 822 图 + g330” +28o0O<0. (13-4-2) 


ao(2Mr -0’)>0. (13-4-3) 
在 [mm_,m,] 内 go >0, 由 式 (13-2-5) 可 知 在 能 层 内 和 静 界 上 有 (2Mr-O2)>0 ,加 
上 早已 约定 a>0, 故 式 (13-4-3) 表 明 w>0. 口 


注 1 根据 §8.1, 一 个 观 者 称 为 稳 态 观 者, 若 他 是 某 一 稳 态 参考 系 的 观 者 , 而 
稳 态 参考 系 则 定义 为 与 类 时 Killing 矢量 场 对 应 的 参考 系 . 对 KN 时空, r, 9, gp 为 党 
数 的 观 者 自然 是 稳 态 观 者 , 因为 Killing 矢量 场 &* 类 时 . 然而 7,9 及 w=dg/dt 为 党 
数 的 观 者 也 是 稳 态 观 者 , 因为 不 难 证 明 ( 习 题 ) 其 世界 线 与 欠 量 场 E* =6*+ wy" 的 
一 条 积分 曲线 重合 , 而 "作为 Killing 场 &e 和 y? 的 线性 组 合 也 是 Killing 场 . 前 后 
两 种 稳 态 观 者 的 区 别 在 于 前 者 的 w=0,” 因 而 相对 于 无 限 远 静态 观 者 静止 , 所 以 
Misner et al.(1973) 在 893 页 把 w=0 的 稳 态 (stationary) 观 者 专 称 为 static observer， 
详 成 汉语 既 可 以 是 静止 观 者 又 可 以 是 静态 观 者 . 考虑 到 “静态 观 者 ”在 本 书 88.1 
中 有 不 同 含义 (只 在 静态 时 空中 才 有 ), 本 书 把 w=0 的 稳 态 观 者 专 称 为 静止 观 者 . 
于 是 命题 13-4-1 表明 能 层 内 不 存在 静止 观 者 , 而 且 指出 能 层 内 任何 观 者 (质点 ) 之 所 
以 不 能 静止 的 关键 在 于 其 g 坐标 不 能 为 常数 , 即 必须 围绕 黑洞 公转 . 由 于 a 代表 黑 
洞 单 位 质量 的 角 动 量 , o 与 a 同 号 表明 能 层 内 的 观 者 的 旋转 方向 与 “黑洞 的 旋转 方 
向 ”相同 , 可 以 解释 为 “被 黑洞 拖 忠 着 转动 ”. 由 于 ,是 能 层 的 外 边界 , 是 静止 观 
者 可 否 存 在 的 两 个 区 域 的 交界 面 , 因此 称 为 静 界 (static limit surface). @ ， 

能 层 内 虽 不 存在 静止 观 者 , 却 存在 稳 态 观 者 . 下 述 命题 给 出 能 层 内 外 稳 态 观 铬 
相对 于 无 限 远 的 角 速 率 w= dp/dt 的 取 值 范围 . 3 (办 

命题 13-4-2 ”能 层 内 外 ( 指 x >x, ) 任 一 时 空 点 的 稳 态 观 者 (质点 ) 的 角 速 率 
@O=dp/df 可 以 ( 且 仪 可 以 ) 在 (w_,w, ) 的 范围 内 取 值 , 即 


OW_<W< 0,, 从 HE 会 jxhl 3 
其 中 i 
-并 赂 得 
二 二 奏 ”1-8-E1 枉 命 
@ 另 一 区 别 是 : $ 在 无 限 远 也 类 时 而 8" 在 充分 大 时 不 再 类 时 至 肯 而 福 必 汝 直观 是 施 也 有 晤 洛 请 
属 的 参考 系 可 以 延伸 至 空间 无 限 远 而 o* 0 的 移 态 观 者 则 不 能 ; 淮 屎 OGA) 站 妇 避 L 


@ 稳 态 观 者 和 静止 观 者 的 定义 在 文献 中 不 很 统一 ， ete pn Hawking and ed Ct 
(stationary limit surface). 3 pb dx08 人 0> CSGSO OC) 
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w=0+A, PD=-8a， 4= |022 -So ， (13-4-5) 
833 833 
或 者 , 借助 于 式 (13-2-8), 注意 到 在 + >r, 时 4>0, 有 
oO _ pyY4sing (13-4-57 
833 


证 明 ”把 式 (13-4-2) 用 于 r 和 09 为 常数 的 观 者 得 


go0 + 28030 + 830* <0. (13-4-6) 
式 (13-4-3) 的 ws 正 是 关于 w 的 代数 方程 go + 2803@% + g33%”=0 的 解 , 注意 到 能 层 
内 外 ( 指 x >x, ) 有 g33 > 0, 便 知 式 (13-4-6) 的 充 要 条 件 为 式 (13-4-4). 口 


注 2 式 (13-4-5) 定 义 的 @ 是 + 的 丽 数 , 我 们 讨论 该 式 与 式 (13-4-4) 结 合 后 在 
r> 六 的 一 些 关 键 段 ( 点 ) 上 对 w 所 给 出 的 限制 . 由 式 (13-2-5) 可 知 r>x, 时 2 与 a 同 
号 , 而 我 们 早已 约定 选 g 的 正 向 使 a >0, 所 以 讨论 中 默认 2>0. 

(1)r 很 大 的 情况 . 这 时 gu =0, goo -1 ga rsin*0, 故 20, 由 式 
(13-4-5) 可 知 w, (rsin0)"1, oO <-(rsing) ,所 以 式 (13-4-4) 对 w 给 出 的 限制 就 是 
-1<wrsing<1. 注 意 到 wrsing 是 线 速率 , (直观 上 不 难 理解 ,证 明 见 本 小 节 末 . ) 
可 见 命题 13-4-2 对 远方 稳 态 观 者 (质点 ) 的 限制 无 非 是 必须 亚 光 速 . 

(2) 能 层 外 (+r>n, ) 的 情况 ,这 时 有 -go/g53 >0 及 只 >0.( 后 者 是 因为 
1M2 >a2+02 及 r> 六 保证 2Mr-O2>0, 从 而 有 -go >0.) 于 是 由 式 (13-4-5) 
可 知 w <0，w, >0 ,因而 式 (13-4.4) 允 许 w 取 零 值 , 说 明 在 > >n, 段 内 允许 存在 静 
止 观 者 , 

(3) 静 界 上 (x =n, ) 和 能 层 内 (x,<r<n,) 的 情况 . 由 式 (13-4-5) 可 知 w_> 0 (等 
号 仅 适用 于 r=, ), 故 式 (13-4-4) 要 求 w> 0 , 因而 不 存在 静止 观 者 , 与 命题 13-4-1 
的 结论 一 致 . 

(4) 事件 视界 上 (x =x, ) 的 情况 . 由 式 (13-4-5') 得 
V4sing 

S33 
由 小 =0 易 见 在 r=r, 上 有 w, -@_ =0, 说 明 在 事件 视界 上 连 稳 态 观 者 也 不 允许 
存在 . 这 是 事件 视界 的 类 光 性 及 单 向 膜 性 的 体现 :任何 观 者 的 x 值 一 旦 等 于 x, 就 只 
能 向 小 于 x 演化 (被 吸入 黑洞 ), 不 存在 r =x, 的 类 时 线 . 

要 点 小 结 。” 静 界 外 (> 加 ) 存 在 静止 观 者 ; 能 层 内 (xr.<r<ro, ) 及 静 界 上 
(= mo ) 不 存在 静止 观 者 , 但 存在 稳 态 观 者 ;事件 视界 上 (7 =x, ) 不 存在 稳 态 观 者 ， 


0 一 0 =2 (13-4-7) 
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甚至 不 存在 + 为 常数 的 观 者 . 
现在 补 证 “在 + 很 大 时 wrsin9 是 稳 态 观 者 的 线 速 率 ”. 稳 态 观 者 的 4 速 为 


Cr 
OT dr \or dz\00 
在 > 一 oo 时 (3/80)? 等 于 静止 观 者 的 4 速 Z“ ， 故 上 式 可 看 作 (3/8z)" 用 Z< 的 3+1 


分 解 式 (3/07)” =y2"” +7ya2[ 见 式 (6-3-30)]， 由 此 可 得 稳 态 观 者 相对 于 静止 观 者 的 
3 速度 wu = wo(3/80) ,于 是 3 速率 zx= gao = Vw g33 = orsing， 


13.4.2 无限 红 移 面 


设 静 界 以 外 的 静止 观 者 G 和 Cr 的 径 向 坐标 各 为 r 和 xr(>r), G 向 G' 发 光 , 则 
由 式 (9-2-2) 得 
a 
4 go0(?) 
其 中 go = &"6 是 KN 度 规 在 Boyer-Lindquist 系 的 00 分 量 .” 由 于 go00m%,)=0, 仿 
照 小 节 9.4.4 的 讨论 可 知 n, 是 KN 时 空 的 无 限 红 移 面 . 确切 地 说 , 这 只 是 时 空中 选 
择 类 时 Killing 场 &* 的 积分 曲线 为 稳 态 观 者 (我 们 已 称 为 静止 观 者 ) 世 界线 时 的 无 限 
红 移 面 . 由 于 KN 时 空 有 无 数 个 类 时 Killing 矢量 场 , 对 其 他 类 时 Killing 场 将 有 其 
他 无 限 红 移 面 . 与 施 瓦 西 时 空 (以 及 闵 氏 时 空 ) 类 似 , 无 限 红 移 面 是 类 时 Killing 场 依 
赖 的 . 由 于 以 &" 的 积分 曲线 为 世界 线 的 稳 态 观 者 的 特殊 性 (他 们 是 静止 观 者 ), 在 谈 


到 无 限 红 移 面 而 不 加 说 明 时 都 是 指 此 类 观 者 对 应 的 无 限 红 移 面 , 它们 与 静 界 重合 ， 
却 不 同 于 事件 视界 (no, zx ). 


(13-4-8) 


13.4.3 ”闭合 类 时 线 

图 13-17 表明 =0 附 近 有 一 由 e <r< 2 定义 的 区 域 , 其 中 g3; <0. 为 方便 起 
见 , 将 此 区 称 为 = 区 . g;; <0 意 味 着 wy” = (8/3g)? 为 类 时 矢量 场 . 因为 9g 坐标 线 是 
闭合 曲线 , 所 以 E 区 内 任 一 9 坐标 线 都 是 闭合 类 时 线 . 更 有 甚 者 , 利用 g 区 的 特殊 性 
质 , Carter(1968) 证 明 , 对 M?>a*+0 的 KN 时 空中 II 型 区 的 任 一 点 (车 讨论 


Q@ KN 度 规 在 Boyer-Lindquist 系 的 分 量 gu, gs, gos 有 明确 的 几何 意义 : gw 和 gs 分 别 是 Killing 场 < 和 wr? 
的 自我 内 积 ，8go 则 是 &? 与 w” 的 内 积 ， 因此 gu, gj, go 是 3 个 反映 时 空 对 称 性 的 (不 依赖 于 人 为 因素 的 ) 标 量 场 . 
坐标 分 量 gu, g33, gos 的 这 一 好 性 质 是 精心 选择 坐标 系 的 结果 . 
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MHz <ez+C2 的 KN 时 室 , 则 应 说 对 时 空中 任 一 点 ) p 都 存在 过 p 的 闭合 类 时 
线 . (为 了 闭合 , 类 时 线 必 须 有 一 段位 于 g 区 内 .) 闭合 类 时 线 所 导致 的 因果 性 问题 
见 $11.3. 


对 称 轴 Z 对 称 轴 Z 
ls 
正 行 光 @ 
Se | a lol 
人) r, 0 为 常数 的 圆 环形 镜面 的 光源 发 出 正 、 道 行 光 (b) 含 z 轴 的 截面 图 


13-19( 空 间 图 ) 角 动 量 了 0 导致 正 、 赣 行 光 在 Boyer-Lindquist 系 的 坐标 角 速 不 等 


13.4.4 ”局 域 非 转 动 观 者 


在 KN 黑洞 外 置 一 r,9 为 常数 的 圆 环形 镜子 (内 侧 为 镜面 ). 一 个 以 角速度 
we (相对 于 无 限 远 ) 贴 着 镜面 运动 的 观 者 G (因而 其 x, 9 为 常数 ) 在 某 一 时 刻 持 一 光 
源 发 光 . 由 于 镜面 的 吸收 和 再 发 射 (反射 ), 部 分 光子 将 贴 着 镜面 分 别 沿 g 的 正 向 和 
逆向 运动 并 返回 观 者 (图 13-19). 以 w, 代表 正 、 逆 行 光子 相对 于 无 限 远 的 角 速 率 ， 
把 光子 看 作 命题 13-4-2 中 的 质点 的 世界 线 趋 于 类 光 曲 线 的 极限 情况 , 便 知 这 mw, 可 
由 式 (13-4-5) 表 示 . 如 果 观 者 的 角 速 率 w = 0, ( 即 是 静止 观 者 , 在 静 界 外 允许 存在 . ) 
他 将 先 回收 到 正 行 光子 后 回收 到 逆行 光子 . 因为 光子 的 运动 由 时 空 几何 决定 , 他 可 
把 这 种 双向 发 射 并 回收 光子 的 实验 看 作对 局 域 时 空 几 何 的 测量 手段 , 于 是 回收 的 
不 同时 性 表明 他 测 得 的 局 域 时 空 几 何在 +P 和 -gp 方向 上 不 等 价 , 可 以 解释 为 “他 
相对 于 局 域 时 空 几何 有 转动 >( 他 相对 于 无 限 远 观 者 无 角速度 恰恰 相应 于 他 相对 于 
局 域 时 空 几何 有 转动 ) 如 果 他 想 同 时 回收 到 正 、 逆 行 光 子 , 则 他 应 以 某 一 匀 角 速 
(相对 于 无 限 远 ) wo 贴 着 镜面 沿 正 向 ( 迎 着 逆行 光 ) 行 进 . 下 面 将 证 明 同 时 回收 的 充 
要 条 件 是 wo = 人 = 一 g0s/833( 一 个 完全 由 时 空 几何 决定 的 量 ). 这 一 证 明 对 7 >x， 
的 任 一 点 都 成 立 , 但 能 层 外 和 能 层 内 的 物理 图 象 有 所 不 同 . [刚才 介绍 的 物理 图 象 
( 正 、 逆 行 光 分 别 沿 +O 和 --g 方向 行进 ) 只 对 能 层 外 (+>n, ) 成 立 , 在 能 层 内 
(7<r<ny) 有 go00o>0,A< 人 (已 约定 a>0), 故 @, >w >0, 因 此 正 、“ 逆 ” 行 光 
都 沿 +g 方 向 行进 . ] 以 t=0 和 和 t=7 分别 代表 三 者 ( 正 、 首 行 光子 及 观 者 G ) 开 始 运 
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动 和 三 者 相遇 (同时 回收 ) 的 时 刻 , 以 Ap ,Ap_ 和 Ape 依次 代表 三 者 在 T 时 间 内 走 
过 的 g 角 , 则 


Ap =Apo +2Tr，Apo =AD_ +27 (>1 时 Ap <0) 


故 Apc =(Ap, +Agp_)/2 , 除 以 了 便 得 we =(o, + w_)/2=2. 这 一 证 明 对 能 层 内 
外 和 静 界 上 [ 即 对 开 区 间 (x ,oo) 中 的 任 一 > 值 ] 都 成 立 . 既然 以 ws = 9 为 角 速 率 的 
观 者 能 同时 回收 到 正 、 逆 行 光 子 , 他 测 得 的 时 空 几 何 便 在 +9 和 -9 方向 上 等 价 ， 
因而 “他 相对 于 局 域 时 空 几 何 没 有 转动 ”, 所 以 可 把 任 一 六 9 为 常数 、 
wa = dgpo/dt = 人 2(r,9) 的 观 者 称 为 局 域 非 转动 观 者 (locally nonrotating observer). 
也 可 说 局 域 非 转 动 观 者 是 “被 黑洞 拖 忠 着 ”、 与 黑洞 同步 转动 的 观 者 . 

以 上 讨论 使 我 们 想到 图 13-8, 图 中 以 1 坐标 线 为 世界 线 的 观 者 是 静止 观 者 , 看 
来 以 坐标 线 为 世界 线 的 观 者 才 是 局 域 非 转动 观 者 . 答案 的 确 如 此 . 以 8 代 表 上 述 
光子 世界 线 的 参数 , 用 坐标 系 {7',r',9',g'} [由 式 (13-2-9) 定 义 ] 表 述 (8/8p)” 的 类 光 性 
g.(8/86)"(8/86) =0， 注 意 到 此 系 的 线 元 不 含 时 空 交 叉 项 以 及 


df/d6 =dg'1dB =0, 得 
季 2 
, {dr , {dy 
&00 (加 十 833 的 =0. 


以 w'=dg'/dr 代表 光子 在 这 个 坐标 系 中 相对 于 无 限 远 的 角 速 率 , 便 得 
QW =+(-gio/83) ?， 即 和 ov 等 值 异 号 . 这 表明 正 、 逆 行 光 在 坐标 系 
{,r,0',9')} 中 的 角速度 等 值 反 向 , 平均 值 为 零 , 因此 同时 回收 两 光 的 观 者 ( 即 局 域 
非 转 动 观 者 )G 在 此 系 的 角速度 应 为 零 , 即 G 的 世界 线 上 不 但 x, 9 为 常数 ,而 且 g 
也 为 常数 . 而 这 正 是 和,r',0',91) 系 的 tr 坐标 线 ! 可 见 以 坐标 线 为 世界 线 的 观 者 正 
是 局 域 非 转动 观 者 . 这 也 可 通过 计算 他 在 fr,6,9} 系 的 角速度 w 得 到 印证 : 设 
gc 和 gs 是 他 在 两 系 的 g 坐标 , 则 由 gs = go 一 2t[ 见 式 (13-2-9)] 得 
Woe =d9oc/dt= do9c/dt + =02. 


以 P" 代表 局 域 非 转 动 观 者 G 的 4 动量 , 则 他 的 角 动 量 为 
L=gwwP”(0/0g) [参见 式 (9-1-5) 及 该 节 末 对 角 动 量 的 讨论 ]. 注意 到 G 的 世界 线 与 
等 1 面 正 交 以 及 (0/39)* 切 于 等 1 面 , 便 知 二 =0. 可 见 局 域 非 转动 观 者 的 角 动 量 为 
零 , 因 此 也 被 称 为 零 角 动量 观 者 (zero-angularmomentum observer), 详 兄 
Thorne, Price, and Macdonald(1986) 及 其 所 引文 献 . 

[选读 13-4-1] 
Bardeen and Press(1972) 指 出 , 研究 旋转 黑洞 附近 的 物理 过 程 时 , 用 物理 量 在 
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Boyer-Lindquist 坐标 系 的 分 量 会 使 问题 复杂 化 , 原因 是 :人 (8/80? 在 能 层 内 类 空 而 
不 类 时 ; @) 线 元 的 非 对 角 性 给 指标 升降 带 来 代数 运算 的 麻烦 . 他 们 以 局 域 非 转动 观 
者 组 成 的 参考 系 为 基础 建立 正 交 归 一 标 架 场 , 使 许多 问题 得 以 简化 , 而 且 物 理 意义 
更 加 明晰 . 这 一 做 法 还 可 推广 到 任意 稳 态 轴 对 称 渐 近 平 直 时 空 (真空 或 非 真空 ), 其 
度 规 在 fr,0,9} 坐标 系 中 的 线 元 为 

ds2 =-exydr2 +e (dp — 12d) +e2dr? +e22d02， (13-4-9) 


其 中 VV,W, ,14,2 是 r+ 和 0 的 澡 数 .对 Kerr 度 规 有 


2 人 2 
e2v se eA e =- 已，e2m = 0p2， re 
4 p? 4 4 
(13-4-10) 
其 中 4=(r +a’) -Aa? sin?0. (13-4-11) 


在 对 Kerr 时 空 的 若干 计算 中 , 先 用 式 (13-4-9) 求 得 结果 再 用 式 (13-4-10) 代 入 比 直接 
用 式 (13-2-1) 计 算 要 省 事 得 多 . 度 规 (13-4-9) 的 局 域 非 转 动 观 者 是 这 样 的 观 者 , 其 世 
界线 的 r, 0 为 常数 , p, 1 满足 dgp/dt = 了 2. 不 难 证 明 , 与 Kerr 度 规 一 样 , 他 们 的 世界 


线 也 正 交 于 等 1 面 . 定义 正 交 归 一 4 标 架 场 [注意 (e0)* 正 是 局 域 非 转 动 观 者 的 4 束 ] 
ee a a a 2 a 
(eo) 二 所 站 +a[ 吉 ] 9 (e) =€ 加 3 


i i em 
a 
不 难 验 证 其 对 偶 标 架 场 为 
(e’), =e" (di),, (e), =e (dr),, (es =es(d0),, (e), =e[-0 (di), + (dp),]. 


(13-4-12) 


(13-4-13) 
由 于 {(e,)*,i=1,2,3} 就 是 局 域 非 转动 观 者 的 空间 3 标 架 , 所 以 任 一 空间 张 量 的 i 分 
量 就 是 他 测 得 的 分 量 , 有 清晰 的 物理 意义 .为 避免 误解 , 我们 指出 两 点 :中 由 全 体 局 
域 非 转 动 观 者 组 成 的 参考 系 并 非 稳 态 参考 系 , 因为 它 不 对 应 于 任 一 Killing 矢量 场 
[2(r,0) 的 非常 数 性 导致 式 (13-2-12) 的 (6/919 的 非 Killing 性 ]. 局 域 非 转 动 观 者 G 
之 所 以 是 稳 态 观 者 , 是 因为 存在 以 他 的 角速度 只 为 组 合 常 数组 成 的 Killing 场 
&“ =&a + 人 2 . 设 局 域 非 转动 观 者 G' 与 G 有 不 同 的 r,9 值 , 则 其 角速度 Q' 不 等 
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于 只 ,但 G' 由 于 属于 另 一 稳 态 参考 系 ( 对 应 于 Killing 场 E"”=E"+.2%W") 而 同样 有 
资格 作为 稳 态 观 者 . 简 言 之 , G 和 G' 是 属于 不 同 稳 态 参考 系 的 两 个 稳 态 观 者 . @) 局 
域 非 转动 观 者 的 世界 线 并 非 测 地 线 , 其 正 交 归 一 4 标 架 场 (13-4-12) 沿 世界 线 也 非 费 
移 (“ 非 转动 ”不 同 于 无 自转 ). [选读 13-4-1 完 ] 


.SS$13.5 从 旋转 黑洞 提取 能 量 (Penrose 过 程 ) 


设 C(7) 是 Kerr 时 空 的 指向 未 来 类 时 线 , 为 固有 时 , P” =m (0/87)* 是 它 所 代 
表 的 质点 的 4 动量 , 则 


Be-gnt"P -ep [之 和 (13-5-1) 
apb a 6 
pp 


可 分 别 解释 为 质点 (相对 于 无 限 远 稳 态 观 者 ) 的 能 量 和 角 动 量 ( 见 89.1). 由 于 
< =(8/80" 和 xy” =(8/80)" 是 Killing 矢量 场 , 由 定理 4-3-3 可 知 当 C(z) 为 测 地 线 
时 E 和 工 在 线 上 为 常量 , 可 分 别 解释 为 质点 的 能 量 和 角 动 量 守恒 . 因为 上 在 能 层 
外 是 指向 未 来 类 时 的 , 由 命题 11-1-1(D) 及 式 (13-5-1) 可 知 妃 > 0 . 然而 , 6 在 能 层 内 
类 空 ,于 是 巨 可 正 可 负 , 视 所 论 类 时 线 C(z) 而 定 . E 恒 为 负 的 类 时 (及 类 光 ) 曲 线 称 
为 负 能 轨道 . ”请 注意 E 与 Ba 的 区 别 , 后 者 是 观 者 (其 4 速 2” 恒 为 类 时 单位 矢 ) 作 


13-20 ”Penrose 过 程 示意 


@ 对 带电 黑洞 (OQ0) 外 的 带电 质点 , 式 (13-5-1) 和 (13-5-2) 中 的 P* 应 改 为 广义 4 动量 P* -dg4? .(9 为 质点 
的 电荷 ，4.。 为 时 空 的 电磁 4 势 . ) 结论 的 相应 改变 为 : 当 9 与 2 异 号 时 , 负 能 轨道 存在 于 一 个 比 能 层 略 大 的 区 域 ; 
当 9 与 @ 同 号 时 , 负 能 轨道 存在 于 一 个 比 能 层 略 小 的 区 域 , 见 Misner et al.(1973)P.906~907. 
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当时 当地 观测 所 得 的 能 量 , 不 包含 引力 势能 , 恒 为 正 ( Ew =-Z?“ 忆 >0). 

Penrose 于 1969 年 根据 能 层 内 存在 负 能 轨道 的 特点 提出 从 旋转 黑洞 提取 能 量 
的 有 趣 想法 , 后 称 Penrose 过 程 (Penrose process). 设 能 量 为 E(> 0) 的 质点 从 “无 限 
远 ” 实 验 室 向 Kerr 黑洞 自由 下 落 , 则 其 为 常数 . 质点 备 有 定时 装置 , 以 使 其 在 能 
层 内 某 时 空 点 自动 爆裂 为 两 块 , 以 P*, BP” 和 Br 分别 代表 原 质 点 及 两 个 碎 块 的 4 
动量 . 由 等 效 原理 可 知 狭义 相对 论 的 4 动量 守恒 式 P2 = B“+B“ 对 弯曲 时 空 的 爆裂 
事件 也 成 立 , 与 6 缩 并 便 得 (局 域 ) 能 量 守恒 已 = 瓦 + 玖 .可 以 证 明 , 原则 上 总 可 这 
样 安排 爆裂 事件 , 使 碎 块 1 以 负 能 轨道 为 世界 线 ( 即 <0) 而 碎 块 2( 其 能 量 包 > EE) 
沿 外 同 测 地 线 返回 远方 实验 室 . 还 可 证 明 碎 块 1 最 终 必然 落 入 黑洞 (图 13-20). 整个 
过 程 的 净 结 果 为 :@ 远 方 实验 室 得 到 能 量 AE=E,-E=-El >0; @@ 由 于 “ 吃 进 ” 
负 能 碎 块 1 黑洞 能 量 由 M 减 为 M -| |. 这 就 是 “从 黑洞 提取 能 量 ” 的 实质 , 能 
层 (ergosphere) 也 由 此 得 名 . 设想 图 13-20 中 的 远方 实验 室 是 一 座 城 市 ， 卡车 满载 垃 
圾 向 能 层 自由 下 落 , 到 x 点 把 垃圾 抛 出 并 使 其 沿 负 能 轨道 进入 黑洞 , 能 量变 大 了 的 
卡车 沿 外 同 测 地 线 返 回 城市 , 把 获得 的 动能 转 给 一 个 巨大 的 飞轮 并 使 其 推动 发 电 
机 , 然后 卡车 再 次 满载 垃圾 进入 能 层 ,……. 这 似乎 为 一 箭 双 雕 地 解决 能 源 和 垃圾 
处 理 问题 提供 了 一 种 原则 上 的 可 能 性 , 然而 付 诸 实践 却 远 非 如 此 简单 . 纵使 有 朝 一 
日 能 在 足够 近 处 发 现 一 个 可 供 利 用 的 旋转 黑洞 , 上 述 过 程 所 要 求 的 非常 高 的 爆 后 
速率 (为 使 能 量 为 负 , 碎 块 1 的 3 速率 须 大 于 c/2 . ) 以 及 极端 精确 的 定时 技术 , 特别 
是 对 两 个 碎 块 的 精确 去 向 的 控制 都 是 远 非 目前 人 类 技术 所 能 达到 的 . 不 过 , 无 论 如 
何 , 这 至 少 是 一 个 很 有 兴趣 的 理论 设想 . 

旋转 黑洞 (至 少 在 理论 上 ) 可 以 成 为 取 之 不 尽 的 能 源 吗 ? 当然 不 . 关键 在 于 负 能 
粒子 的 角 动 量 工 必 与 黑洞 的 角 动 量 反 号 . 证明 如 下 . 把 2= -go/g33 在 事件 视界 
r= 的 值 记 作 .24 (H 代表 事件 视界 ), 由 式 (13-2-5) 和 (13-2-3) 易 得 


区 , (13-5-3) 


上 式 再 次 表明 24 与 a 同 号 . 定义 矢量 场 
天 “= 上 + WW", (13-5-4) 


由 6* 和 ws 的 Killing 性 以 及 428 的 常数 性 可 知 K* 也 是 Killing 场 .在 HH 外 定义 矢量 
场 1” =6”+wW”, 因 ww, 是 方程 go +2gow+83307 =0 的 解 , 故 


gp"? = go00 +2g8030, + g330.7 =0, 
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即 7 类 光 . 由 于 在 r > m, 处 ?为 指向 未 来 类 时 ,而且 
Bape = go0 + g030; = (800 + 2g8030; + g330, ) —(g030, + g330,") 
=0-@,[g0 + 8g3(2+A)=-0%,g834<0, 


所 以 由 命题 11-1-1(1) 可 知 w" 指 向 未 来 .而 K? lg=w" la, 可 见 K* 在 HH 上 是 指向 未 
来 的 类 光 矢 量 . 而 质点 的 4 动量 P* 是 指向 未 来 类 时 矢量 , 再 次 利用 定理 11-1-1(1) 
便 得 

0>gaP’ xX’ =-E+QaL. (13-5-5) 


(和 工 对 自由 下 落 质 点 为 常数 ). 不 失 一 般 性 , 选 g 坐标 的 正 向 使 J>0, 则 024 >0， 
故 上 式 在 E<0 的 情况 下 给 出 | 
L<E/Qn <0， (13-5-6) 

可 见 Kerr 黑洞 在 “ 吃 进 ” 负 能 粒子 后 其 /了 将 减 小 . 等 它 稳定 为 一 个 M 和 J 都 小 于 
原 值 的 新 Kerr 黑洞 后 , 还 可 再 用 Penrose 过 程 提取 能 量 . 如 此 反复 进行 , 当 J 减 至 零 
时 能 层 (因而 提取 能 量 的 可 能 性 ) 消 失 . 下 面 讨论 从 Kerr 黑洞 可 以 提取 的 能 量 的 极 
限 . 

黑洞 在 “ 吃 进 ” 能 量 为 、 角 动量 为 工 的 粒子 后 , 质量 M 和 角 动 量 了 的 改变 量 
分 别 为 6M = 8J] = 工 . 故 式 (13-5-6) 可 改写 为 8] < .24 "6M .利用 式 (13-5-5) 又 可 
改写 为 

(7 +a’)8M >ad] =a8(ahM)=a28M +Masa， 


因而 r,* 8M > Maia . (13-5-7) 
用 下 式 定义 一 个 称 为 不 可 减 质量 (irreducible mass) 的 正 量 MM : 
2 =MLMAM+VAM2 -a2]， (13-5-8) 
则 
2 1 2 2 
28(M?)= pr 5M — Maéa), (13-5-9) 


于 是 由 式 (13-5-7) 得 


8(M*)>0. (13-5-10) 
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可 见 , 虽然 黑洞 在 “ 吃 进 ” 负 能 粒子 后 M 要 减 小 , 但 不 可 减 质量 却 只 增 不 减 (故此 
得 名 ). 由 式 (13-5-8) 可 反 解 出 MM : 


.72 


Mb = M2? + (13-5-11) 
设 黑洞 的 初始 数据 为 M, M 和 a ,反复 经 历 Penrose 过 程 后 的 数据 为 M', M' 和 a'， 
则 由 式 (13-5-11) 和 (13-5-10) 可 知 

M’>M'>M>0, (13-5-12) 


可 见 “ 吃 进 ” 负 能 粒子 后 的 黑洞 质量 不 但 不 会 为 零 ,而且 总 比 初始 不 可 减 质量 
大 . MM 为 反复 经 历 Penrose 过 程 的 Kerr 黑洞 提供 了 一 个 正 的 质量 下 限 . 能 量 提取 
的 极限 相应 于 终结 质量 M 等 于 初始 不 可 减 质量 M 的 情形 . 理由 如 下 . 首先 , 适当 
选择 碎 块 1 的 轨道 可 使 式 (13-$-$)[ 因 而 (13-$-10)] 的 不 等 号 任意 地 接近 等 号 , 于 是 式 
(13-5-12) 中 的 MY'> 1 在 极限 情况 下 可 改写 为 M'=M ;其 次 , 原则 上 可 通过 多 次 
Penrose 过 程 使 黑洞 的 a 值 任意 地 小 , 在 极限 情况 下 可 取 为 零 , 青 注意 到 式 (13-5-11)， 
便 知 式 (13-5-12) 中 的 > 可 改写 为 等 号 . 所 以 在 极限 情况 (可 趋 近 而 不 可 达到 ) 下 可 把 
式 (13-5-12) 改 写 为 M'= M'=M >0. 于 是 
可 提取 的 最 大 能 量 =M - M . 

因为 上 式 对 应 的 终结 情况 为 a=0， 相 应 于 黑洞 经 多 次 提取 能 量 后 最 终 不 转 , 所 以 
可 把 M - M 解释 为 Kerr 黑洞 的 转动 能 . Penrose 过 程 所 提取 的 正 是 这 种 转动 能 . 当 
全 部 转动 能 都 被 提取 殉 尽 时 Kerr 黑洞 退化 为 不 转动 的 施 瓦 西 黑 洞 . 为 了 最 大 限度 
地 提取 能 量 ， 黑 洞 的 初始 不 可 减 质量 M 应 在 初始 质量 M 给 定 的 前 提 下 取 最 小 值 ， 
由 式 (13-5-8) 知 这 相当 于 a=M Ct he ta 黑洞 ]， 其 转动 能 
M -六 与 能 量 M 之 比 ( 称 为 比 转动 能) 显然 为 疼 一 =1-- 太 <29%. 可见 反复 
运用 Penrose 过 程 所 能 提取 的 极限 能 量 是 黑洞 总 能 量 的 29 %. 在 把 质量 转化 为 其 
他 能 量 形式 的 各 种 机 制 中 , 这 是 一 个 异常 巨大 的 转化 百分数 . 烧 氢 变 氨 的 核 聚 变 
是 实验 室 中 可 实现 的 转化 率 最 高 的 过 程 ， 其 转化 百分数 也 不 到 1% . 


$ 13.6 黑洞 “无 毛 ” 猜 想 


同 爱 因 斯 坦 和 某 些 物理 学 家 原来 的 期 望 相反 , 广义 相对 论 自 1915 年 诞生 后 曾 
一 直 进 展 缓慢 , 经 历 了 大 约 半 个 世纪 的 “冬眠 ”期 , 情况 从 20 世纪 60 年 代 开始 出 
现 转机 , 当时 天 体 物理 学 的 新 发 现 使 广义 相对 论 天 体 物理 学 一 跃 而 成 蓬勃 发 展 的 
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研究 前 沿 . 天 体 演 化 中 的 灾难 性 过 程 , 诸如 引力 南 缩 和 星系 中 心 的 爆炸 , 会 导致 其 
强 而 且 迅 变 的 引力 场 , 广义 相对 论 正好 在 这 些 领域 中 找到 自己 的 用 武之 地 . 由 于 引 
力 的 普 适 性 和 长 程 性 , 质量 足够 大 的 天 体 在 演化 生涯 晚期 的 自 引力 足以 超过 所 有 
其 他 力 而 占 主导 地 位 , 连 平常 认为 最 有 排斥 倾向 的 核 力 都 不 足以 遏止 天 体 南 缩 成 
黑洞 .广义 相对 论 在 对 这 些 天 体 的 研究 中 不 但 非 用 不 可 , 而 且 完 全 不 像 在 水 星 近日 
点 进 动 等 现象 中 那样 只 扮演 对 牛顿 理论 作 微 小 修正 的 角色 . 然而 , 宇宙 中 是 否 真有 
黑洞 ? 美国 和 意大利 联合 发 射 的 、 探 测 X 射 线 的 人 造 卫 星 Uhuru 于 1972 年 得 到 的 
信息 表明 某 密 近 双星 系 中 的 不 可 见 子 星 ( 天 和 殷 座 X-1) 是 一 个 很 有 希望 的 黑洞 候选 
者 . 虽然 对 它 是 否 真是 黑洞 的 争论 至 今 尚 未 完全 了 断 , 但 已 有 越 来 越 多 的 证 据 表 明 
它 | 分 可 能 是 黑洞 . 后 来 又 发 现 了 越 来 越 多 的 黑洞 候选 者 [ 见 Menou et al. (1999)]. 
无 论 如 何 , 关于 黑洞 的 研究 早已 并 正在 成 为 广义 相对 论 和 天 体 物 理学 的 重要 课题 ， 
而 且 筷 同 热力 学 、 粒 子 物理 学 、 量 子 物理 学 以 及 数学 的 密切 而 深刻 的 联系 也 已 引 
起 多 方面 学 者 们 的 关注 和 兴趣 , 新 的 研究 成 果 层 出 不 穷 , 而 且 不 断 带 来 惊奇 和 惊 
喜 . 


我 们 已 介绍 过 施 瓦 西 .RN 和 KN 黑洞 , 前 两 者 只 是 后 者 的 特例 . 由 于 星体 或 多 
或 少 都 有 转动 , 大 质量 恒星 晚期 在 经 历 了 短暂 的 不 稳定 夫 缩 期 ( 那 时 要 发 射 引力 波 
和 电磁 波 ) 后 如 果 ? 形 成 稳 态 黑洞 也 不 可 能 是 施 瓦 西 或 RN 黑洞 . (对 稳 态 黑洞 一 词 
应 加 说 明 . 如 果 要 求全 时 空 为 稳 态 时 空 , 则 连 施 瓦 西 黑洞 也 不 是 稳 态 黑洞 , 因为 黑 
洞 内 部 没有 类 时 Killing 场 . 文献 中 的 稳 态 黑洞 是 指 这 样 的 黑洞 , 它 所 在 的 时 空 存在 
这 样 的 单 参 等 度 规 群 , 生成 该 群 的 Killing 矢量 场 在 无 限 远 附近 为 类 时 . ) 一 个 自然 
的 问题 是 :它们 一 定 是 KN 黑洞 吗 ? 换 句 话 说 , 除 此 还 有 其 他 稳 态 黑洞 吗 ? 经 过 许多 
学 者 多 年 的 努力 (一 个 漫长 的 研究 过 程 ) 人 们 从 20 世纪 70 年 代 初 开始 相信 如 下 结 
论 : 所 有 (电磁 真空 的 ) 稳 态 黑洞 都 是 KN 黑洞 , 因而 只 需 三 个 参量 一 一 质量 M、 电 
和 荷 CO 和 角 动 量 J = aM 来 刻画 . 这 是 一 个 非常 惊人 的 结论 , 它 表明 千差万别 的 恒星 
最 终 成 为 稳 态 黑洞 后 只 需 3 个 参量 便 可 描述 其 时 空 几何 , 而 且 其 度 规 又 是 爱 因 斯 
坦 方 程 的 一 个 非常 好 (并 且 相 对 简单 ) 的 精确 解 . 应 该 指出 , Kerr 度 规 决 非 旋转 星体 
外 部 时 空 的 唯一 可 能 度 规 , 一 般 来 说 , 外 部 度 规 与 星体 形状 及 诸多 因素 有 关 , 即使 
在 > 很 大 之 处 的 度 规 也 要 取决 于 由 星体 的 质量 分 布 决定 的 引力 多 极 矩 . Kerr 度 规 
只 描写 具有 某 种 特定 质量 多 极 矩 组 合 的 旋转 星体 的 外 部 几何 , 具有 其 他 多 极 矩 组 
合 的 星体 的 外 部 几何 由 其 他 度 规 描写 . 然而 , 晚期 南 缩 的 大 质量 星体 带 着 自己 的 全 
部 信息 穿越 事件 视界 进入 黑洞 内 部 , 它们 对 视界 外 部 的 影响 只 体现 为 三 个 参量 
M, J, Q 的 影响 . 由 于 南 缩 过 程 所 发 射 的 引力 波 和 电磁 波 会 带 走 能 量 和 和 角 动量 (但 


@ 奇 性 定理 只 保证 (在 一 定 条 件 下 ) 大 质量 便 星 南 缩 的 结果 必 有 时 空 奇 性 , 却 不 排除 裸 奇 性 的 可 能 . 只 有 配 以 
宇宙 监督 假设 方 可 说 南 缩 结果 为 黑洞 ( 奇 性 藏 于 事件 视界 之 内 ) 详 见 $E.2， 
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不 会 带 走 电荷 ), 星体 的 M 和 .7 在 拥 缩 过 程 中 也 会 改变 , 不 过 很 快 就 会 达到 最 终 的 
稳 态 , 这 时 的 M, J 将 与 原来 不 同 , 因而 终 态 黑洞 及 其 外 部 度 规 由 这 终 态 M, J 和 
CC 唯一 决定 . Wheeler 在 1971 年 把 稳 态 黑洞 只 有 3 个 参量 的 结论 形象 地 说 成 “ 黑 
洞 没 有 毛发 >”(“black holes have no hair”), 这 一 结论 后 来 被 广泛 地 称 作 黑洞 的 “无 
毛 定 理 ”(“no hair theorem”). 黑洞 有 3 个 参量 而 仍 被 说 成 无 毛 , 也 许 缘 于 hair 为 
不 可 数 名 词 之 故 . (为 描述 志 缩 前 恒星 的 各 个 细节 需要 数 不 清 的 、 如 毛发 般 浓 密 的 
各 种 参量 , 而 一 旦 坊 缩 成 黑洞 则 只 剩 3 个 , 故 日 无 毛 .”) 然而 , 考虑 到 已 故 著名 漫画 
家 张 乐平 先生 笔下 的 三 毛 形象 , 对 国人 而 言 改称 “三 毛 定 理 ” 或 许 更 为 合适 . 

以 上 讨论 说 明 KN 时 空 最 大 延 拓 图 [图 13-14(a)j] 与 大 质量 恒星 埋 缩 而 成 黑洞 的 
物理 过 程 没 有 任何 关系 . 这 不 但 是 因为 韧 缩 星 内 部 并 非 电 磁 真 空 (因而 KN 度 规 不 
适用 ), 而 且 ( 更 重要 的 ) 是 因为 在 坊 缩 为 黑洞 之 前 , 如 果 星 体 有 球 对 称 性 , 则 星 外 度 
规 为 施 瓦 西 (或 RN) 度 规 (由 Birkhoff 定理 及 其 对 电磁 真空 球 对称 解 的 推广 保证 ); 
如 果 星体 无 球 对 称 性 , 则 星体 可 能 具有 的 “千姿百态 ”( 例 如 隆起 和 汗 流 ) 将 使 星 外 
偏离 KN 度 规 . 只 有 到 声 缩 完 结 并 达到 稳 态 后 在 事件 视界 及 其 外 部 的 时 空 几何 才 
由 KN 度 规 描述 . 至 于 事件 视界 以 内 (黑洞 ) 的 情况 , 人 们 相信 8 13.1 关于 RN 黑洞 
内 部 柯 西 视 界 不 稳定 性 的 讨论 对 KN 黑洞 也 有 重要 借鉴 意义 , (事实 上 , 鉴于 星体 都 
有 转动 ,包括 20 世 纪 90 年 代 的 文章 在 内 的 关于 柯 西 视 界 不 稳定 性 的 研究 都 是 针对 
KN 黑洞 的 , 只 是 为 了 简单 而 以 RN 黑洞 为 突破 口 . ) 因此 , 图 13-14(a) 中 位 于 事件 
视界 rx =x, 以 内 的 部 分 也 不 再 适用 . 

黑洞 无 毛 说 是 在 若干 叭 一 性 定理 的 基础 上 提出 的 . Israel 于 1967 年 证 明了 其 中 
的 第 一 个 , 大 意 是 :真空 爱 因 斯 坦 方程 的 静态 黑洞 解 ( 指 事件 视界 以 外 为 静态 ) 必 为 
施 瓦 西 度 规 . 稍 后 (1968 年 ), 他 又 证 明了 上 述 定 理 的 推广 : 爱 因 斯 坦 - 麦 克 斯 韦 方 程 
的 静态 黑洞 解 (静态 含义 同上 ) 必 为 RN 度 规 . 接着 , Carter 于 1971 年 进一步 证 明 如 下 
的 唯一 性 定理 (大 意 ): 爱 因 斯 坦 - 麦 克 斯 韦 方 程 的 稳 态 轴 对 称 黑洞 解 必 为 KN 度 规 . 
这 些 唯 一 性 定理 促使 Wheeler 于 1971 年 提出 黑洞 无 毛 说 , 后 来 又 有 许多 学 者 (如 
Hawking 和 Robinson) 在 黑洞 叭 一 性 定理 方面 做 出 了 进一步 的 成 果 . 然而 , “黑洞 无 
毛 ” 真 是 定理 吗 ? 换 句 话说 , 稳 态 黑洞 除了 质量 、 电 荷 和 角 动 量 外 果真 不 能 有 其 他 
参量 吗 ? 自 从 无 毛 说 提出 以 来 , 对 黑洞 是 否 有 毛 的 问题 的 探讨 就 一 直 没有 停止 过 . 
既然 把 只 有 M, J, 0 三 个 参量 的 黑洞 称 为 无 毛 黑洞 , 黑洞 “ 毛 ” 就 应 定义 为 存在 于 
黑洞 之 外 而 又 不 是 电磁 场 的 任何 场 .9 若干 文章 指出 , 在 稳 态 黑洞 外 部 除 电磁 场 外 


@ 通过 对 偶 转 动 可 使 KN 时 空 不 但 有 电荷 而 且 有 磁 荷 . 但 对 偶 转 动 不 改 变 物 理 实质 ( 见 选 读 12-6-2), 故 磁 荷 并 
非 一 根 独 立 的 毛 . 

@ 黑洞 的 “ 非 毛 参量 ”M, J, 2 中 的 每 一 个 都 服从 守恒 律 ( 在 总 点 定义 , 见 小 节 12.7.2), 就 是 说 , 对 这 些 参量 
的 测量 只 须 在 离 黑洞 足够 远 处 进行 . (指定 任 一 精确 度 后 , 总 可 决定 所 需 的 “ 远 ”的 程度 . 在 这 个 意义 上 测量 可 做 到 
“无 限 精 确 ”. ) 然而 代表 黑洞 的 “ 毛 ” 的 参量 却 不 服从 类 似 的 守恒 律 . 
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还 可 存在 其 他 场 , 例如 非 阿 贝 尔 规范 场 (电磁 场 是 阿 贝 尔 规范 场 )[ 第 一 个 被 找到 的 
有 毛 黑 洞 所 涉及 的 就 是 Einstein-Yang-Mills 理 论 ( 即 Yang-Mills 理 论 与 Einstein 广义 
相对 论 的 耦合 )]. 特别 是 , 20 世 纪 80 年 代 末 和 90 年 代 初 关于 有 毛 黑 洞 的 文章 的 激增 
更 加 促使 许多 人 认为 应 把 黑洞 无 毛 说 搁置 一 旁 . 然而 , 鉴于 黑洞 无 毛 说 在 黑洞 物理 
中 的 重要 性 (例如 它 对 黑洞 热力 学 的 创立 有 过 重要 的 激励 作用 ), 人 们 还 是 希望 能 
在 一 定 的 限制 范围 内 、 在 某 种 适当 的 意义 上 证 明 “ 黑 洞 无 毛 ” 猜 想 . 这 一 研究 还 在 
继续 进行 中 [参阅 Froloy and Novikov(1998) 及 其 所 引文 献 ]. 另 一 方面 , 对 有 毛 黑 洞 
的 研究 至 今 仍 是 数学 物理 研究 中 的 一 个 活跃 分 支 , 见 Volkov and Gal'tsov(1999). 
习 题 
“1. 试 证 Kerr-Newman 度 规 在 Boyer-Lindquist 坐标 系 的 分 量 满足 : 
(a) -go3/1g33 = g01g00 ， 
(b) go 一 gog =4sin?b 
(0) 行列 式 g= -po4sin20 . 
2. 根据 Frobenius 定理 ( 抑 附录 F)， 矢 量 场 52 为 超 曲 面 正 交 的 充 要 条 件 是 aVp5o] =0, 其 中 
如 =gab$?. 试 证 Kerr 和 KN 度 规 中 的 类 时 Killing 矢量 场 se = (8/8n2 为 非 超 曲面 正 交 . 
*3, 试 证 KN 时 空 的 总 电荷 [由 式 (13-2-13) 定 义 ] 等 于 其 电荷 参数 9. 
*4. 试 证 参数 为 M, a 的 Kerr 时 空 的 总 质量 和 总 角 动量 [由 式 (13-2-15) 和 (13-2-17) 定 义 ] 分 别 
等 于 M 和 Ma. 
“5. 试 证 在 图 13-18 中 随 质点 4 一 同 运动 的 观 者 用 标准 钟 测量 4 转动 一 周 所 用 的 时 间 为 


Ar= 2ro -go0 -2800-S307 ， 
其 中 w=dg/di 是 远方 静态 观 者 测 得 的 4 的 角速度 . 
“6. 试 证 KN 时 空中 mg 及 ddyydt 为 常数 的 观 者 的 世界 线 (经 适当 重 参数 化 后 ) 是 Killing 矢 
量 场 2° = 上 + ww? 的 积分 曲线 ,因而 可 称 为 稳 态 观 者 . 
7. 验证 式 (13-4-12) 给 出 正 交 归 一 4 标 架 场 , 式 (13-4-13) 是 其 对 偶 标 架 场 . 
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§ 14.1 参考 系 的 一 般 讨论 
14.1.1 类 时 线 汇 (参考 系 ) 的 膨胀 、 剪 切 和 扭转 


上 册 已 不 止 一 次 讲 过 参考 系 的 概念 . 为 满足 后 面 的 需要 , 从 现在 起 采用 如 下 等 
价 但 更 为 准确 的 数学 定义 [Sachs and Wu(1977)P.52]: 

定义 1 时 空 (M,g,) 中 的 一 个 C” 矢 量 场 Z° 称 为 一 个 参考 系 , 若 它 的 每 一 积 
分 曲线 是 一 个 观 者 的 世界 线 . 

注 1 @ 我 们 沿用 过 去 的 习惯 , 即 仍 用 多 = {y(z)} 代表 参考 系 , 其 中 y(z) 代表 
.多 内 观 者 的 世界 线 , r 为 固有 时 . 定义 1 中 的 Z" 即 (8/8zr)”, 是 指向 未 来 单位 类 时 
矢量 场 .@@ 把 定义 1 中 的 M 改 为 好 的 一 个 开 子 集 U , 便 得 到 (U,g,) 中 参考 系 的 
定义 . 为 行文 简洁 , 今后 将 笼统 地 说 久 是 (M,g,s) 中 的 参考 系 , 读者 应 能 在 每 一 具 
体 场合 下 识别 所 谈 及 的 参考 系 的 定义 域 是 怎样 的 一 个 U. 

所 有 观 者 世界 线 都 是 测 地 线 的 参考 系 叫 测 地 参考 系 . 87.6 讨论 测 地 偏离 方程 
时 涉及 的 自由 下 落 参 考 系 就 是 测 地 参考 系 . 本 节 讨 论 一 般 参考 系 多 ={y(7)} .仿照 
该 节 , 设 yo(s) 是 一 条 光滑 横向 曲线 ,” 则 多 内 与 yo(s) 相交 的 每 一 世界 线 可 用 s 
标志 , 记 作 y,(7) .选择 固有 时 的 初始 设 定 使 每 一 y,(7) 与 yo(s) 的 交点 的 t+ 值 为 零 . 
以 {p,} 代表 矢量 场 Z” = (63/37)" 对 应 的 单 参 微分 同 胚 族 , jy (s) 代表 jio(s) 在 8 映 
射 下 的 像 (图 14-1), 则 所 有 jy,(s) 铺 出 M 的 一 个 2 维 子 流 形 .9 ,而 Z” = (8/67)” 以 
及 4,(s) 的 切 和 撩 w” =(6/0s)* 则 构成 .上 的 坐标 基 矢 场 , 因而 对 易 : 


0=[Z,7] =.%7" = ZeV574 -1 V2", (14-1-1) 
亦 即 ZIV,n’ = V2". (14-1-2) 
因 如 ,=6”, +Z2Z, 是 y(t) 上 各 点 的 投影 映射 , 故 w = 加 5 是 参考 系 多 的 空间 


矢量 场 , 即 w 处 处 与 Z? 正 交 . 
以 上 讨论 表明 , 指定 一 条 横向 曲线 jw(s) 便 在 多 ={y(7)} 内 挑 出 了 一 个 单 参观 


者 族 {y,(z)} . 我们 来 讨论 族 内 的 基准 观 者 yo(r) 上 的 空间 矢量 场 w = hp 的 物 


@@ 还 应 满足 某 些 要 求 (如 非 自 相交 ). 
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理 意义 . 仿照 87.6, 4?(s)= wes 可 解释 为 族 内 观 者 y,(z) 相对 于 基准 观 者 yo(7) 的 位 
矢 , 因此 w” 可 解释 为 族 内 观 者 y,(7) 的 位 矢 的 量度 单位 . 今后 索性 统一 以 w? 作为 
族 内 与 yo(z) 相 邻 的 观 者 们 的 代表 , 并 径直 把 w? 称 为 yo(z) 的 一 个 邻居 (一 族 邻 居 
的 代表 ). 由 于 有 无 数 条 横向 曲线 Am(s) 与 yo(z) 相交 (图 14-2)，yo(z) 有 无 数 邻居 ， 
又 因为 多 中 任 一 7(z) 都 可 充当 基准 观 者 , 所 以 对 每 一 y(tr)e 多 都 可 定义 邻居 .下 
面 给 出 邻居 的 准确 定义 [Sachs and Wu(1977)P.54]: 


7 


图 14-2 参考 系 史 = fy(z)} 的 “ 横 截 面 图 ”. 每 一 世界 线 表现 为 一 点 . 与 mn(z) 相交 的 每 一 横向 
曲线 m(s) 挑 出 一 个 单 参观 者 族 , we 和 w? 是 加 (z) 的 两 个 邻居 


定义 2 参考 系 多 内 任 一 观 者 y(tr) 上 的 矢量 场 w 称 为 y(z) 的 一 个 邻居 
(neighbor), 若 yx(z) 上 存在 矢量 场 使 we =h?w? 且 . 史 12 =0. 

注 2 @ 非 测 地 参考 系 一 般 只 有 家 1 =0 而 无 多 wr =0 .[ 试 证 
名 Ww =Za124 ,其 中 人 8 是 y(r) 的 4 加 速 .] @ 用 邻居 w 局 域 地 代表 一 个 单 参观 
者 族 使 讨论 变 得 简单 , 因为 y(r) 上 任 一 点 p 的 邻居 w” |, 是 pp 点 的 切 空间 ,中 与 
2”|, 正 交 的 子 空间 到 ,的 元 素 , 用 邻居 讨论 问题 时 只 涉及 曲线 yx(z) 上 的 点 的 子 空 
闻 而 不 涉及 7y(z) 以 外 的 任何 点 . @ 选 定 一 条 与 y(7) 相交 的 横向 曲线 jo(s) (因而 挑 
出 了 一 个 单 参观 者 族 ) 就 为 y(z) 指定 了 一 个 邻居 wr ; 反之 也 可 证 明 , 对 y(7) 指定 一 
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个 邻居 ws 后 就 在 .多 中 挑 出 了 一 个 单 参观 者 族 . 

87.6 曾 用 w 定义 了 y(7) 测 得 的 3 速 
u*=Z*Vw 和 3 加 速 a? = ZV,u. 对 非 测 地 参 
考 系 , Z*V,w” 和 2Z?V ,us 一 般 不 再 是 空间 矢量 ， 
看 来 定义 和 wa? 时 应 把 协 变 导 数 改 为 费 米 导 数 
( 见 $7.3). 下 面 的 讨论 表明 这 一 想法 是 合理 的 . 设 
{(e,)"} [其 中 (eo)* =2Z°] 是 y(t) 上 的 费 移 正 交 
归 一 4 标 架 场 , 则 y(z) 连同 {(e, )*} 构成 一 个 无 
自转 观 者 , 他 在 时 刻 p 和 gqg 测 得 同一 邻居 的 位 矢 
分 别 为 w” |; 和 ws |,. 这 是 在 不 同 点 的 两 个 矢量 , 本 来 无 法 比较 . 但 无 自转 观 者 可 
以 比较 它们 在 自己 的 3 标 架 场 {(e,)”} 的 分 量 w , 差 值 wi|, wi], 便 代 表 邻 居 位 矢 
在 时 间 Ar=zl, -tl, 内 的 改变 量 , 因此 邻居 相对 于 观 者 y(t) 在 p 点 的 3 速 的 ;分 
量 应 定义 为 


图 14-3 Ww |,eW, 是 w beWm 沿 
7(7) 费 移 至 p 的 结果 


ee oe 
p= lo —w |,). (14-1-3) 


以 识 代表 由 wk 决定 的 沿 yx(z) 的 费 移 矢量 场 (图 14-3), 则 癌 | = we , 故 


u | 


w l=[w (ed) =[W(e), y=[W (ee) ,=W |,, (14-1-4) 
其 中 第 二 步 是 因为 费 移 保 内 积 . 代入 式 (14-1-3) 得 
wp= lim ee(W I» —w |,), (14-1-5) 
从 而 
u® |,=[u' (ei)"]|,= lim (iW | —w |,)= a (14-1-6) 


Pp 
其 中 最 末 一 步 的 证 明 与 定理 3-2-4 的 证 明 类 似 . 对 3 加 速 也 有 类 似 公式 . 于 是 有 
定义 3 YX(z) 的 邻居 w 相对 于 y(r) 的 3 速 和 3 加 速 分 别 定 义 为 


a 

a._ Dew 
Sa > 

dz 


(14-1-7) 


Ps. (14-1-8) 
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注 3 由 w 是 y(7) 的 空间 矢量 场 可 知 u 和 wa? 也 是 y(7z) 的 空间 矢量 场 [ 见 命 
题 7-3-1 的 (3)], 因而 符合 3 速 和 3 加 速 中 “3” 字 的 要 求 . 
因为 测 地 参考 系 有 . 史 w = ZeViwe -weVsZ" =0, 所 以 其 3 速 满足 
2 =WwV,2°. (14-1-9) 
下 述 命题 表明 上 式 对 一 般 参 考 系 也 成 立 , 
命题 14-1-1 设 w 是 任意 参考 系 多 内 观 者 y(z) 的 邻居 , 则 


DE = pg (14-1-10) 
dz 
故 3 速 表 达 式 (14-1-9) 对 任意 参考 系 成 立 . 
证 明 设 42 为 zz) 的 4 加 速 , 则 
a 从 b b 
Dew 过 Dre(h p17 ) =h, Dr7 -je,[P2 +(422Ze -Zoo4)7.] 
dt dz dt dt 


=h°,2Z°Vn + A Zn, =(6°, + ZZ,) nV 2 + Zn ZV,Z° 


=72V_Z2 二 了 Ze1rV。 (Z,2°)+2°2.n°V,2° 
=(7? +22 ) V2 = 有 12V5Z2 = wvV,Z’, 
其 中 第 二 步 用 到 加 ,=6”, +Z”Z,, DeZ“/dr =0 和 Dypgos/dr=0( 见 命题 7-3-1), 第 
四 步 用 到 hh?,2?=0 及 h?,4s = 4?( 因 4" 是 空间 矢量 ), 第 五 步 用 到 式 (14-1-2), 第 七 
步 用 到 ,2 = -1 处 处 成 立 . 口 
式 (14-1-9) 表 明 观 者 的 4 速 场 Z? 的 协 变 导数 V,Z“ 是 决定 3 速 ze 的 关键 量 , 有 
必要 详 加 研究 . 令 


Bo, =h hy VaZ,, (14-1-11) 
则 B。 为 空间 张 量 场 (是 指 处 处 有 ZB, = 0，Z?B。 =0). 不 难 证 明 
ViZ =B,, — AZ,, (14-1-12) 


从 而 有 B=h“Bs =g”“B =VoZ”+Zs4? .代入 式 (14-1-9) 得 wu* =B?,we ,可 见 
Bs 在 讨论 ze 时 的 重要 性 . 以 WW, 代表 V, 中 正 交 于 2? |, 的 元 素 组 成 的 3 维 子 空间 ， 
则 8% 是 由 殉 , 到 刺 , 的 线性 映射 [ 丙 上 的 (D 型 张 量 ]. 以 0 和 wu 分 别 代 表 B,。 
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的 对 称 和 反 称 部 分 , 即 9, = Bey, 0 = Bs 则 
Bs =0,, + 0. (14-1-13) 


由 反 称 性 可 知 wu 无 迹 , 而 05 则 还 可 分 解 为 有 迹 和 无 迹 两 部 分 . 为 此 , 以 9 代表 
0 的 迹 , 即 9=g30,=h?0,, 令 


cb =0,, -30 hss (14-1-14) 
则 易 见 oi 无 迹 , 所 以 6h,/3 和 os 可 分 别 看 作 0 的 有 和 迹 和 无 迹 部 分 . 代入 式 
(14-1-13) 和 (14-1-12) 便 得 


Bas =30 ho 十 Gap + 0p» (14-1-15) 


al 


V,Z, =B,,—AZ = +O0,,+0,,—A,Z,, (14-1-16 
Da ab a 人 Tb 3 ab ab ab ab 
于 是 由 z2 = Bwh 可 得 3 速 w* 的 如 下 表达 式 : 
2 -39 We +o pW + ow,w. (14-1-17) 


现在 讨论 上 式 右边 各 项 的 物理 意义 . 把 式 (14-1-6) 近 似 写作 wu = (Wr -wr)/Ar, 式 
中 下 标 p 已 略 去 , 但 应 记 住 各 量 都 在 p 点 取 值 . 上 式 同 式 (14-1-17) 结 合 得 


W 一 W2 6 w’AT+0", WAr+ow ,wiAr. (14-1-18) 
3 b b 


车 B% 只 有 含 9 的 一 项 , 则 上 式 给 出 


mW =(+50Ar)w, (14-1-19) 


可 见 祝 与 w 同方 向 , 9 的 影响 只 表现 为 w 的 伸 长 (车 0>0) 或 缩短 ( 若 0<0). 适 
当选 择 过 点 pe y(z) 的 每 一 横向 曲线 jw_(s) 的 参数 化 可 使 每 一 邻居 wr 1; 的 长 度 (以 
hs 稀 量 ) 为 1, 故 p 点 的 全 体 (四 面 八方 的 ) 邻 居 组 成 3 维 矢量 空间 WV, 中 以 零 元 0 为 
心 的 2 维 单位 球面 (图 14-4 的 实 线 圆周 ). 由 式 (14-1-19) 可 知 在 Ar 时 间 后 它们 变 为 
以 0 为 心 、 以 1+0Az/3 为 半径 的 球面 [图 14-4(a) 的 虚线 圆周 ]. 可 见 9 的 贡献 是 使 
每 一 邻居 w2 在 方向 不 变 的 前 提 下 改变 长 度 . 因此 称 0 为 膨胀 (expansiom), 与 此 相 
有 反 , ws 的 贡献 则 是 使 w? 在 长 度 不 变 的 前 提 下 改变 方向 ( 即 转动 ), 理由 如 下 : 若 
8 只 含 o2 的 一 项 , 则 由 d0ww,)/drz=Di(ww )/dr 得 
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(a) 9 导致 w 膨胀 (b) wap 导致 w 转动 (两 球 重合 ) (e] cab 导致 w 剪 切 
图 144 bc 和 mo 的 物理 意义 


a 
Depw 


dow wa) _»,, Dew 
a 
dz 


dr 
可 见 we 长 度 不 变 ,，o2 的 作用 只 能 是 使 w 转动 一 个 角度 [图 14-4(b)], 故 称 w, 为 
转动 (rotation) 或 扭转 (twisb. 最 后 讨论 cue 的 贡献 . ac”， = pe co [作为 W 上 的 (1,1) 
型 张 量 ] 是 瑟 上 的 一 个 线性 变换 , 其 在 WW 的 任 一 基底 (及 其 对 偶 基底 ) 的 分 量 o ,组 
成 一 个 3x3 矩阵 . 车 此 基底 用 及; 衡量 为 正 交 归 一 , 则 oo) 等 于 cm 在 同一 基底 的 
对 应 分 量 oy (cy = 及 ov =6*ow =oy) 于 是 对 称 性 op = au 保证 (c5) 为 对 称 
年 阵 . 以 下 就 可 应 用 和 矩 阵 理 论 , 但 记 住 一 切 内 积 都 由 度 规 hs 定义 . [因为 对 W 的 任 
意 (w), (wz 而 言 hs (wy) (ws) 在 正 交 归 一 基 下 的 分 量 就 是 6,(w) (wy)7.] 由 代 
数 可 知 实 对 称 和 矩阵 总 可 通过 正 交 变 换 对 角 化 , 即 线性 变换 o“, 有 3 个 正 交 归 一 的 特 
征 矢量 {(e,)"}: 

c2(e) =N(a), oe) =e), ole) =h(e), (14-1-20) 


=2wa0 ,Ww =2W wh oa = 2W ew) tas] =0, 


hs(ei) (ey) =5,, 
其 中 入 ,入 ,多 为 特征 值 . 设 B2 只 有 2% 一 项 , 则 式 (14-1-18) 给 出 
We =w +o,WwAr. (14-1-21) 
以 w 和 六 分 别 代表 w 和 说 在 {(e)"} 上 的 分 量 , 由 式 (14-1-20)、(14-1-21) 可 得 
W=wU+AAT), WW=w +hAr), WB=w (+hAT). (14-1-22) 


如 果 九 = 加 = 胃 , 则 上 式 表 明 W 的 每 一 分 量 都 是 w 的 对 应 分 量 的 同一 倍数 , 因而 
W 与 w 同 向 , 差别 只 在 于 长 度 .然而 os 的 无 迹 性 导致 4+ 罗 + =0, 不 会 有 
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丸 = 罗 = 四 (除非 4= 罗 = 为 =0) 所 以 在 co 作用 下 说 与 w 一般 来 说 既 不 同 向 
也 不 等 长 . [cu 本 来 就 定义 为 gu 的 无 迹 部 分 . 9, 的 有 迹 部 分 9, /3 已 被 单独 讨 
论 , 其 作用 正好 就 是 使 Ww“ 与 w?" 同 向 而 不 等 长 , 即 图 14-4(a). ] 在 所 有 we 的 长 度 都 
为 I[ 即 (w 六 +(w2)2 +(w3)? =1] 的 约定 下 由 式 (14-1-22) 可 得 
二 (14-1-23) 
(+MAr (+hArY (+hAry 
上 式 说 明 由 所 有 长 度 为 1 的 邻居 组 成 的 球面 在 Ar 时 间 后 变 为 椭 球 面 . 4 + 入 +4 =0 
使 4, 九 , 丸 不 能 都 为 正 或 都 为 负 , 因此 情况 如 图 14-4(c). o 的 这 种 作用 使 它 得 到 
甬 切 (shear) 的 名 称 . 不 难 证 明 剪 切 后 椭 球 面 所 围 体 积 与 原 球面 所 围 体 积 相等 (准确 
说 是 剪 切 导致 的 体积 改变 率 为 零 ). 
把 本 节 关 于 zx2 = B*,we 的 讨论 同 选 读 7-9-1 关于 ae =W ,ey [ 式 (7-9-39)] 的 讨 
论 作 一 对 比 是 颇 有 教 益 的 . 请 读者 思考 两 者 在 物理 上 的 异同 点 . 此 处 只 指出 , 由 式 
(7-9-43) 可 知 矩 阵 (w )) 对 称 且 无 迹 , 因此 既 无 膨胀 又 无 转动 . 由 于 拖 阵 (w)) 有 明 
确 且 简单 的 表达 式 , 图 7-20 对 剪 切 的 描写 比 图 14-4(c) 更 加 具体 和 形象. 
例 1 求 标准 宇宙 模型 中 的 Robertson-Walker 参考 系 的 9,o,, 和 中，. 
解 由 第 10 章 习题 3(b) 可 知 V,2Z。 = (6/a) hs，, 由 此 易 得 下 指标 4 加速 


4 = ZV,Zs = Zoh ,=0, (14-1-24) 
a 


可 见 RW 系 是 测 地 参考 系 (第 10 章 早已 指出 ) 于 是 由 式 (14-1-12) 得 Bj = (ja 有， 
故 au = 娘 sj =0，, 由 此 又 知 0s = Bs ,所 以 


0=jpopB = hh, =32. (14-1-25) 
a a 人 
1 a4, a 
Oap = Ba ty = he Ss (14-1-26) 


可 见 剪 切 也 为 零 , 因此 Bw 中 只 余 膨胀 一 项 . 这 同 以 下 事实 一 致 :每 一 星系 观测 到 
其 他 星系 没有 除 退 行 外 的 运动 . [ 解 毕 ] 
定义 4 ”ws =0 的 参考 系 称 为 无 旋 (irrotational) 参 考 系 , 9,, =0 的 参考 系 称 为 
刚性 (rigid) 参 考 系 ( 详 见 命 题 14-2-1). 
无 旋 参 考 系 的 另 一 名 称 是 超 曲面 正 交 (hypersurface orthogonal) 参 考 系 , 其 含义 
是 :对 定义 域 中 的 任 一 点 bp, 存在 过 p 的 一 张 超 曲面 巴 , 它 同系 内 所 有 观 者 世界 线 
正 交 . 以 Z?” 代表 参考 系 的 4 速 场 , Z, = g,,2*, 则 由 定理 F-4 可 知 超 曲面 正 交 参 考 系 
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的 充 要 判 据 为 
ZleVsZLal =0， 等 价 于 Z 和 AdZ = 0. (14-1-27) 
命题 14-1-2 ”无 旋 参 考 系 等 价 于 超 曲面 正 交 参 考 系 . 
证 明 只 须 证 明 wo =0 等 价 于 ZeV5Z. =0. 由 式 (14-1-12) 得 
LeVpZal Re ZleBao] 一 ZeZs Atha 3 Zre Bras] ZreZolAe] 后 Zle Wop] ， 
可 见 0 = 0 导致 ZleVoZal =0. 反之 ， 由 和 eV62a] =0 得 也 oa] =0， 故 
Leap + Let + La =0. 
两 边 与 Z 缩 并 给 出 wop = ZZ*@s -242°0, =0( 为 空间 张 量 导致 Zw =0). 
口 
命题 14-1-3 ”参考 系 多 为 刚性 系 的 充 要 条 件 是 
Gh, =0， (14-1-28) 
其 中 Z* 是 多 的 4 速 场 , h, = gs+22, 是 各 点 的 诱导 度 规 . 
证 明 由 李 导 数 公式 及 Rn 三 gop +Z,Zp 不 难 证 明 
Gh, =22(a dy) +2 VaZo), (14-1-29) 


(其 中 44=2Z?W4? 是 多 系 观 者 的 4 加 速 场 .) 与 式 (14-1-12) 对 比 , 注意 到 
0 = Bas) , 便 得 


0 =7 has: (14-1-30) 


可 见 多 为 刚性 系 (9,, =0) 等 价 于 .多 ,=0. 口 

利用 式 (14-1-30) 可 以 方便 地 计算 参考 系 的 0, (在 wp =0 的 情况 下 也 就 是 计算 
Bs ). 作为 习题 , 请 读者 借用 式 (14-1-30) 和 命题 14-1-2 重 解 例 1( 提 示 见 本 章 习 题 
3). ; 

定义 5 多 称 为 稳 态 (stationary) 参 考 系 , 若 存 在 正 值 函 数 f 使 12° 为 Killing 
矢量 场 . 超 曲 面 正 交 的 稳 态 参考 系 称 为 静态 (static) 参 考 系 [与 式 (8-1-3) 后 所 给 定义 
一 致 ]. 

例 2 Kerr-Newman 时 空中 Boyer-Lindquist 坐标 系 的 1 坐标 线 对 应 的 参考 系 
(简称 Boyer-Lindquist 参考 系 ) 是 稳 态 参考 系 ， 施 拟 西 参考 系 是 静态 参考 系 . 

命题 14-1-4 ”(M,gw) 上 参考 系 .加 为 稳 态 的 充 要 条 件 是 :M 上 有 正 值 函数 /使 


4 =V ny， (14-1-31) 
a a 
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县 VdZa + Mon =0. ( 即 Op =0) (14-1-32) 


其 中 2Z“ 和 4 分 别 是 观 者 的 4 速 场 和 4 加速 场 [ 见 高 思 杰 , 梁 灿 彬 (1997)]. 
证 阴 
(A) 设 .多 为 稳 态 ， 则 由 定义 5 可 知 存在 正 值 函 数 f 使 f2? 为 Killing 矢量 场 ， 
即 Vs(f2))=0, 从 而 
f ViaZy + ZaViyf =0. (14-1-33) 
上 式 两 边 与 ZZ? 缩 并 得 
ZiV,f =0. (14-1-34) 
式 (14-1-33) 两 边 与 Z* 缩 并 , 注意 到 式 (14-1-34), 便 得 式 (14-1-31). 再 由 式 (14-1-33) 
和 (14-1-31) 易 得 式 (14-1-32). 
(B) 设 式 (14-1-31) 和 (14-1-32) 成 立 . 将 前 者 代入 后 者 得 Va =0 (其 中 
名 = Do 故 .7 为 稳 态 系 . 回 
利用 式 (14-1-12) 和 wu = 有 Bwp] 可 得 命题 14-1-4 及 14-1-2 的 以 下 推论 : 
推论 14-1-5 稳 态 参考 系 必 为 刚性 参考 系 . 
推论 14-1-6 ”静态 参考 系 必 有 B,, = 0, 即 系 内 任 一 观 者 觉得 其 他 观 者 不 动 . 
注 4 外 请 读者 用 直接 计算 验证 施 瓦 西 参考 系 有 B， =0. 加 推论 14-1-5 和 
14-1-6 的 逆 命 题 都 不 成 立 . 下 面 是 一 个 反例 . 考虑 线 元 
ds =—[1+ Sg(DzPdt2 +dx2 + d +dz?， (14-1-35) 
其 中 g(t) 是 1 的 任意 函数 . 用 适当 的 坐标 变换 [ 见 王 永久 , 唐 智 明 (1990)P.168~170] 
可 把 线 元 变 为 ds? =-d72+dX2+d72+dZ2 ,可见 (14-1-35) 无 非 是 闵 氏 度 规 在 非 
惯性 坐标 系 的 线 元 表达 式 . 该 系 的 上 坐标 线 对 应 的 参考 系 的 观 者 4 速 为 
2° =[1+8g(Dxz (3/80?. (14-1-36) 
计算 表明 (习题 ) 该 系 的 B,, =0, 所 以 当然 是 刚性 系 . 然而 计算 表明 其 4 加 速 4 不满 
是 式 (14-1-31), [ 因 不 满足 d4 =0, 除非 dg(1)/dt =0.] 所 以 不 是 稳 态 系 和 静态 系 . 


14.1.2 ”类 时 测 地 线 汇 ( 测 地 参考 系 ) 的 Raychaudhuri 方程 


类 时 测 地 线 汇 在 物理 中 代表 测 地 参考 系 . 由 于 测 地 线 的 特殊 性 , 这 种 参考 系 有 
多 方面 的 应 用 (例如 奇 性 定理 的 证 明 ). 因 测 地 线 的 4 加 速 4 = 0, 故 由 式 (14-1-12) 
可 知 其 By 的 定义 式 (14-1-11) 简 化 为 


Bs =V,2,. (14-1-37) 


a 
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鉴于 Bj 的 重要 性 , 有 必要 研究 它 沿 线 汇 中 的 测 地 线 的 变化 率 Z“V。Bw, 它 可 以 表 
为 
ZeV.P =ZeV ViDZ =ZeViVZ +R 4ZcZ， 


=V,(Z°V2,)- (V2°)V, 2, +R OZ2Z4 


=-B Bo + RyoZ°2", (14-1-38) 
[其 中 第 二 步 用 到 式 (3-4-4), 第 四 步 用 到 测 地 线 方 程 .] 由 此 可 进而 推出 B,; 的 三 要 
素 一 一 膨胀 9 、 剪 切 0 和 扭转 ow 一 一 沿线 的 变化 率 . 以 g” 缩 并 式 (14-1-38), 注 
意 到 8=g” Bs，, 由 os 和 ws 的 无 迹 性 以 及 os = aub) 和 = das] 得 

do _ 1 


2 ab 6 5 
人 一 Co504 +Opm" -R22 . (14-1-39) 


这 就 是 著名 的 、 十 分 有 用 的 关于 膨胀 8 沿 测 地 线 变 化 率 的 Raychaudhuri 方程 . 再 
由 Oup = Bap) hs /3 得 


Z°V, op -BB, 


G)c 


+ReadZeZ4 1 Oh to hoeg0™ — wm" + RZ°2°) 


2 C C 1 cd cd 
es 一 GacG 5 Oa, tah (Ceo Qa ) 


+ RaadZ2Z4 13 ho RgZ 2 (14-1-40) 
借用 式 (3-4-14)、(3-4-7)( 即 Rapolg =0) 及 hss = gap + 2425 经 计算 得 
RipagZ° 2 th R22 CQ + 3 (14-1-41) 
其 中 Cao 是 外 尔 张 量 ， 
和 1 
Rs = oaRe 3 Re (14-1-42) 


是 里 奇 张 量 Rj 的 空间 无 迹 部 分 . 把 式 (14-1-41) 代 入 (14-1-40) 便 得 
本 
ZrV.omp 二 -50ou 一 aoc005 人 Wc, + Sh (Oso I Wate) + CopagZ° 2 + 7 Rp 


(14-1-43) 
此 即 前 切 cu 沿线 变化 率 的 方程 . 用 类 似 手法 (但 计算 简单 得 多 ) 还 可 求 得 扭转 wm 
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沿线 变化 率 的 如 下 方程 : 


ZeV_wo，= -3 G0 -20° ae: (14-1-44) 


注 :推导 时 可 利用 Riapclq =0 以 证 明 RoyaaZ’ 2 =0. 


§ 14.2 爱 因 斯 坦 转 枪 
14.2.1 转盘 周 长 


， 爱 因 斯 坦 转盘 (Einstein's rotating disJ) 是 指 闵 氏 时 空中 惯性 系 内 以 过 盘 心 并 与 
盘面 垂直 的 直线 为 轴 做 义 角 速 转动 的 圆 盘 . 转盘 问题 历来 是 引起 广泛 兴趣 而 又 充 
满 迷 惑 和 争议 的 话题 . 其 中 一 个 基本 问题 是 : 设 地 面 参考 系 .%( 测 得 转盘 外 围 周 长 


为 10, 求 转盘 参考 系 .多 测 得 的 周 长 1. 爱 因 斯 坦 的 答案 是 
i 
Vl-v/e? 
其 中 心 为 转盘 周边 的 线 速 率 , c 为 真空 中 的 光速 有 些 人 对 此 不 能 接受 , 其 中 一 位 
代表 人 物 是 著名 实证 主义 哲学 家 J Petzoldt( 曾 写 过 几 篇 文章 称 狭义 相对 论 的 成 功 


1= > 六 ， (14-2-1) 


2 
几 14-5 40, Bo 和 4,B 分 别 是 静 、 动 杆 头 尾 的 世界 线 , 0 是 .0 系 在 加 时 刻 的 同时 面 


.152 . WA 与 广义 相对 论 


是 实证 主义 哲学 的 胜利 ) 他 在 1919 年 7 月 26 日 给 爱 因 斯 坦 的 信 中 说 ， 由 于 尺 缩 效 
应 ,应 有 7< 为 . 爱 因 斯 坦 在 回信 中 指出 了 他 的 错误 , 阐明 了 自己 得 出 式 (14-2-1) 的 
理由 , 有关 后 者 的 一 段 译文 如 下 [ 译 自 Stachel(1980)]: 

“现在 想象 用 许多 静 长 为 1 的 共 动 量 杆 分 别 沿 圆 可 的 一 根 半径 和 周边 首尾 相 
接地 摆 放 好 . 从 名 看 来 , 这 半径 和 圆周 的 长 度 是 多 少 ?为 了 更 为 清晰 , 让 我 们 想象 
由 .多 在 某 一 确定 时 刻 to 对 转盘 摄取 一 张 快照. 在 这 张 快照 中 , 径 向 量 杆 的 长 度 为 
1, 而 切 向 量 杆 的 长 度 则 为 0 一 /ec*} .转盘 的 “ 周 长 ”( 由 .多 系 测 得 的 ) 无 非 是 在 
快照 中 沿 圆周 摆 放 的 切 向 量 杆 的 总 数 , 而 这 图 周 的 长 度 从 纪 系 看 来 是 1，. 于 是 
1=h/Y1-v /ce .”( 注 :译文 中 的 .Bo ,多 , 1, 和 1 在 原文 中 分 别 是 Ko6, K, Uo 和 U. 
翻译 时 的 这 种 改动 由 在 与 本 书 符号 一 致 . ) 

以 上 讨论 可 用 时 空 图 (图 14-5) 加 深 理 解 . 图 中 马 代表 地 面 系 久 在 某 一 时 刻 如 
的 全 空间 , 圆周 代表 转盘 边缘 在 该 时 刻 的 表现 , a , b 代表 该 时 刻 一 根 静 杆 的 
头 尾 ( 相 应 世界 线 为 测 地 线 4,，B6), a , 5b 代表 该 时 刻 盘 边 一 根 随 动量 杆 的 头 尾 ( 相 
应 世界 线 为 螺旋 线 4,B). 由 于 量 杆 4B 和 4 B, 静 长 相等 而 .多 , 系 认为 4B 沿 其 长 
度 方向 运动 , ab 短 于 aob [ 静 长 相等 的 两 量 杆 世界 面 画 法 与 车 库 伴 廖 同 ( 见 6.2.4 小 
节 )]. 图 14-6 代 表 多 系 在 该 时 刻 摄 得 的 快照 (想象 .8 等 8 根 量 杆 随 盘 转动 而 aob 等 
7 根 量 杆 不 动 ). 然而 转盘 系 .多 不 认为 马 是 同时 面 . 事实 上 , .多 为 非 超 曲 面 正 交 系 
[不 满足 式 (14-1-27)], 不 存在 处 处 与 多 系 的 观 者 世界 线 正 交 的 超 曲 面 . 幸好 , 如 果 
把 研究 对 象 从 转盘 改 为 转圈 , 即 只 关心 转盘 的 外 圆周 , 则 问题 只 涉及 2 维 时 空 (图 中 
的 圆柱 面 ), 而 由 式 (14-1-27) 易 见 2 维 时 空 的 线 汇总 是 超 曲 面 正 交 的 . 因此 , 如 果 把 
多 理解 为 转圈 参考 系 , 则 圆柱 面 上 总 存在 与 转圈 观 者 处 处 正 交 的 超 曲 面 (曲线 ), 图 
14-5 的 圆柱 面 上 处 处 与 转 轿 观 者 世界 线 正 交 的 曲线 工 就 是 其 中 一 条 ,不妨 称 之 为 
多 系 的 “同时 线 ”, ”该 线 的 Ls 段 的 长 度 可 解释 为 .多 系 测 得 的 转盘 周 长 . 写 出 
该 线 方程 并 用 闵 氏 度 规 计 算 L 段 的 长 度 , 结果 正 是 2xRT ,其 中 
厂 =(1 -wR?) 2，R 代表 转盘 半径 , o 代表 转盘 角速度 [ 见 梁 灿 彬 (1995)]. 这 结果 
同 式 (14-2-1) 一 致 . 另 一 方面 , 由 于 径 向 放置 的 量 杆 沿 长 度 方向 没有 运动 , 它们 在 
多 和 名 系 中 有 相同 长 度 , 所 以 转盘 半径 在 两 系 中 数值 一 样 . 这 就 导致 如 下 问题 : 
既然 周 长 与 半径 之 比 在 转动 和 静止 时 有 不 同 数值 ,刚性 圆 盘 如 何 从 静止 开始 逐渐 
进入 勾 角 速 转动 状态 ? 爱 因 斯 坦 在 同一 封 信 中 的 另外 一 段 ( 先 于 上 引 段 ) 可 以 看 作 
对 这 个 问题 的 回答 : 


名 这 “同时 线 ” 工 竞 与 每 一 转盘 观 者 相交 无 数 次 , (例如 与 4 交 于 a ,qd,…) 造成 物理 解释 上 的 困难 . 这 是 转盘 系 
非常 特别 的 一 点 . $14.3 对 此 有 进一步 讨论 . 
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“应 该 指出 ,考虑 到 转盘 切 向 长 度 的 洛 伦 兹 收缩 和 径 向 长 度 的 不 收缩 , 刚 
性 转盘 要 从 静止 变 为 转动 就 必须 先行 破碎 . 类 似 地 , 作为 上 述 长 度 改 变 的 逆 过 程 的 
后 果 , 要 使 转动 着 的 刚性 圆 盘 ( 靠 浇铸 而 成 ) 变 为 静止 , 它 就 必须 爆裂 . 如 果 你 充分 考 
虑 到 这 一 情况 ,你 的 悖 论 就 会 消失 . ” 


图 14-6 ”多 0 系 在 如 时刻 的 转盘 . ab 等 8 根 量 杆 随 盘 转动 , aobo 等 7 根 量 杆 静止 


为 了 更 好 地 理解 爱 因 斯 坦 用 “ 拍 快照 ”的 方法 得 出 式 (14-2-1) 的 论述 , 我 们 再 
做 如 下 讨论 . 设 转盘 系 .多 用 根 静 长 为 1 的 量 杆 首尾 相 接地 摆 满 转盘 周边 , 地 面 
系 咒 用 WN 根 静 长 为 1 的 量 杆 首尾 相 接 地 围 成 一 个 半径 等 于 转盘 半径 的 静止 圆周 
并 “ 擦 边 ” 地 套 在 转动 着 的 圆 盘 外 .…. 咒 系 认为 每 根 静 杆 长 度 为 1, 故 周 长 等 于 静 杆 
数 , 即 10 = No. 多 系 则 认为 转盘 上 的 量 杆 长 度 为 1, 故 认为 转盘 周 长 等 于 周边 上 的 
杆 数 , 即 != 六 . 因此, 要 比较 1 和 1 只 须 比 较 N 和 No. 这 可 借用 地 面 观 者 的 如 下 思 
办 得 出 :“ 转 盘 量 杆 由 于 沿 杆 长 方向 运动 而 短 于 1, 摆 满 周边 所 需 杆 数 必 大 于 N。， 
即 N>No. ”于 是 有 1>16 . 由“ 尺 缩 ” 效 应 的 定量 关系 不 难 进而 得 知 
1=h(-v /ce*) .这 一 分 析 是 正确 的 ,然而 往往 引出 如 下 疑惑 :如 果 借 用 转盘 观 
者 的 思辩 过 程 , 结论 岂非 相反 ? 他 的 思辩 将 是 :“ 沿 转盘 周边 擦 边 套 着 的 (相对 于 地 
面 静止 的 ) 量 杆 沿 杆 长 方向 运动 , 其 长 度 应 小 于 1( 小 于 盘 上 杆 长 ), 为 了 捍 满 一 图 ， 
所 需 杆 数 必 大 于 NN, 即 No。>N. ”于 是 16 >17, 与 刚才 得 出 的 7> 1 矛盾 . 这 一 伴 雇 可 
借 图 14-5 作出 解释 . 对 地 面 系 而 言 , 图 14-5 中 过 a,b 点 的 水 平 圆周 是 某 一 时 刻 的 
转圈 , 由 于 ab <1, 地 面 量 杆 cop 应 长 于 a5. 为 摆 满 圆周 , 地 面 杆 数 No 自然 小 于 转 
图 杆 数 N. 所 以 1> /mo 是 对 的 . 对 转圈 系 而 言 , 曲线 段 忆 ， 是 某 一 时 刻 的 “圆周 ”( 一 
段 非 闭合 曲线 !), 为 摆 满 这 一 圆周 所 用 的 转圈 杆 数 自 然 是 W (每 杆 首尾 的 世界 线 都 
是 螺旋 线 ), 但 地 面 量 杆 短 于 转圈 量 杆 ( 这 可 从 图 中 的 aoco < ac 清楚 看 出 ), 故 摆 满 
圆周 的 地 面 杆 数 wo 应 大 于 . 然而 这 不 构成 矛盾 , 关键 在 于 Ns 并 不 等 于 地 面 系 
测 得 的 周 长 . 由 图 可 知 , 这 和 V6 根 量 杆 中 的 若干 根 彼 此 重合 , 首尾 相 接 (而 又 不 重合 ) 
的 地 面 量 杆 仍 只 有 No 根 :第 1 根 杆 头 为 ao, 杆 尾 为 c。， 第 2 根 杆 头 为 cv, 杆 尾 
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为 ……; 第 No 根 杆 尾 为 e, 而 e 与 ao 在 同一 竖 直 世界 线 上 , 因此 从 地 面 系 看 来 至 此 
已 转 完 一 圈 . 由 于 第 No。+1 根 至 第 Ni (> No) 根 地 面 量 杆 分 别 同 第 1 根 至 第 若干 根 
地 面 量 杆 重合 , 不 应 再 次 计算 . 可 见地 面 系 测 得 的 转圈 周 长 并 非 N6 而 是 No ,矛盾 
并 不 存在 . 

既然 .多 系 测 得 的 周 长 为 2xRT 而 半径 仍 为 R, 周 长 半径 比 就 是 2x 厂 >2x. 这 
表明 .多 系 中 的 几何 是 非 欧 的 . 应 该 强调 , 此 处 涉及 的 “多 系 中 的 几何 ”只 是 多 系 
中 的 空间 几何 而 非 时 空 几何 , 因为 时 空 几何 不 因 参 考 系 而 变 (从 而 也 根本 不 必 加 定 
语 “ .多 系 中 的 ”). 事实 上 , 与 双子 伴 廖 类 似 , 讨论 爱 因 斯 坦 转盘 问题 前 早已 约 好 ( 默 
认 ) 时 空 背 景 为 闵 氏 时 空 . 反之 , 由 于 空间 概念 涉及 时 空 借助 于 参考 系 的 3+1 分 解 ， 
空间 几何 与 参考 系 有 关 . 转盘 问题 的 结论 是 :地 面 系 (惯性 系 ) .2 的 空间 几何 是 欧 
氏 ( 平 直 ) 的 , 而 转盘 系 ( 非 惯性 系 ) .多 的 空间 几何 是 非 欧 ( 弯 曲 ) 的 . 然而 这 一 提 法 涉 
及 转盘 系 的 空间 几何 这 一 概念 , 有 必要 给 出 明确 定义 . 人 们 在 接触 相对 论 前 就 已 熟 
悉 空 间 几 何 的 概念 , 并 由 经 验 知 其 为 3 维 欧 氏 几何 . 从 理论 上 说 , 这 是 因为 非 相 对 
论 物理 学 的 时 空 结构 中 的 绝对 同时 面 (空间 ) 有 3 维 欧 氏 度 规 ( 见 小 节 6.1.6 ). 在 狭义 
相对 论 中 , 只 要 用 惯性 参考 系 . 史 , , 空间 概念 也 很 明确 :与 .多 6 所 有 观 者 世界 线 正 交 
的 任 一 超 曲 面世 代表 某 一 时 刻 的 空间 . 由 于 闵 氏 度 规 mj 在 忆 上 诱导 的 3 维度 规 
是 欧 氏 度 规 ( 见 小 节 6.1.5 末 ), 空间 几何 仍 是 欧 氏 几何 . 然而 闵 氏 时 空中 的 非 惯 性 参 
考 系 多 就 不 如 此 简单 , 如 果 .多 是 超 曲面 正 交 系 , 自然 可 把 每 个 正 交 超 曲 面 三 解释 
为 一 个 时 刻 的 空间 , 但 在 2 的 诱导 度 规 不 一 定 为 欧 氏 , 因此 空间 几何 可 能 非 欧 . 
如 果 .多 不 是 超 曲面 正 交 系 , 问题 更 为 复杂 , 因为 没有 正 交 超 曲面 时 连 空 间 的 定义 
也 成 了 河 题 . 转盘 系 .多 偏偏 不 是 超 曲 面 正 交 系 , 所 以 还 有 必要 做 进一步 讨论 ( 见 小 
节 14.2.3 和 14.2.4). 


14.2.2 转盘 系 是 非 超 曲面 正 交 的 刚性 参考 系 

选 惯性 坐标 系 {t,x,y,z} 使 盘面 位 于 z=0 的 x~y 面 内 , 盘 心 的 x,y 坐标 为 零 . 
设 w (常数 ) 为 转盘 角 速 率 , 则 转盘 系 .p 中 任 一 观 者 世界 线 以 因 有 时 7 为 参数 、 以 柱 
坐标 为 坐标 的 表达 式 为 


1=yT， 了 = 常数 ， gpg=wy(r)r， z= 常数 ， 其 中 y(7)= . 


Nl-or? | 

注 1 名 默认 所 有 观 者 标准 钟 的 零点 设置 保证 :=0 时 有 z=0, 故 t=yr .这 
只 是 为 方便 而 设 , 否则 改 为 1=y7T+ 常数 ,对 结论 并 无 影响 . 名 只 当 r 满足 wr <1 
时 式 (14-2-2) 才 代表 类 时 线 (才能 充当 观 者 世界 线 ), 可 见 转盘 系 多 的 定义 域 为 R 
中 满足 wr <1 的 开 域 . 


(14-2-2) 
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由 式 (14-2-2) 可 得 转盘 观 者 的 4 速 表达 式 


-全 国父” oo 
从 上 式 出 发 , 利用 式 (2-6-10) 及 闵 氏 度 规 w, 在 fr,g,z} 系 的 线 元 式 
ds2 =-—dt* +dr2+r2do2 +dz? (14-2-4) 
得 
2,=-7 (di)as + Ory (dp)。 (14-2-5) 
令 x =1, x!=7, XxX? =9, x =z, 则 由 式 (14-2-4) 易 得 非 零 克 氏 符 为 
Tl = 一 六 六 2 = 六 22 = 广 1 ， 
由 此 及 式 (14-2-5) 得 非 零 Z,., 为 
Zo =- Or Zi2=-Ory, 22,1 = ry’, 
故 
VsZa = (dx ), (dx ),a 2 = (dDa(dr)s ow ry —(dr)a(dp)s ory + (dp)a(dr)s ory. 
(14-2-6) 
由 式 (14-2-3) 和 (14-2-6) 可 得 4 加 速 4 = ZV,2Z, =- (dr) wry? ,因而 


AZ, =(dr) (dD), ory — (dr), (dp), ory’, 


Bis = V2 + As2, =2o77 (dr)ia(df)y -2ory (dr)s(dg)s = Bsn, (14-2-7) 
上 式 表明 : @ 0, 三 Bess) =0， 故 转盘 系 为 刚性 系 ; © Op 三 Bap] = Bp 0 (除非 角 速 
率 w=0), 可见 转盘 系 有 转动 , 即 为 非 超 曲 面 正 交 系 . 这 同 直观 思考 一 致 :转盘 上 的 
每 个 观 者 都 觉得 周围 观 者 绕 自己 转动 . 

转盘 系 的 非 超 曲面 正 交 性 使 空间 几何 的 定义 变 得 困难 . 这 一 困难 可 借用 它 的 
刚性 性 克服 . 为 此 , 下 小 节 先 介绍 刚性 参考 系 的 空间 几何 定义 . 


14.2.3 ”刚性 参考 系 及 其 空间 几何 


[本 小 节 和 下 小 节 的 主要 参考 文献 :高 思 杰 , 粱 灿 彬 (1997). ] 
设 多 是 时 空 (M,gs) 中 的 一 个 参考 系 ,4 是 多 内 的 一 个 观 者 .指定 与 4 线 相 交 
的 一 条 横向 曲线 po(s) 便 挑 出 一 个 含 4 的 单 参观 者 族 ,由 它 决定 的 4 的 邻居 记 作 
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w”. 仿照 8$14.1 的 讨论 , 选 4 的 s 值 为 零 , 即 4=yo(7), 则 ws (其 中 * 为 小 量 ) 代 
表 该 族 内 与 4 相 邻 的 一 个 观 者 B=y,(7) 的 位 矢 ,ws 的 长 度 (hw ws) ?2s 代表 4 
与 8 的 空间 距离 . 若 此 距离 与 4 线 的 z 值 无 关 ,自然 认为 4 与 互 有 刚性 联系 . 事实 
上 有 如 下 命题 : 
命题 14-2-1 ” 罗 为 刚性 参考 系 (由 2 =0 定 义 ) 当 且 仅 当 ,多 内 每 一 观 者 的 每 
一 邻居 we” 满足 
d(hs wwe) 
T 


=0， 其 中 hh, = gs +Z.Z 是 诱导 度 规 . (14-2-8) 


证 明 对 多 内 任 一 观 者 y(z) 的 任 一 邻居 w* 有 
d(hapw wh) _ 
dz 
(A) 车 0 =0, 则 Bs = Biwsl, 故 上 式 右边 为 零 ,因而 式 (14-2-8) 成 立 . 
(B) 者 式 (14-2-8) 成 立 , 则 式 (14-2-9) 对 任 一 观 者 y(7) 的 任 一 邻居 w? 给 出 


D a 
2 =2Wa Bw = 2W Wh Bas. (14-2-9) 


0= Bw we = Bopy ww =0,w" wi. 
VYp ey(7), w ,weW, ,由 上 式 得 
0=0,|, (w” + Ww ) (Ww +w!)= 20,,|, ww . 
注意 到 9,,|, 的 空间 性 , 便 得 9%|,=0. 口 


参考 系 的 刚性 条 件 也 可 借 其 共 动 坐标 系 用 分 量 语言 表 出 . 共 动 坐标 系 {1, x 站} 
的 (6/67) 与 观 者 4 速 Z“ 平 行 , 故 两 者 只 能 差 到 一 个 函数 乘 子 , 即 (8/31)* = wZ?. 


由 ZoZ。=-1 易 得 a=- (其 中 go 是 gs 在 共 动 坐标 系 的 00 分量 ), 于 是 


V8o00 
2° OO 由 此 可 知 Z。 在 共 动 坐标 系 的 ;分 量 Z = 一 8 .现在 就 可 给 出 参考 
一 So0 V -8&00 
系 的 刚性 条 件 的 如 下 表述 : 


命题 14-2-2 设 Z" 是 参考 系 多 的 观 者 4 速 场 , h,, = g, +Z.Z, 是 诱导 度 规 
场 , h, 是 hs 在 多 系 的 任 一 共 动 坐标 系 {x'} 的 分 量 , 即 
Bi08j0 


800 


则 .多 为 刚性 系 等 价 于 
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=0. (14-2-11) 


证 明 由 (3/30)” =wZ? 得 
pp = 一 056 hy Vo t+Z has Vo = 0 Sh, 

故 刚性 条 件 0, =0 < 多 及 =0 全 号 ap =0( 其 中 第 一 个 全 号 用 到 命题 14-1-3). 
把 hs 写成 共 动 系 的 分 量 形式 hh = 已 (dx)s(dx7) ,由 坐标 基 矢 之 间 的 对 易 性 易 
见 .多 io (dx')。=0, 故 .名 /hos =0 等 价 于 -2ioi =0, 从 而 (根据 定理 4-2-2) 等 价 于 
式 (14-2-11). 口 

以 过 代表 把 多 内 每 条 世界 线 作为 一 个 元 素 所 得 的 集合 , 则 借用 多 的 局 部 共 
动 坐 标 系 可 知 全 是 一 个 3 维 流 形 ,” fxz} 的 3 个 空间 坐标 {x'} 便 自然 成 为 全 的 局 
部 坐标 . 若 多 是 刚性 参考 系 , 则 3h, /631 =0 使 得 hs 可 被 视 为 立 上 的 度 规 , 于 是 
(区,hs) 成 为 3 维 黎 曼 空间 , 其 上 的 几何 思 ， 就 可 合理 地 被 定义 为 刚性 参考 系 .多 的 
空间 几何 . 可 见 非 超 曲面 正 交 的 参考 系 也 可 定义 空间 几何 , 只 要 它 是 刚性 系 . 转盘 
参考 系 便 是 一 例 . 下 面 以 此 为 基础 计算 转盘 系 的 空间 几何 . 


14.2.4 ”转盘 系 的 空间 几何 


小 节 14.2.2 所 用 坐标 系 世 疡 旬 熙 对 计算 了 5 比较 方便 , 但 它 不 是 转盘 系 .多 的 

共 动 坐标 系 :其 上 坐标 线 是 类 时 测 地 线 而 非 转盘 观 者 世界 线 . 定义 新 的 角 坐 标 
万 =p 一 cl， (14-2-12) 
则 他 疡 丈 熙 是 多 的 共 动 坐标 系 , 因为 现在 的 1 坐标 线 正 是 以 w 为 角 速 率 的 转盘 观 
者 的 世界 线 . 应 该 注意 , 任 一 时 空 点 在 非 共 动 系 {t,r,g,z} 和 共 动 系 {tf,r,5,z} 中 有 相 
等 的 1 值 (也 有 相等 的 x, z 值 ), 因此 两 系 的 第 零 坐标 基 矢 都 可 记 作 (3/8z)”, 但 两 者 
却 不 等 . [前 者 切 于 xr , pg, z 为 常数 的 类 时 线 ( 测 地 线 ); 后 者 切 于 + , 5, z 为 常数 的 
类 时 线 ( 转 盘 观 者 世界 线 ). ] 为 避免 可 能 的 混淆 , 可 用 纯 ,7,5, 引 } 表示 共 动 坐标 系 ， 

f=t, r=r, P=9-@t, ZzZ=2. 
这 时 两 系 的 第 零 坐 标 基 矢 便 分 别 记 作 (8/6t)* 和 (8/67)“, 以 兹 区 别 . 闵 氏 度 规 在 共 
动 坐标 系 他 ,7,5,z} 的 线 元 为 

ds =-(1 -7?)d? + dF2 +72dp? +2072didB + dz?. . (14-2-13) 


Q@ 在 某 些 特殊 情况 下 允 不 能 成 为 3 维 流 形 , 我 们 不 讨论 这 些 特殊 情况 . 
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令 x=T， =F X=， 民 =z, 则 式 (14-2-10) 的 刀 的 非 零 分 量 现在 为 
加 - 2 _ 820820 _ 7 = 3 
hi=gn=l, jp =82 =, hh3=g33=1, (14-2-14) 
&00 l-wr 
可 见 64/6t=0, 从 另 一 角度 证 明 转盘 系 多 是 刚性 系 , 因而 .多 系 相应 的 (2,h,) 便 
可 描述 转盘 系 测 得 的 空间 几何 . 把 7, 5, z 简 记 作 x , gp, z, 注意 到 式 (14-2-14), 则 
(区 ,hh,) 上 的 线 元 (空间 几何 ) 便 可 表 为 


2 

r 
d$2 =dr2+ py 
-1 一 Or 


上 式 与 Mgqller(1955)P.241 式 (74) 一 致 ,但 推导 途径 不 同 . 直接 计算 (习题 ) 表 明 这 一 线 
元 相应 的 黎 曼 张 量 非 零 , 可 见 转盘 系 测 得 的 空间 几何 为 非 欧 几 何 . 这 一 几何 的 非 欧 
性 的 一 个 重要 表现 是 “圆周 率 不 等 于 xn ”. 但 要 使 这 一 提 法 意义 明确 , 还 应 先 介绍 
若干 定义 . 由 r =r , 9g = go (常数 ) 定 义 的 曲线 称 为 径 向 线 (不 难 证 明 径 向 线 为 测 地 
线 ). 与 原点 距离 为 常数 的 点 的 轨迹 称 为 圆周 , 该 常数 称 为 该 圆周 的 半径 , 半径 的 2 
倍 叫 直 径 , 圆周 的 线 长 叫 周 长 , 周 长 与 直径 之 比 叫 圆周 率 . 作为 习题 , 请 读者 证 
明 :(a) 径 向 线 是 以 x 为 仿 射 参数 (而 且 是 线 长 参数 ) 的 测 地 线 ; (bj 圆周 率 等 于 rr ， 
其 中 厂 =Q1 -wR*)!?,R 是 所 论 圆周 的 半径 . 


dp2 + dz?. | (14-2-15) 


§ 14.3 参考 系 内 的 钟 同步 [选读 ] 
14.3.1 惯性 参考 系 的 雷达 校 钟 法 


闵 氏 时 空 惯性 参考 系 内 的 标准 钟 的 同步 问题 已 在 小 节 6.1.4 中 简略 提 到 . 钟 慢 
效应 的 讨论 (小 节 6.2.2 ) 是 说 明 惯 性 系 内 钟 同步 重要 性 的 一 个 例子 . 本 节 讨 论 钟 同 
4 B 步 问 题 在 下 述 两 个 方面 的 推广 :四 闵 氏 时 空中 任意 参 

考 系 内 的 钟 同步 ;加 任意 弯曲 时 空中 任意 参考 系 内 的 

a 钟 同步 . 一 个 重要 结论 是 :只 有 满足 一 定 条 件 的 参考 

系 方 可 谈 及 并 实现 钟 的 同步 . 为 了 打 好 基础 , 本 小 节 

先 对 阅 氏 时 空 惯性 参考 系 内 标准 钟 的 同步 问题 作 较 

为 详细 的 讨论 . 惯性 参考 系 显然 是 超 曲 面 正 交 的 , 我 
们 当然 想 把 每 一 正 交 超 曲面 马 . 解释 为 某 时 刻 的 全 
a 空间 . 要 使 这 一 解释 在 物理 上 自 洽 , 应 该 满足 一 个 条 
在 b 时 小 到 算 反 揣 四 由 4 在 。 件 : 系 内 所 有 观 者 的 标准 钟 在 其 世界 线 与 也 的 交点 
四 时 回收 上 有 相同 读数 (以 使 了 .的 确 代 表 同 一 时 刻 ) 只 要 满 

足 这 一 条 件 , 就 说 系 内 的 标准 钟 已 经 同步 . 因为 介 于 
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任意 两 个 正 交 超 曲面 之 间 的 所 有 观 者 世界 线段 有 相等 长 度 , 只 要 所 有 标准 钟 在 某 
一 正 交 面 上 读数 相等 , 它们 在 任 一 正 交 面 上 的 读数 必然 相等 , 因此 同步 操作 是 一 劳 
永 逸 的 :只 须 调整 各 钟 的 设 定 使 它们 在 某 一 正 交 面 上 读数 相同 . 为 此 必须 用 信号 在 
各 钟 之 间 沟 通 . 如 果 存 在 速率 无 限 大 的 信号 , 就 可 令 它 在 零 时 间 内 从 一 个 钟 走 到 第 
二 个 钟 并 令 该 钟 调整 设 定 使 收 信号 时 的 读数 等 于 第 一 钟 发 信号 时 的 读数 , 依 此 类 
推 ,同步 操作 就 会 十 分 简单 . 可 惜 相对 论 不 多 许 这 样 的 信号 存在 , 因此 有 必要 设计 
(至 少 在 理论 上 ) 可 行 的 同步 操作 方案 . 由 于 光速 不 依赖 于 波长 、 振 幅 、 方 向 和 光源 
运动 情况 , 又 由 于 光束 最高, 光 信 号 自然 是 首选 对 象 . 下 面 介 绍 利用 光 信 号 的 同步 
操作 . 在 .多 系 内 任 选 一 个 观 者 4 为 同步 的 带头 人 . 为 使 系 内 的 标准 钟 B 与 4 同步 ， 
只 须 进 行 以 下 操作 :中 4 在 事件 qle 4 向 B 发 光 ,在 事件 beB 被 B 收 到 (图 14-7); 
加 设想 B 有 一 面 镜子 , 收 到 光 时 立即 反射 , 在 事件 4,e 4 被 4 回收 ; 国 设 事件 ql 和 
qs 的 固有 时 分 别 为 直 和 7T,, 则 4 便 可 用 任 一 方式 (例如 打 电 话 ) 通 知 B, 让 他 调整 
自己 的 钟 的 设 定 使 得 在 收 到 光 信 号 时 的 读数 为 (zl + 五 )/2. 设 4 是 4 上 固有 时 为 
(ri +z2)/12 的 点 (直线 段 qia2 的 中 点 ), 则 不 难看 出 a,b 所 联 直线 与 4，,B 正 交 . 因 
此 这 三 步 操 作 的 后 果 是 B 钟 已 与 4 钟 同步 . 这 种 操作 方法 称 为 雷达 校 钟 法 或 雷达 
同步 法 (radar method for clock synchronization). 利用 雷达 法 还 可 测定 惯性 观 者 
4,B 之 间 的 空间 距离 Dyp (其 定义 是 正 交 直线 段 ab 的 长 度 1;), 因为 不 难 证 明 
By = 

可 见 雷达 法 还 起 到 “标准 尺 ” 的 作用 . 标准 钟 的 定义 是 能 给 出 世界 线 长 度 的 钟 ( 见 
小 节 6.1.4 ), 标准 尺 的 定义 则 是 能 给 出 任 一 类 空 线段 的 长 度 ( 按 度 规 衡量 ) 的 尺 . 此 
定义 适用 于 任意 时 空 , 见 Misner et al.(1973)P.393. 实际 上 , 地 月 距离 正 是 用 这 种 方 
法 测量 的 (从 地 球 向 月 球 发 射 雷达 并 接收 反射 波 ). 

下 小 节 讨 论 如 何 把 雷达 校 钟 法 推广 至 闵 色 时 空 的 非 惯 性 系 和 弯曲 时 空 的 任意 
参考 系 .为 行文 方便 , 把 图 14-7 的 三 个 点 四 ,有 和 四 的 整体 (q， b, 四 ) 称 为 一 个 “ 需 
达 三 点 组 ”(“radar triplet”). 


14.3.2 ”任意 时 空 任意 参考 系 的 钟 同步 问题 


钟 同步 问题 涉及 两 个 方面 :四 同时 面 的 定义 ; @ 为 使 各 钟 在 任 一 同时 面 上 读 
数 相同 所 应 进行 的 操作 . 对 闵 氏 时空 的 惯性 参考 系 , 问题 简单 得 多 , 因为 可 把 正 交 
超 曲面 定义 为 同时 面 , 用 雷达 法 为 同步 操作 法 . 然而 , 任意 时 空 的 任意 参考 系 未 必 
是 超 曲面 正 交 系 , 选 什么 面 作为 同时 面 ? 连 同时 面 的 定义 都 成 为 问题 , 同步 操作 更 
是 无 从 谈 起 . 当然 , 如 果 讨 论 的 是 2 维 时空 , 局 域 地 说 问题 并 不 存在 , 因为 2 维 时 空 
的 任 一 线 汇 都 超 曲 面 正 交 . 这 就 给 出 启发 :既然 4 维 时 空 的 任 一 参考 系 .多 的 每 一 单 
参观 者 族 (作为 一 个 2 维 子 时 空中 的 线 汇 ) 必 定 超 曲面 ( 线 ) 正 交 , 可 否 先 把 正 交 超 曲 


(14-3-1) 
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面 定义 为 同时 线 再 用 雷达 法 令 族 内 各 钟 在 每 一 正 交 线 上 读数 一 致 ?现在 讨论 这 种 
做 法 是 否 具 有 可 行 性 . 首先 遇 到 如 下 问题 :对 观 者 4 世界 线 外 的 给 定点 6, 线 4 上 
未 必 存 在 qj,qy 使 (ql,b, qa,) 构 成 雷达 三 点 组 . 幸好 , 对 任意 时 空 的 任意 观 者 4 来 说 
局 域 看 来 不 存在 这 个 问题 [以 下 称 此 为 雷达 法 的 局 域 可 行 性 , 准确 提 法 和 证 明 见 
Sachs and Wu(1977) 命 题 5.2.3], 而 这 已 经 足够 . 设 {y,(T)} 是 贸 内 的 一 个 单 参 观 者 
族 ， 4=Y0(T) 是 基准 观 者 . 取 定 ae 4 后 ,， 4 就 可 用 雷达 法 确定 族 内 任 一 观 者 
B=y,(T) 上 与 4 “同时 ”的 点 b. 当 s 值 变动 时 点 5b 便 跑 出 一 条 “同时 线 ”o(s)， 
如 图 14-8. 这 种 做 法 的 特点 是 :无 论 $ 值 有 多 大 (无 论 召 离 4 有 多 远 ), 都 要 由 4 来 发 
光 和 收 光 . 我 们 称 此 为 大 步 雷 达 法 . 下 面 的 命题 表明 , 由 大 步 雷达 法 获得 的 “同时 
线 ”a(8) 虽然 正 交 于 4 线 , 却 未 必 与 族 内 所 有 世界 线 正 交 , 因而 不 是 真正 的 同时 线 . 

命题 14-3-1 设 y(7) 为 任 一 时 空中 的 任 一 观 者 世界 线 , ga(s) 是 任 一 类 空 曲 线 
(代表 线 长 ), 与 y(z) 交 于 a=y(zo)=c(0)( 图 14-9). 根据 雷达 法 的 局 域 可 行 性 ,对 
任 一 不 太 大 的 了 , 令 b=Q(3), 总 有 al=Y(n), qy=Y(T,) 使 (qj,b,q)) 成 为 雷达 三 点 
组 .定义 肖 数 f(s5)=7T0 一 (tI + 元 )/2, 则 

(a) lim /f(s)=0; 

(b) limf/"(s)=0 当 且 仅 当 a 线 与 y 线 正 交 . 

证 明 为 照顾 陈述 的 连贯 性 , 证 明 移 至 本 小 节 之 末 . 口 


4 B 五 B” 


Ga=Y(T) 


= Y(t)=B(0)=(T, 0 


图 14-8 4 线 执行 大 步 雷 达 法 得 “同时 线 ”a(s) 图 14-9 命题 14-3-1 用 图 
把 上 述 命题 用 于 图 14-8, 把 其 中 的 4 线 和 ol(s) 线 分 别 看 作 图 14-9 的 y(T) 和 
Q(s) , 便 知 o(s) 在 a 点 与 4 线 正 交 . 然而 图 14-8 的 各 观 者 中 只 有 4 向 外 发 光 并 确 
定 与 ae 4“ 同 时 ”的 点 [从 而 构造 出 o(s) 线 ], 其 他 世界 线 不 能 看 作 图 14-9 的 y(7)， 
所 以 o(s) 与 其 他 世界 线 的 正 交 性 并 无 保证 . 但 也 不 难看 出 , 只 要 让 族 内 每 一 观 者 
都 对 紧邻 观 者 执行 雷达 法 , 所 得 曲线 就 与 族 内 每 一 观 者 正 交 . 准确 地 说 , 这 种 做 法 
包 禽 两 步 :四 在 族 内 选 一 系列 观 者 4, B,C,D,…, 先 由 4 用 大 步 雷达 法 在 4,B 之 
间 确 定 一 段 起 于 ae 4 止 于 beB 的 “同时 线 ”( 图 14-10), 再 令 如 类 似 地 在 B,C 之 
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间 确 定 一 段 “ 同 时 线 ”, 依 此 类 推 .加 向 4, B,C,D,… 之 间 添 加 更 多 观 者 , 所 得 的 极 
限 曲 线 v(S) 正 是 所 要 的 同时 线 , 因为 现在 每 一 观 者 都 可 充当 图 14-9 的 y(r) ,命题 
14-3-1 保证 v(s) 与 族 内 所 有 观 者 正 交 .我 们 把 上 述 做 法 称 为 (无 限 ) 小 步 雷 达 法 . 
既然 罗 的 每 个 单 参观 者 族 都 有 同时 线 , .多 内 的 钟 同步 操作 似乎 可 以 这 样 进 
行 : 任 选 罗 内 一 观 者 4 作为 带头 人 ， 设 他 的 钟 在 we4 时 指 零 . 考虑 含 4 的 任 一 单 
参观 者 族 ，v(s) 是 族 内 过 a 的 同时 线 (与 族 内 各 观 者 都 正 交 的 线 )， 则 只 须要 求 族 
内 各 观 者 在 其 世界 线 与 v(s) 的 交点 把 钟 调 得 指 零 . 然而 这 种 做 法 未 必 自 洽 . 假定 用 
以 挑 出 一 个 单 参观 者 族 的 横向 曲线 U(s) 是 闭合 曲线 , 就 是 说 , 从 它 与 4 线 的 交点 
出 发 转 一 圈 又 回 到 出 发 点 .不妨 把 由 这 种 J(s) 挑 出 的 单 参 族 称 为 “闭合 单 参观 者 
族 ”. 例 如 ,图 14-5 中 所 有 髓 在 圆柱 面 上 的 转盘 观 者 4, B,… 就 组 成 一 个 闭合 单 参 
观 者 族 . 不 幸 的 是 , 该 族 的 同时 线 (例如 上 ) 是 不 闭合 曲线 , 因而 与 族 内 所 有 观 者 都 
相交 无 数 次 (对 4 而 言 ,交点 为 qa,qd,…). 作为 4 线 上 的 不 同 点 , a,q,… 当然 应 有 不 
同 国有 时 (因而 坐标 时 ) 但 按照 上 述 同 步 操 作 要 求 ， 4 钟 应 在 这 些 点 都 指 零 , 这 显 
然 导致 矛盾 . 这 一 矛盾 也 可 改 用 如 下 方式 描述 : 设 4, B,C 为 闭合 单 参 族 中 的 3 个 观 
者 ,4 钟 在 a 时 指 零 (图 14-11). 根据 同时 线 v(s) 的 ab 段 和 ac 段 , B 和 C 钟 应 分 别 
在 b 和 c 点 指 零 . 然而 , 作为 闭合 单 参 观 者 族 的 菲 闭 合同 时 线 ,vw(s) 与 C 有 不 止 一 
个 交点 , 用 v(s) 的 bec' 段 检查 就 会 发 现 B,C 钟 并 未 满足 同步 要 求 . 可 见 , 只 要 . 庆 内 
存在 一 个 闭合 单 参观 者 族 , 其 中 存在 一 条 非 闭合 同时 线 , 多 的 同时 性 就 没有 自 洽 
定义 . 因此 , 同时 性 有 自 洽 定义 的 前 提 是 .多 内 每 一 闭合 单 参观 者 族 的 同时 线 都 闭 
合 . 注意 到 同时 线 处 处 与 观 者 世界 线 正 交 , 这 就 要 求 .多 是 超 曲面 正 交 系 , 所 以 超 曲 
面 正 交 性 是 多 的 同时 性 有 自 洽 定 义 的 必要 条 件 . 我 们 转 了 一 圈 又 回 到 原来 的 结论 : 
只 有 超 曲 面 正 交 的 参考 系 才 可 谈 及 钟 同步 问题 . 不 过 上 述 讨论 还 是 很 有 意义 的 , 它 
不 但 澄清 了 若干 问题 (包括 大 、 小 步 雷达 法 的 区 别 . 这 一 问题 对 闵 氏 时 空 的 惯性 参 
考 系 并 不 存在 ), 而 且 证 明了 命题 14-3-1, 正 是 它 保证 小 步 雷 达 法 给 出 的 v(s) 是 所 
要 的 同时 线 . 下 小 节 对 超 曲面 正 交 系 的 钟 同步 再 作 详 细 讨 论 . 
B 


C 


图 14-10 小 步 雷 达 法 示意 .向 图 中 添加 更 多 图 14-11 闭合 单 参 观 者 族 的 非 闭 合同 时 线 
观 者 ,所 得 极限 曲线 (未 画 出 ) 就 是 同时 线 v(s) v(s) 使 同时 性 没有 自 洽 定 义 
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在 结束 本 小 节 之 前 先 补 证 命题 14-3-1. 

命题 14-3-1 的 证 明 借用 观 者 y(7) 的 固有 坐标 系 {x*}( 见 $7.4), 把 bp 点 的 固 
有 坐标 记 作 (7 元) . 设 从 ai 到 六 的 类 光 测 地 线段 F(4) 的 参数 式 为 x* =x*(4), 则 其 
切 拓 7? 的 分 量 7 = dx41d4 . 令 a =B(0), b= B(4) (图 14-9), 则 


OD- 0)= TRATED p023, (14-3-2) 


其 中 如 0 [0 和 是 函数 TU(C4) 在 区 间 [0,14] 的 中 值 . 对 7T4%(4) 做 泰勒 展开 : 
dT 0 


TH(0+ ED) T4(OD)+ 一 一 一 (OA 
A=0 
以 所 来 全 式 后 代入 式 (14-3-2) 得 
xs(A)—x*(0)=TA(0)N + E(DA. 
A=0 
注意 到 x (=T, x?(0)= 厂 ,xi()=X!, xi(0)=0, 便 有 
ed 
t -eT (7 ¢ ‘4, 
A=0 
(14-3-3) 
— dr: 2 
TO0sT(OA+——| EVA4, i=1,2,3. 
4 4=0 
因 gj, ls = (固有 坐标 系 的 优点 ) 故 由 7? 的 类 光 性 得 
0=(8727)| =.T (OTD)=-[IT OF + 2 IT， 
把 式 (14-3-3) 代 入 上 式 , 略 去 高 阶 项 后 得 
-(T-n) + (x7) +4=0, (14-3-4) 
=| dr7? i dT’ ; 
其 中 4=27 [ “aa, 2 区 图 eo| (14-3-5) 
=0 A=0 
同 理 有 一 (Ty 一) + 2》,(X')》+42=0. (4 意义 自明 ) (14-3-6) 


利用 点 b 的 任意 性 可 把 以 上 三 式 中 的 了 ,T,X' 政 为 5s, 4,1,xi, 由 式 (14-3-4)、 
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(14-3-6) 及 f(s) 的 定义 得 

a 4=4 一 少 ， (14-3-7) 

2(72 一 五 ) 

由 推导 知 上 式 的 1 本 是 和 4 的 函数 , 即 1=t(4) ,但 因 每 一 了 值 决 定 一 点 w(3) ,由 此 又 
决定 一 条 8(4) 线 及 一 个 称 值 , 故 有 函数 4(s) ,从 而 上 式 的 ! 可 表 为 ts)=KAX(s). 
式 (14-3-3) 的 和, 2 7 一 五 都 是 与 3 同 阶 甚至 高 阶 的 小 量 , 故 4=O(s3) 甚至 
4=o(9). 同 理 有 几 =O(3) 甚 至 4=o(5) ,因而 4=0O(83) 甚 至 4=o(s3) .又 因 
(zz 一石) 一 O(s), 所 以 


lim f(s) =lim(ro -)=0, lim f(s)=-lim™ 2 ， 


dz(s) 0 
opi (2) Vit= su 之 2] (dm ， 故 


so 国人 全 | 后 同 | 


1 (14-3-8) 
其 中 第 二 步 是 因为 对 a 点 有 Suv =7imr， 第 三 步 是 由 于 y(r) 是 因 有 坐标 系 的 第 零 坐 
标 线 , 且 在 线 上 1=T. 式 (14-3-8) 表 明 lim, of'(s)=0 当 上 且 仅 当 0 线 与 y 线 在 a 点 正 
交 . . 口 


14.3.3 超 曲面 正 交 系 的 钟 同步 


超 曲面 正 交 参考 系 的 钟 同步 可 以 分 为 四 个 层次 ,介绍 如 下 . 
定义 1 参考 系 多 巴 固有 时 可 同步 的 (proper time synchronizable), 若 MM 上 有 
光滑 函数 ! 使 


a 点 


Z,=-(dn),. (14-3-9) 
由 上 式 易 知 ZVpZa] =0, 故 .家 为 超 曲 面 正 交 系 . 事实 上 , 以 马 代 表 函 数 # 为 常数 


的 面 (等 1 面 ), 由 式 (14-3-9) 知 Z2 = -V“# ,而 V4t( 作 为 超 曲 面 的 法 夭 ) 处 处 与 等 了 面 
正 交 , 故 马 就 是 . 罗 系 的 正 交 超 曲面 . 因 -1=2Z2“Z,=-(3/8r)?(dnD = 一 dt/dr, 故 . 


{=T+a, a= 常 数 ( 因 观 者 而 异 ). (14-3-10)- 


于 是 式 (14-3-9) 的 1 可 称 为 固有 时 间 品 数 . 式 (14-3-10) 表 明 任 意 两 个 观 者 介 于 任意 
两 个 等 1 面 马 和 用 之 间 的 固有 时 间 At(=7T 五) 相等 . 因此 , 如 果 所 有 观 者 在 其 


和 
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世界 线 与 某 一 同时 面 ( 记 作 马 ) 相 交 时 把 自己 的 标准 钟 调 至 指 零 , 则 它们 与 任意 同 
时 面 马 相交 时 的 标准 钟 读数 必 相 等 , 于 是 所 有 等 ! 面 也 就 成 为 等 rz 面 , 从 而 达到 .多 
内 各 标准 钟 同步 的 要 求 . 同步 操作 在 理论 上 可 借 小 步 雷达 法 进行 . 设 4, B,C, DD,… 
是 .多 的 任 一 单 参观 者 族 内 足够 邻近 的 观 考 (图 14-10), 4 在 五 时 向 如 发 光 , 在 到 时 
收 到 反射 光 , 便 通 知 B 在 接 到 光 时 ( 即 事件 b) 把 标准 钟 的 读数 定 为 (+ 区 )/2; 然 
后 如 再 向 C 作 类 似 操作 , 依 此 类 推 , 便 可 在 该 单 参 族 内 完成 同步 过 程 .为 使 整个 .家 
系 同 步 , 只 须 从 4 开始 向 每 一 单 参 族 重复 上 述 操作 . . 罗 的 超 曲面 正 交 性 保证 各 族 
的 同步 不 会 矛盾 . 如 前 所 述 ,采用 小 步 雷达 法 是 因为 大 步 雷达 法 所 得 的 “同时 线 ” 
( 带 引 号 的 0) 未 必 处 处 与 世界 线 正 交 . 其 实 只 有 无 限 小 步 才能 完全 精确 , 而 任何 两 钟 
都 不 能 无 限 邻 近 , 所 以 这 种 操作 本 身 必 会 近似 性 .” 

闵 氏 时 空 的 惯性 参考 系 和 标准 宇宙 模型 的 Robertson-Walker 系 都 是 固有 时 可 

定义 2 参考 系 .多 叫 局 域 回 有 时 可 同步 的 (locally proper time synchronizable)， 
若 

(d2),, =0. (14-3-11) 


由 式 (14-3-9) 必 有 式 (14-3-11), 但 反之 不 然 . 事实 上 , 式 (14-3-9) 表 明 Z 是 恰当 的 ,而 
式 (14-3-11) 表 明 Z 是 闭 的 . 恰当 一 定 导 致 闭 ( 见 85.1 注 1), 但 由 闭 导致 恰当 则 要 对 
背景 流 形 有 所 要 求 . 可 见 定义 2 比 定义 1 要 求 较 低 . 式 (14-3-11) 也 导致 ZV24 =0， 
故 满足 定义 2 的 哆 也 是 超 曲 面 正 交 的 .与 式 (14-3-9) 不 同 , 式 (14-3-11) 不 保证 每 一 
观 者 世界 线 与 正 交 超 曲面 至 多 相交 一 次 . 考虑 爱 因 斯 坦 转盘 外 圆周 (“ 转 图 ”) 相 应 
的 2 维 时 空 ( 非 单 连通 时 空 的 简单 例子 ), 转圈 上 所 有 随 园 转 动 的 观 者 组 成 的 参考 系 
满足 式 (14-3-11), [对 转圈 , 式 (14-2-5) 的 Z, 表达 式 中 的 和 7 为 常数 , 由 此 式 易 见 
dZ =0.] 但 每 一 正 交 超 曲面 (类 空 螺旋 线 ) 都 与 每 一 观 者 世界 线 相交 无 数 次 . 如 果 
只 考虑 时 空中 的 这 样 一 个 开 域 U ,其 中 .多 的 每 一 观 者 与 正 交 超 曲 面 只 交 一 次 , 则 
满足 式 (14-3-11) 和 满足 式 (14-3-9) 的 参考 系 有 相同 性 质 , 因此 满足 式 (14-3-11) 的 参 
考 系 叫 局 域 固有 时 可 同步 参考 系 . 上 面 关 于 标准 钟 同步 的 定义 和 操作 在 U 中 同样 
适用 .例如 ,把 转圈 剪断 使 之 不 再 闭合 , 则 转圈 参考 系 就 成 为 固有 时 可 同步 的 . 

上 述 两 定义 对 参考 系 的 要 求 颇 高 . 事实 上 , 用 导数 算 符 改写 式 (14-3-11) 后 与 
Z? 缩 并 得 ZV,2Z, =0, 说 明 满足 定义 1 或 2 的 参考 系 的 4 加速 4* =0, 因 而 是 测 
地 参考 系 . 而 式 (8-3-23) 表 明 施 瓦 西 时 空 的 施 瓦 西 参考 系 有 4 0, 所 以 既 不 满足 
定义 1 也 不 满足 定义 2. 注意 到 施 瓦 西 系 是 超 曲 面 正 交 系 , 可 知 即 使 超 曲面 正 交 系 


QD 席 志 全 等 [Kuang and Liang(1993)] 证 明 :只 有 静 态 时 空 的 静态 参考 系 才 可 用 大 步 雷达 法 获得 准确 的 种 同步 . 
可 见 大 步 震 达 法 的 适用 面 罕 得 多 , 它 不 但 对 参考 系 而 且 对 时 空 本 身 提出 了 苛刻 的 要 求 ， 
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的 标准 钟 也 未 必 可 以 同步 . 于 是 又 提出 以 下 两 个 定义 (其 要 求 分 别 低 于 定义 1 和 2). 
定义 3 参考 系 久 叫 坐 标 时 可 同步 的 , 若 M 上 有 光滑 函数 1 及 有 (>0) 使 


Z, =-h(dt),, (14-3-12) 
其 中 z 称 为 时 间 函 数 . 


图 14-12 ”满足 定义 3 时 , 同时 面 闻 坐标 时 间 相 等 而 固有 时 间 未 必 相 等 
由 式 (14-3-12) 可 知 dZ = 一 dpAdt, 故 AdZ=0, 即 ZsV5Z =0, 可见 满足 式 
(14-3-12) 的 . 罗 也 是 超 曲面 正 交 系 , 且 任 一 等 1 面 都 与 任 一 观 者 世界 线 正 交 ,而 


-l=2°Z, =-hZ"(df), = 3 (d?), 有 3 
OT dz 
其 中 z 为 所 论 观 者 的 固有 时 , 故 
dt 1 
A (14-3-13) 


注意 到 有 >0, 由 上 式 可 知 1 是 fT 的 常 增 浮 数 , 故 每 一 观 者 世界 线 与 每 一 等 1 面 至 多 
只 交 一 次 (我 们 只 讨论 相交 正好 一 次 的 情况 ). 因为 任意 两 个 观 者 的 世界 线 介 于 任 
意 两 个 等 1 面 之 间 的 两 段 有 相同 的 At ( 即 Ati = At,), 由 式 (14-3-13) 可 知 一 般 来 说 这 
两 段 的 固有 时 间 不 等 , 即 Ar AT, (图 14-12). 可 见 正 交 超 曲面 只 是 等 ! 面 而 非 等 了 
面 . 每 一 正 交 超 曲面 忆 仍 代表 某 一 时 刻 的 空间 , 忆 仍 叫 ' 锡 的 同时 面 , 只 是 所 同 的 
“时 ”不 是 固有 时 而 是 时 间 浮 数 1 代 表 的 “时 ”. 不 妨 把 1 也 解释 为 观 者 的 钟 的 读 
数 , 只 不 过 该 钟 的 走时 率 是 标准 钟 的 有 1! 信 ( 有 可 以 是 fT 的 通 数 ). 研究 这 类 问题 的 最 
方便 的 坐标 系 是 以 . 罗 的 观 者 世界 线 为 时 间 坐 标 线 、 以 ! 为 时 间 坐 标的 共 动 系 . 因此 
时 间 肖 数 1 也 常 称 为 坐标 时 (coordinate time), 相应 的 钟 则 称 为 坐标 钟 (coordinate 
clock). 罗 的 超 曲面 正 交 性 导致 该 坐标 系 的 时 轴 正 交 性 , 即 go, =0(i=1,2,3). 只 
所 有 观 考 在 其 世界 线 与 某 一 同时 面 世相 交 时 把 自己 的 坐标 钟 调 至 指 零 , 则 它们 与 
任意 同时 面 马 相交 时 的 坐标 钟 读数 必 相 同 , 所 以 说 .多 是 坐标 时 可 同步 的 . 同步 仍 


"166 ， 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 
可 用 小 步 雷达 法 操作 , 只 须 作 如 下 修改 : 观 者 4 在 石 时 向 刀 发 光 , 在 到 时 收 到 反射 
光 , 一 方面 把 自己 的 坐标 钟 调 至 在 a 时 指 为 某 商 定好 的 读数 f[a 点 由 国有 时 
(zi +z2)/2 确定 ], 另 一 方面 ,通知 中 在 收 到 光 时 (时 刻 户 ) 把 坐标 钟 也 调 至 读数 为 z0. 
由 计算 可 知 施 瓦 西 参 考 系 有 

Z,=-—(-2M/r)}® (dt),, (14-3-14) 


可 见 施 瓦 西 参 考 系 满足 定义 3, 且 有 =(1-2M/r) ?是 7+ 的 函数 . 施 瓦 西 坐 标 系 正 是 
施 瓦 西 参考 系 的 时 轴 正 交 共 动 坐 标 系 . 其 实 , 不 难 证 明 ( 习 题 ) 所 有 议 态 参考 系 都 满 
足 定义 3. 
定义 4 参考 系 .多 叫 局 域 坐标 时 可 同步 的 (Locally proper time synchronizable)， 
若 
ZAdZ =0. (14-3-15) 


前 已 指出 由 式 (14-3-12) 可 得 (14-3-15), 故 满足 定义 3 的 多 必 满足 定义 4, 但 反 


证 每 一 观 者 世界 线 与 正 交 面 至 多 只 交 一 次 . 若 只 考虑 时 空中 的 开 域 U, 其 中 .多 的 
每 一 观 者 与 正 交 面 至 多 只 交 一 次 , 则 在 U 内 存在 1 及 有 >0) 使 Z, = 一 h(d?),, 前面 关 
于 坐标 钟 同步 的 定义 和 操作 在 U 中 同样 适用 , 因此 满足 定义 4 的 多 称 为 局 域 坐标 
时 可 同步 参考 系 . 

以 上 四 个 定义 来 自 Sachs and Wu(1977) 的 2.3, 5.3. 定义 4 是 可 同步 参考 系 的 四 
个 要 求 中 最 低 的 一 个 ,等 价 于 只 要 求 . 史 是 超 曲 面 正 交 系 . 非 超 曲 面 正 交 参考 系 当 
然 也 有 共 动 坐标 系 ,但 却 没有 时 轴 正 交 的 共 动 坐标 系 , 即 不 存在 go; =0 (i=1,2,3) 
的 共 动 坐标 系 . 朗 道 , 采 费 席 益 (1959)( 中 译本 $10-4) 曾 用 非 几何 语言 对 超 曲 面 正 交 
系 的 可 同步 性 和 非 超 曲面 正 交 系 的 不 可 同步 性 作 过 讨论 , 如 果 把 它 与 文献 Sachs 
and Wu(1977)2.3, 5.3 作 一 对 比 , 就 会 对 用 几何 语言 讨论 相对 论 问题 的 清晰 性 、 准 确 
性 、 深 刻 性 和 优雅 性 产生 叹为观止 的 印象 . 

下 面 就 钟 同 步 问 题 作 一 小 结 和 述评 . 

1. 对 闵 反 时 空 的 惯性 参考 系 , 因为 早已 约定 正 交 超 曲面 为 同时 面 , 故 钟 同 步 
可 定义 为 各 标准 钟 在 同一 正 交 面 上 读数 相同 . 又 因为 已 证 明 用 雷达 法 确定 的 同时 
线 与 世界 线 正 交 , 故 雷 达 法 可 被 视 为 实现 钟 同步 的 (理论 上 可 行 的 ) 操 作 手 段 . 

2. 推广 到 任意 时 空 的 任意 参考 系 时 , 原则 上 可 有 两 种 做 法 , 简介 如 下 . (a) 继 承 
闵 氏 时 空 惯 性 系 的 做 法 , 仍 约定 正 交 面 为 同时 面 (本 书 至 今 一 直 如 此 ). 如 果 仍 把 钟 
同步 定义 为 “各 钟 在 同一 正 交 面 上 读数 相等 ”, 那么 , 由 于 非 超 曲面 正 交 系 根本 没 
有 正 交 面 , 钟 同步 定义 本 身 失去 意义 , 这 时 的 准确 提 法 不 是 “ 非 超 曲面 正 交 系 不 能 
实现 钟 同步 ”, 而 是 “可 否 实现 钟 同步 这 一 问题 对 非 超 曲 面 正 交 系 而 言 没 有 意义 ”， 
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因为 问题 中 涉及 的 一 个 词汇 “ 钟 同步 ”现在 没有 意义 . 然而 , 如 果 把 钟 同步 定义 改 
为 “各 钟 在 该 系 的 任 一 同时 线 (对 应 于 一 个 单 参观 者 族 ) 上 读数 相等 ”, 则 对 任何 参 
考 系 都 可 提出 “能 否 实现 钟 同步 ”的 问题 . 对 非 超 曲 面 正 交 参考 系 ,答案 是 “不 能 ”; 
对 超 曲面 正 交 系 , 总 的 答案 是 “能 ”, 但 要 分 为 4 个 层次 , 由 强 到 弱 的 排列 是 :固有 
时 可 同步 ; 局 域 固 有 时 可 同步 ; 坐标 时 可 同步 ; 局 域 坐 标 时 可 同步 , 分别 如 正文 所 
述 . (b) 放 弃 同时 面 与 世界 线 正 交 的 要 求 , 允许 斜 交 的 3+1 分 解 ( 详 见 小 节 14.4.2). 钟 
同步 定义 为 “各 钟 在 同一 同时 面 上 读数 相等 (但 同时 面 未 必 是 正 交 面 )”, 则 参考 系 
总 是 坐标 时 可 同步 的 . 雷达 法 此 时 不 再 是 实现 钟 同步 的 操作 手段 . 


14.3.4 Z 类 参考 系 


虽然 非 超 曲 面 正 交 参考 系 连 局 域 坐 标 时 同步 都 做 不 到 , 但 仍 不 排除 如 下 可 能 : 
可 定义 这 样 的 坐标 时 地 数 1, 使 任意 两 个 观 者 介 于 任意 两 条 同时 线 之 间 的 坐标 时 
刻 之 差 相 等 ( 见 图 14-13). 对 这 种 情况 可 作 如 下 物理 解释 :尽管 .B 系 在 钟 的 读数 上 
无 法 做 到 同步 ,但 所 有 观 者 的 坐标 钟 的 走时 率 ( 钟 速 ) 却 相同 . 赵峰 教授 最 先 指 出 这 
种 可 能 性 , 并 把 此 性 质 称 为 坐标 钟 “ 钟 速 同步 的 传递 性 ”[ 赵 峰 (1991)]. 高 思 杰 等 
[Gao, Kuang and Liang(1998)] 对 此 又 用 几何 语言 作 了 进一步 研究 , 并 把 具有 这 种 性 
质 的 参考 系 称 为 ZZ 类 参考 系 .下面 介绍 该 文 的 主要 内 容 . 


图 14-13 Ab =At =Ats 表明 B,C 两 钊 有 相同 的 钟 速 


定义 5 多 称 为 Z 类 参考 系 , 若 M 上 存在 满足 如 下 条 件 的 光滑 函数 1 :(a) 每 
一 观 者 世界 线 上 的 1 是 固有 时 7 .的 单调 函数 ;(b) 设 v. 和 六 是 任 一 单 参观 者 族 的 任 
意 两 条 同时 线 , 4，B 是 族 内 任意 两 个 与 vy. 和 VV 依次 相交 于 a,b 和 6G, 的 观 者 (图 
14-14), At =KG) -Ka)， Atp =1D)-tD)， 则 At =Ats. 

命题 14-3-2 多 是 Z 类 参考 系 等 价 于 以 下 4 条 件 之 任 一 : 


,168 . 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


(a)M 上 存在 光滑 函数 1>0 使 


其 中 WP 是 ,多 内 任 一 观 者 的 任 一 邻居 ,E”=fZ"(Z" 是 观 者 
4 速 ). 
(b) M 上 存在 光滑 函数 三 >0 使 
末 "Vin 太 = 万 4， 


图 14-14 定义 5 用 a 也 eg Eb 
图 .yy 和 WV 是 观 者 4.B 其 中 4 是 观 者 的 4 加 速 ， H 是 满足 gH"Z 0 的 任 夭 
所 在 单 参 族 的 两 条 同 。 量 场 . 

时 线 (c) Vp e M, 了 坐标 域 含 户 的 共 动 坐标 系 世 Xi 使 


8(8oi18o0)/81=0. 

(d) 存 在 共 形 变换 把 .多 的 观 者 世界 线 变 为 测 地 线 . 

证 明 见 Gao, Kuang and Liang(1998). 口 

注 1 @ 赵 巍 的 原始 文献 [起 峥 (1991)] 已 把 式 (14-3-18) 作 为 充 和 要 条 件 给 出 . @) 
满足 定义 1 至 4 之 任 一 的 参考 系 都 满足 定义 $, 但 满足 定义 5 的 参考 系 可 以 不 满足 
定义 1 至 4 之 任 一 (例如 爱 因 斯 坦 转 盘 系 和 Kerr-Newman 时 空 的 Boyer-Lindquist 
参考 系 ). @ 稳 态 参 考 系 有 4 = V, In f ,满足 式 (14-3-17), 故 稳 态 系 必 为 Z 类 系 . 进 
一 步 , 凡 满 足 d4=0 的 系 都 (至 少 局 域 地 ) 是 乙 类 系 . 


§ 14.4 时 空 的 3+1 分 解 


14.4.1 ”空间 和 时 间 


在 学 习 非 相对 论 物理 学 时 , 人 们 习惯 于 默认 时 间 和 空间 是 不 言 自 明 的 概念 , 而 
且 事 件 的 同时 性 是 绝对 的 . 相对 论 从 一 开始 就 破除 了 同时 性 的 绝对 观念 , 并 逐渐 认 
识 到 只 有 时 空 才 是 与 一 切 人 为 因素 无 关 的 、 绝 对 的 物理 实在 , 而 空间 和 时 间 概 念 则 
只 在 选 定 参考 系 并 对 时 空 做 “3+1 分 解 ”后 才 获 得 意义 , 因而 是 相对 的 . 数学 家 闵 
可 夫 斯 基 (Minkowskib 最 先 认识 到 空间 和 时 间 概 念 的 人 为 性 和 时 空 概念 的 实在 性 ， 
他 早 在 1908 年 就 曾 指出 :“ 从 今 以 后 , 空间 和 时 间 本 身 注 定 要 消失 在 完全 的 阴影 之 
中 , 只 有 它们 的 某 种 结合 才 保 持 为 独立 的 实体 . ” Penrose 则 说 :“ 丽 怕 可 以 说 , 相对 
论 最 重要 的 一 课 是 空间 和 时 间 不 能 作为 敏 此 独立 的 概念 来 考虑 , 它们 必须 结合 起 
来 以 给 出 一 个 关于 各 种 现象 的 4 维 图 象 : 一 种 用 时 空 语言 的 描述 . ”Synge 在 一 篇 
介绍 广义 相对 论 的 文章 [Synge(1964)] 中 写 道 :“ 我 们 和 事件 打交道 .……: 所 有 事件 
形成 一 个 4 维 连续 体 , 称 为 时 空 . 这 是 个 单独 的 概念 , 不 是 空间 和 时 间 这 两 个 分 离 
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概念 的 混合 . …… 我 们 要 坚决 拒绝 把 空间 和 时 间 当 作 早 有 意义 的 词汇 来 使 用 . 如 果 
你 要 在 某 个 意义 上 使 用 它们 ， 你 必须 事先 对 该 意义 作出 解释 . ”这 并 非 不 允许 使 用 
空间 和 时 间 概 念 , 而 是 要 求 在 使 用 前 对 其 意义 作出 明确 解释 . 例如 , 第 10 章 讨论 字 
宙 论 时 一 开始 就 用 Robertson-Walker(RW) 参 考 系 把 字 宙 时 空 作 了 3+1 分 解 , 因此 
空间 和 时 间 有 明确 含义 :空间 指 均匀 面 ( 见 8 10.1 定义 1)， 时 间 指 宇宙 时 ( 见 小 节 
10.1.3 首 段 ) “一 个 空间 点 ” 指 RW 参考 系 内 的 一 条 观 者 世界 线 . 另 一 个 例子 是 第 
9 章 的 水 星 近日 点 进 动 和 星光 偏 折 问 题 . 讨论 中 多 处 用 到 3 维 语言 , 这 是 因为 早已 
选 定 施 瓦 西 参考 系 , 并 默认 该 系 的 每 一 正 交 超 曲面 代表 某 一 时 刻 的 空间 , 该 系 的 每 
一 观 者 世界 线 代 表 一 个 空间 点 . 反之 , 以 钟 同步 问题 的 讨论 为 例 , 在 没有 选 定 参考 
系 的 情况 下 谈论 “ 某 一 空间 点 ”就 是 意义 含糊 的 , 因为 每 一 参考 系 的 每 一 观 者 世界 
线 都 代表 一 个 “空间 点 ”, 不 同 参 考 系 有 不 同 的 空间 观 . [可 惜 这 种 做 法 曾经 颇 为 流 
行 , 例如 , 见 朗 道 , 栗 弗 席 兹 (1959)( 中 译本 §10-4).] 与 此 相反 , 由 于 时 空 的 绝对 性 ， 
“ 某 一 时 空 点 ” 则 意义 明确 , 不 涉及 任何 参考 系 . 


14.4.2 时空 的 3+1 分 解 


要 对 时 空 (M,gw) 作 3+1 分 解 首 先 要 求 M 可 用 单 参 类 空 超 曲面 族 全 } 分 层 . 
就 是 说 ,要求 存在 光滑 函数 ( 称 为 整体 时 间 函 数 ): : M -> 及 使 每 一 等 ! 面 对 都 是 类 
空 超 曲 面 . 这 样 的 时 空 很 多 , 例如 , (a) 闵 氏 时 空 的 每 一 惯性 参考 系 的 全 体 等 1 面 构 
成 单 参 类 空 超 曲 面 族 , 该 系 的 惯性 坐标 时 上 可 充当 时 间 函 数 ; (D)RW 字 宙 时 空 的 全 
体 均 匀 面 构成 单 参 类 空 超 曲面 族 , 宇宙 时 上 可 充当 时 间 函 数 ，(@) 施 瓦 西 时 空 ( 指 最 
大 延 拓 中 的 渐 近 平 直 区 A) 的 全 体 等 1 面 构成 单 参 类 空 超 曲 面 族 , 施 瓦 西 时 间 坐 标 
t 可 充当 时 间 函 数 . 此 外 , 要 作 3+ 1 分 解 还 需 选 定 一 个 参考 系 . 以 上 三 个 时 空 的 通 
常 选 法 是 :对 闵 氏 时 空 选 ! 所 在 的 惯性 参考 系 ; 对 RW 时 空 选 各 向 同性 参考 系 ; 对 
施 所 西 时 空 选 静态 参考 系 . 上 述 3 例 的 每 一 例 涉及 的 参考 系 的 所 有 观 者 世界 线 都 
同 所 有 马 正 交 . 在 例 (a), (b) 中 , 也 的 1 还 等 于 观 者 的 固有 时 [ 见 图 14 -15(a) 和 (b】]; 
但 例 (c) 则 不 然 [ 见 图 14-15(o)]. 一 般 地 说 , 由 于 马 为 类 空 超 曲 面 且 任 一 pe M 有 了 唯 
一 的 马 经 过 , 马 的 (指向 未 来 ) 单 位 法 矢 场 如 构成 M 上 的 类 时 矢量 场 . 以 za 的 积 
分 曲线 作为 观 者 世界 线 定义 参考 系 多, 则 该 系 所 有 观 者 世界 线 处 处 同 左 正 交 . 上 
述 三 例 都 是 这 种 参考 系 的 特例 . 然而 , 为 了 更 具 普遍 性 , 应 把 条 件 放宽 , 即 放弃 观 者 
世界 线 与 马 的 正 交 性 要 求 . 设 * 是 满足 xV,t=1 的 任 一 指向 未 来 的 类 时 矢量 场 , 则 
! 可 充当 1 的 积分 曲线 的 参数 . 每 条 积分 曲线 在 改 用 线 长 z 为 参数 后 就 可 看 作 一 
个 观 者 的 世界 线 . 单 参 类 空 超 曲 面 族 { 乙 } 同 所 有 这 些 观 者 世界 线 相 结 合 就 决定 了 
时 空 的 一 个 3+1 分 解 (图 14-16). 矢量 场 1“ 可 分 解 为 正 交 于 劝 的 分 量 和 切 于 玫 的 
分 量 . 由 于 nn 是 五 的 法 矢 场 , 必 存 在 标量 场 N 使 前 一 分 量 等 于 Nn (图 14-17). 以 
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讨 ” 璐 
讲 豆 


> 壮 汪 六 


(a) 闵 氏 时 空 ” (bp) Robertson-Walker 时 空 (ce) 施 瓦 西 时 空 


图 14-15 ”三 个 典型 时 空 的 3+1 分 解 . 观 者 世界 线 都 与 等 ! 面 正 交 . 任意 两 个 
等 1 面 间 的 任意 两 个 观 者 的 世界 线 长 在 (a), (b) 中 相等 而 在 (c) 中 一 般 不 等 


观 者 世界 线 
f° 
St 
图 14-16 分 层 全 } 与 结合 定义 一 图 14-17 时 移 函 数 和 位 移 矢量 N。 
个 3+1 分 解 
NW" 代表 后 一 分 量 , 则 
1 =Nn" +N’. (14-4-1) 


上 式 中 的 标量 场 V 和 空间 矢量 场 W“ 分 别称 为 时 移 函 数 (lapse function) 和 位 移 矢量 
场 (shift vector field). Yo 和 郊 都 是 马 的 法 余 矢 , 两 者 只 能 差 到 一 个 乘 子 . 由 式 


(14-4-1D) 不 难 证 明 它 就 是 -N , 故 

n, =—NV,t. (14-4-2) 
上 式 表 明 时 移 函 数 N 只 取决 于 分 层 而 与 1° 的 选择 无 关 . 反之 , 位 移 矢 量 N“ 则 由 于 
1“ 选择 的 自由 性 而 存在 相当 程度 的 任意 性 , 现在 引入 与 上 述 参 考 系 适 配 的 坐标 系 ， 
设 {x'} 是 马上 的 局 域 坐标 系 , 用 观 者 世界 线 把 这 三 个 坐标 携带 出 去 , 即 同一 世界 
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线 上 各 点 定义 相同 的 x', 再 选 时 间 函 数 : 作为 时 间 ( 第 零 ) 坐 标 , 便 得 4 维 坐 标 系 
{x = x'}, 它 是 该 参考 系 的 一 个 共 动 坐标 系 , 其 第 0 坐标 基 矢 (8/80? 切 于 如 的 积 
分 曲线 , 即 (3/80? 平行 于 1? ,再 由 1=(8/601)*(df), = (9/07?Vt 及 1?V,t=1 便 知 
(3/80? = 如 , 可见 如 是 上 述 共 动 坐标 系 的 第 0 坐标 基 矢 场 . Vt 为 法 余 矢 保证 

N° =N°(dt), = N°V,t=0. 
令 N'=N*(dx),, N, = gjN',N,=N,(0/9x'》, 则 度 规 gj, 在 这 一 坐标 系 的 分 量 为 


a b b b 
6 6 6 6 
,=gj 咱 二 | | 二 | =g Nn +N YN =N| | =N, i=1,2,3, 
So0i ga] 园 gapl ) 言 ,总 i 


14-4-3 
再 令 gj = gap(0/6x')"(8/6x1》, 则 g, 在 上 述 共 动 坐标 系 的 线 元 为 | 
ds? =(—N? + N'N,)dr? +2N,didx' + gydxidx/. (14-4-4) 
又 因 Ni = N,(9/9x') = gosN*(3/0x') = 8yN7 , 故 上 式 等 价 于 
ds” = -Nd + gy(N'dt + dx' Ni/dt+ dx’). (14-4-4") 


注 1 N°=0 导致 N* =N'(9/6xi) ,但 请 特别 注意 入 ,Ni,(dx'), (除非 
N< =0), 因为 
Na = SupN = gapN’ (0/0x) =N/’gjy(dx’), 
=N’gi(dx')s + N’gjo(dt),s = N,(dx')a + N'N,(dt),, (14-4-5) 
其 中 第 三 步 用 到 式 (2-6-10a), 第 五 步 用 到 式 (14-4-3). 

以 上 就 是 借助 于 人 为 指定 因素 (包括 单 参 类 空 超 曲 面 族 { 马 } 和 观 者 世界 线 ) 对 
时 空 所 作 的 3+1 分 解 . 闵 氏 时 空 用 惯性 参考 系 和 RW 时 空 用 各 向 同性 参考 系 所 作 
的 分 解 是 最 简单 的 例子 , 它们 有 两 个 共同 的 简单 性 :@ 观 者 世界 线 处 处 与 马 正 交 ， 
因而 位 移 矢 量 场 N* =0; 名 在 观 者 世界 线 上 时 间 函 数 t 与 固有 了 时 7z 的 关系 为 
di=dr, 故 如 =(3/80? =(3/8z)” 是 单位 切 矢 , 即 如 等 于 观 者 4 速 , 因而 时 移 函 数 
N=1. 施 瓦 西 时 空 的 静态 参考 系 只 有 简单 性 @ 而 无 简单 性 名 :在 静态 观 者 世界 线 
上 时 间 函 数 ( 施 瓦 西 时间 坐 标 )t 与 观 者 固有 时 zt 的 关系 为 dt=(-gw) dtdr， 
而 如 =(6/67)“ 不 是 单位 切 矢 , 不 等 于 观 者 4 速 . 这 使 得 施 瓦 西 时空 的 上 述 分 解 只 有 
N“ =0 而 无 N=1. 简单 性 QD, @ 都 不 具备 的 情况 当然 也 存在 , Kerr-Newman 时 空 
( 指 可 用 Boyer-Lindquist 坐标 系 覆 盖 的 部 分 ) 用 BL 坐标 系 的 分 解 就 是 一 例 . 在 此 例 
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中 , BL 系 的 时 间 举 标 t 起 到 时 间 函 数 的 作用 , 对 比 线 元 式 (13-2-1) 与 (14-4-4) 可 知 
N=N?=0 而 Nz#0( 故 N*#0) 以 及 Nz1. N"z0 表 明 矢 量 场 如 =(3/80? 与 马 
不 正 交 , 即 其 积分 曲线 与 用 的 法 矢 场 nr 的 积分 曲线 不 重合 . 如 果 改 用 mn? 的 积分 曲 
线 作 为 观 者 世界 线 重 新 定义 矢量 场 如 ( 记 作 如 ) 则 所 得 3+1 分 解 有 NN” =0, 相应 
的 线 元 式 就 是 式 (13-2-11), 特点 是 没有 时 空 交叉 项 . 这 两 种 3 + 1 分 解 有 相同 的 时 间 
函数 [由 式 (13-2-9) 可 知 t'=1], 因而 有 相同 的 单 参 族 {5} ,区别 在 于 两 者 以 不 同 的 
类 时 矢量 场 (:* 和 z” ) 的 积分 曲线 作为 观 者 世界 线 . 然而 , 正如 选读 13-2-1 前 所 指出 
的 , (8/67)* 是 Killing 矢量 场 而 (8/67 不 是 , 所 以 式 (13-2-11) 隐 藏 了 度 规 的 稳 态 性 . 
可 见 这 种 分 解法 的 简单 性 (N” = 0) 是 以 牺牲 明显 表现 时 空 稳 态 性 为 代价 的 . 给 
时 空 后 , 坐标 系 的 选择 十 分 任意 , 然而 选择 能 明显 表现 时 空 内 豪 对 称 性 的 坐标 系 往 
往 可 简化 问题 , 因而 受到 青睐. 例如 , 在 RW 时 空中 虽然 也 允许 不 选 各 向 同性 坐标 
系 (RW 系 ), 然 而 这 种 做 法 使 时 空 的 空间 均匀 性 和 各 向 同性 性 不 能 明显 表 出 , 很 不 
方便 . 回 到 KN 时 空 , 由 于 如 =(6/07)* 是 类 时 Killing 矢量 场 , 把 它 的 积分 曲线 ( 重 参 
数 化 后 ) 选 作 观 者 世界 线 正 是 充分 表现 时 空 对 称 性 的 做 法 . 因此 , 虽然 这 种 分 解 存 
在 N* #0 的 缺点 , 在 多 数 情况 下 人 们 仍 愿意 采用 . 

总 之 , 时 空 的 3+1 分 解 依赖 于 两 个 人 为 (任意 ) 因 素 . 首先 , 人 为 地 选择 一 个 单 
参 类 空 超 曲面 族 { 己 } 以 便 给 时 空 分 层 . 一 般 愿 意 采用 能 明显 反映 时 空 对 称 性 的 分 
层 方式 , 例如 , 对 RW 时 空 选用 均匀 面 族 , 对 闵 氏 时 空 选用 任 一 惯性 系 的 等 1 面 族 , 
其 次 , 在 { 瑟 } 选 定 后 , 还 要 选择 一 个 类 时 矢量 场 1” 并 以 其 积分 曲线 ( 重 参 数 化 ) 作 为 
观 者 世界 线 . 一 般 也 愿意 采用 能 明显 反映 时 空 对 称 性 的 矢量 场 . 例如 ,在 RW 时 空 
中 选 定 均 匀 面 族 为 {5} 后 , 人 们 选择 各 向 同性 观 者 的 世界 线 作 为 观 者 世界 线 ， 在 
KN 时 空中 选 定 BL 坐标 系 的 等 1 面 族 为 {五} 后 , 人 们 选择 类 时 Killing 矢量 场 的 积 
分 曲线 为 观 者 世界 线 . 对 闵 氏 时 空 , 在 选 定 某 一 惯性 系 的 等 1 面 族 为 { 革 } 后 , 自然 
选 该 系 的 全 体 t 坐标 曲线 为 观 者 世界 线 , 这 是 最 简单 的 3+1 分 解 , 其 中 
N“ =0,N=1( 图 14-18), 不 妨 称 为 标准 分 解 . 由 标准 分 解 得 到 的 空间 和 时 间 概 念 正 
是 人 们 在 用 3 维 语言 讨论 狭义 相对 论 时 所 用 的 空间 和 时 间 . 任何 人 开始 学 习 狭 义 
相对 论 时 所 用 的 空间 和 时 间 概 念 都 是 对 闵 氏 时 空 作 标准 分 解 的 结果 , 虽然 他 很 可 
能 尚未 听 过 闵 氏 时 空 一 词 , 亿 论 “3+1 分 解 ”. 

现在 出 现 一 个 问题 .在 W?“ #0 的 情况 下 (不 妨 用 KN 时 空 为 例 帮 助 想象 ), 观 者 
世界 线 与 马 并 不 正 交 (图 14-19). 设 pe5, we 是 PP 点 切 于 忆 的 矢量 .一 方面 , 由 
于 马 代 表 上 时 刻 的 空间 , 切 于 忆 的 矢量 w? 应 称 为 空间 矢量 ; 另 一 方面 , 由 于 wr 与 
观 者 的 4 速 Z” 并 不 正 交 , 按照 早已 习惯 的 想法 ,w? 对 观 者 来 说 又 不 是 空间 矢量 . 
为 解决 这 一 两 难 问题 , 应 注意 “只 有 与 观 者 4 速 正 交 的 矢量 才 是 空间 矢量 ”这 一 习 
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惯 想法 其 实 也 只 是 一 种 人 为 约定 (虽然 是 最 方便 的 约定 ). 本 书 第 一 次 介绍 这 种 想 
法 是 在 86.3 注 2 后 第 二 段 之 @. 论述 中 用 到 惯性 系 .多 的 观 者 4 速 与 等 1 面 正 交 的 事 
实 . 就 是 说 , 建立 上 述 习惯 想法 的 前 提 是 图 14-18 那样 的 3 + 1 分 解 . 然而 , 原则 上 没 
有 理由 不 允许 图 14-19 的 非 正 交 分 解 . 既然 坚持 用 忆 代表 : 时 刻 的 空间 , 就 得 承认 
切 于 马 的 矢量 w? 为 空间 矢量 , 虽然 它 同 观 者 4 速 并 不 正 交 . 回 到 刚才 提 及 的 86.3 
的 那 段 , 即 “你 , 作为 观 者 , …… 在 时 刻 p (你 的 世界 线 G 的 一 点 ) 能 感到 的 所 有 空 
间 矢 量 的 集合 WW 当然 是 3 维 的 , 而 p 作为 及 4 的 一 点 , 其 切 空间 V, 是 4 维 的 . ”于 
是 提出 了 了 球 该 与 广 的 哪个 3 维 子 空间 对 应 (认同 ) 的 问题 . 由 于 第 6 章 采 用 图 14-18 
的 分 解 , 当时 的 答案 自然 是 到 对 应 于 及 中 与 观 者 4 速 Z* 正 交 的 3 维 子 空间 . 然而 ， 
如 果 一 定 要 采用 非 正 交 分 解 , 而 且 坚持 认为 每 个 马 代表 一 个 时 刻 的 空间 , 球 就 只 

对 应 于 帮 中 与 马 相 切 的 所 有 矢量 构成 的 3 维 子 空间 . 这 一 结论 适用 于 任 一 
NM“ =0 的 分 解 (图 14-19). 这 种 做 法 在 原则 上 没有 不 允许 之 处 , 但 因为 前 面 早 已 习 

惯性 观 者 


等 1 面 工 ， 


图 14-18 闵 氏 时 空 的 标准 分 解 图 14-19” 非 正 交 分 解 


观 者 O 观 者 P 


空间 点 @ ”空间 点 P 


图 14-20 ”以 观 者 世界 线 为 元 素 构成 的 集合 允 叫 空间 . 
它 也 可 看 作用 观 者 世界 线 把 各 张 马 认同 的 结果 
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惯 于 把 丈 认同 为 帮 与 观 者 4 速 2“ 正 交 的 3 维 子 空间 (一 提 到 空间 矢量 就 想到 它 同 
2Z“ 正 交 ), 在 采用 N” #0 的 分 解 时 对 于 许多 早已 熟悉 的 、 由 “空间 矢量 同 Z“ 正 交 ” 
导出 的 定义 和 结论 就 应 重新 审视 .例如 ,用 已 := 有 2 和 有 := -FZ 定义 的 E” 
和 8“ 对 非 正 交 分 解 不 再 是 空间 矢量 ,因为 它们 与 Z“ (而 非 ze ) 正 交 . 对 
Kerr-Newman 时 空 (更 一 般 地 ,对 稳 态 轴 对 称 时 空 ), 定 义 瑟 ,如 等 空间 矢量 场 的 一 种 
方便 做 法 是 借用 局 域 非 转动 观 者 ( 见 小 节 13.4.4). 注 意 到 这 些 观 者 世界 线 与 等 1 面 
的 正 交 性 ,可 知 他 们 的 4 速 也 就 是 马 的 单位 法 矢 z2 .再 配 之 以 用 局 域 非 转动 观 者 定 
义 的 电荷 和 电流 密度 , 便 可 导出 3 维 形式 的 麦 氏 方程 (与 平 直 时 空 惯性 系 的 麦 氏 方 
程 形式 土 只 有 少量 差别 》 进 而 可 讨论 弯曲 空间 ( 含 黑洞 ) 的 电动 力学 , 详 见 
Thorne,Price,and Macdonald(1986). 

最 后 对 相对 论 的 空间 、 时 间 概 念 作 一 概括 性 介绍 并 与 牛顿 理论 的 相应 概念 作 
一 比较 . 时 空 (KM,gw) 是 绝对 的 . 选 定 一 个 分 层 { 马 } 和 一 个 类 时 矢量 场 如 可 对 时 
空 作 3+1 分 解 . 1” 的 每 一 积分 曲线 ( 重 参 数 化 后 ) 代 表 一 个 观 者 的 世界 线 . 把 每 一 观 
者 世界 线 作为 一 个 元 素 得 到 的 集合 过 是 一 个 3 维 流 形 ( 理 由 见 选读 14-4-1, 小 节 
14.2.3 末 的 二 就 是 一 例 ), 是 广义 相对 论 中 与 牛顿 空间 最 为 类 似 的 对 象 , 称 为 空间 
(space). [而 分 层 中 的 每 一 类 空 超 曲 面 马 只 能 称 为 “时 刻 t 的 空间 ”. 把 各 个 时 刻 的 
空间 马 仅 放 在 一 起 并 保证 每 一 观 者 世界 线 与 各 张 马 的 交点 (如 图 14-20 中 的 p, p') 


解 为 3+1 分 解 中 的 “3”. 把 分 层 中 的 每 一 类 空 超 曲面 马 看 作 一 个 元 素 得 到 的 集合 
也 = 亿 } 是 个 1 维 流 形 , 称 为 与 所 选 3+1 分 解 相应 的 时 间 , 每 一 层 区 可 称 为 一 个 
时 刻 . 这 个 1 维 集合 9F 可 理解 为 3+1 分 解 中 的 “1”, 它 是 广义 相对 论 中 与 牛顿 时 
”各 最 为 类 似 的 对 象 , 区 别 在 于 , 牛顿 力学 中 的 分 层 是 绝对 的 (“只 有 一 副 扑 克 有 牌 ”， 
见 小 节 6.1.6), 而 相对 论 的 分 层 是 相对 的 . (存在 无 数 种 分 层 方式 , 即 “ 无 数 副 扑克 
牌 ”. ) 就 是 说 , 牛顿 的 同时 性 是 绝对 的 , 相对 论 的 同时 性 是 相对 的 . 不 过 应 该 注意 ， 
在 牛顿 力学 的 4 维 表述 ( 嘉 当 - 牛 顿 理论 , 见 小 节 6.1.6) 中 , 把 参考 系 的 每 一 观 者 世界 
线 看 作 一 个 元 素 得 到 的 3 维 流 形 卢 就 是 牛顿 空间 , 由 于 牛顿 力学 中 参考 系 也 可 任 
意 选 择 , 因此 , 与 相对 论 的 空间 类 似 , 嘉 当 -牛顿 时 空中 的 空间 也 是 相对 的 (虽然 牛 
顿 本 人 在 哲学 上 认为 空间 绝对 )[ 本 段 可 参阅 Kuchar(1988)]. 至 此 , 建议 读者 再 次 阅 
读 并 仔细 品味 本 小 节 开 头 所 引 的 闵可夫 斯 基 等 三 人 的 原 话 , 进而 达到 如 下 认识 :时 
间 和 空间 概念 出 现在 3+1 分 解 之 后 而 不 是 之 前 . 分 解 前 , 我 们 有 的 只 是 时 空 及 其 中 
的 各 种 物理 客体 , 例如 电磁 场 ( 指 张 量 场 F, ) 和 尺子 ( 指 其 2 维 世界 面 ). 它们 不 依赖 
于 任何 人 为 因素 , 因此 称 为 绝对 的 . 我 们 还 不 能 谈 及 时 间 和 空间 , 不 能 谈 及 电场 
和 磁场 ,也 不 能 谈 及 尺 长 . 所 有 这 些 只 在 选 定 一 个 3+1 分 解 后 才 变 得 有 意义 . 分 
解 的 选 定 是 人 为 的 , 因此 时 间 、 空 间 、 电 场 、 磁 场 以 及 尺 长 等 都 是 相对 的 概念 . 
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你 也 许 会 说 :“ 我 从 来 没 听 说 过 什么 3+ 1 分解 , 但 我 从 小 就 知道 什么 是 时 间 、 空 间 
和 尺 长 . ”事实 上 , 每 个 人 都 生活 在 近似 闵 氏 的 时 空中 , 他 从 小 就 形成 的 时 间 和 空间 
观念 虽然 是 牛顿 时 间 和 空间 , 但 其 实 是 闵 氏 时 空 标准 分 解 所 得 时 间 和 空间 在 低速 
下 的 表现 (虽然 他 并 不 自觉 ) 这 种 认识 对 他 学 习 不 明显 涉及 相对 论 的 物理 学 不 但 
无 害 , 而 且 必 需 . 然而 , 如 果 他 学 习 相对 论 (特别 是 广义 相对 论 ), 他 就 要 逐渐 建立 时 
空 概念 , 这 是 每 个 学 相对 论 的 人 都 要 经 历 的 一 种 认识 顺序 . ( 先 有 时 间 和 空间 概念 ， 
后 有 时 空 概念 . ) 随 着 学 习 的 深入 , 他 应 该 从 理性 上 对 “ 先 有 什么 后 有 什么 ”以 及 

“什么 是 绝对 的 , 什么 是 相对 的 ”这 样 一 些 问 题 取 得 一 个 全 新 的 认识 , 从 而 悟 出 “时 
空 才 是 最 基本 的 、 不 含 任何 人 为 因素 的 概念 , 而 我 原先 认为 最 自然 、 最 清楚 的 时 间 
和 空间 概念 原来 竞 是 对 时 空 所 作 3 +1 分 解 的 结果 , 是 相对 的 . 不 选 定 3+1 分 解 就 
谈 时 间 和 空间 其 实 是 没有 意义 的 . ” 


图 14-20' 3+1 分 解 的 数学 描述 


[选读 14-4-1] 

正文 在 介绍 (M,gs) 的 3+1 分 解 时 侧重 于 物理 图 像 , 本 选读 用 数学 语言 加 以 
准确 化 . 设 存在 微分 同 胚 .有 : M 一 限 x 上 (其 中 驴 是 某 3 维 流 形 ) YpeM , 记 
B(p)=(f(p),X(p) ,其 中 f(p)e 民 ,A(p)e 上 .这 表明 对 应 于 两 个 映射 
f:M HR 和 和 x: MS. VieR 令 ={peM|f(p)=, 则 了 : M 一 民 把 整 张 
面 马 映 为 一 点 te 民 ( 图 14-20'), 自然 无 逆 . 但 1 可 看 作 恨 的 独 点 子 集 傣 己 民 ,因而 
可 谈 及 其 “ 逆 像 ”( 见 §1.1 注 5), 记 作 了 [4], 易 见 f[f]= 儿 . 另 一 方面 ,把 
XT : M 一 允 的 定义 域 限制 在 马上 便 得 映射 : 马 -> 允 ， 由 忆 是 微分 同 胚 可 知 元 
是 微分 同 胚 . 不 论 1 为 何 值 都 有 A[ 马 ]= 允 , 故 zA[M]= 允 (图 14-20). 令 y = DT 则 
y: 民 x 允 -> M 是 微分 同 肛 ，YVPE 呈 所 得 的 yp: 民 >M 是 人 中 的 曲线 ,满足 
yp(D= DC,P) Vie 民 .这 一 曲线 映射 的 像 yp(1) 就 是 x-![P]. 至 今 尚未 涉及 
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上 的 度 规 gp ,所 得 结果 只 是 “数学 上 的 3+1 分 解 ”. 要 使 之 成 为 物理 上 的 3+1 分 
解 ,还 须要 求 (用 gm 衡量) 每 一 号 都 是 类 空 超 曲面 (从 而 可 解释 为 ! 时 刻 的 全 空间 
每 一 yp 都 是 类 时 线 (从 而 可 解释 为 观 者 忆 的 世界 线 ). 

小 结 时空 (M,gap) 在 满足 以 下 条 件 时 可 作 ( 物 理 的 )3+1 分 解 :四 习 微 分 同 胚 
B: M 一 到 x 过 (由 此 得 分 层面 族 [也 } 和 曲线 族 {yp} ); 加 每 一 忆 是 类 空 超 曲面 ， 
每 一 yp 是 类 时 线 . 一 个 这 样 的 微分 同 胚 8 对 应 于 一 个 3+1 分 解 。， [选读 14-4-1 完 ] 
[选读 14-4-2] 

3+1 分 解 对 参考 系 的 概念 提出 了 一 个 问题 .根据 $14.1 定 义 1, 图 14-19 中 的 和 
量 场 1 代表 一 个 参考 系 . 然而 , 决定 一 个 3+1 分 解 需 要 两 个 因素 :一 是 { 驴 } ,二 是 
矢量 场 1". 因此 给 定 参 考 系 ( 即 1°) 还 不 足以 确定 3+1 分 解 . 这 就 使 “一 个 参考 系 确 
定时 空 的 一 个 3+1 分 解 ” 的 提 法 不 成 立 (然而 我 们 希望 保留 这 一 简便 提 法 ) 另外 ， 
更 重要 的 是 , 我们 希望 参考 系 的 定义 能 够 包含 每 个 观 者 每 一 时 刻 的 空间 矢量 定义 . 
在 未 涉及 Ne? 0 的 3+1 分 解 时 , 人们 默认 观 者 在 每 一 时 刻 的 空间 矢量 同 其 4 速 正 
交 , 因此 用 类 时 矢量 场 作为 参考 系 定义 便 已 足够 . 然而 在 涉及 N “0 的 3+1 分 解 
村 ,“ 空 间 秋 量 同 观 者 4 速 正 交 ”不 再 成 立 , 必须 定义 什么 是 空间 矢量 , 而 最 明确 的 
定义 就 是 给 出 { 马 } .鉴于 上 述 原 因 , 在 涉及 Ne z0 的 3+1 分 解 时 不 妨 把 参考 系 理 
解 为 由 类 时 矢量 场 1” 和 单 参 类 室 超 曲面 族 { 瑟 } 两 个 要 素 组 成 (这 与 Hilbert 当年 的 
“时 室 固 有 坐标 系 ” 的 精神 一 致 ), 在 这 个 意义 上 便 可 以 说 一 个 参考 系 决定 时 空 的 
一 个 3+1 分 解 . [选读 14-4-2 完 ] 
14.4.3 ”空间 张 量 场 

在 3+1 分 解 中 , 只 有 切 于 马 的 矢量 w? 才 称 为 空间 矢量 . 设 n 是 瑟 在 g e 邦 
的 单位 法 矢 , 则 w” ey 是 空间 矢量 的 充 要 条 件 是 gpn*w =0, 即 nw =0. 利 用 
投影 映射 n?， = 6“ + nn 易 证 nw =0 的 充 要 条 件 为 h*pws = wx . 由 此 可 推广 
而 得 空间 张 量 的 如 下 定义 . [ 仅 以 (1,1) 型 张 量 为 例 , 不 难 推广 至 任意 型 . ] 

定义 1 点 qe 马 CM 的 张 量 7% 叫做 空间 张 量 (spatial tensor), 若 它 满足 下 列 
两 个 等 价 条 件 之 一 (二 者 等 价 性 的 证 明 留 作 习 题 ): 

(a) 1.72 =0, nT’,=0; (14-4-6) 


(D 为 寻求 对 广义 相对 论 的 物理 解释 ,早期 文献 在 引入 参考 系 时 用 过 一 系列 不 同 的 术语 . 爱 因 斯 坦 (至 少 从 
1920 年 起 ) 把 参考 系 形象 地 称 为 “软体 动物 ”(mollusc), 这 一 提 法 很 快 被 Born 延伸 为 “参考 软体 动物 ”、Hilbert 在 
美 于 物理 学 基础 的 著名 通讯 的 第 二 篇 (1917) 中 ,指出 坐标 系 应 该 由 一 种 物理 流体 来 体现 (这 流体 的 每 一 质点 携带 一 
个 钟 ) 并 提出 一 系列 不 等 式 以 保证 参考 系 的 每 条 世界 线 的 类 时 性 以 及 时 间 分 层 的 每 一 分 层面 的 类 空 性 . 他 把 这 一 
流体 称 为 “时 空 固有 坐标 系 ”(proper space-time coordinate system). 
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[对 (k,7) 型 张 量 , 要 求 每 一 上 标 与 缩 并 为 堆 , 每 一 下 标 与 凤 缩 并 为 零 .] 
(b) T%, =h ch Ta. (14-4-7) 
设 亿 x} 是 所 用 3+1 分 解 相应 的 坐标 系 , 则 (3/6x')* 自 然 是 空间 张 量 场 ( 因 它 
切 于 五) 但 (dx'), 却 未 必 , 因为 由 式 (14-4-1) 易 证 me(dx9， = -N-LN:, 对 非 正 交 分 


解 可 以 非 零 , 不 满足 定义 1 条 件 (a). 等 价 地 , 用 式 (14-4-1) 和 (14-4-2) 也 不 难 证 明 ( 习 
题 ) 


ha (dx'), =(dx’), + N'(dt),, (14-4-8) 
右边 未 必 等 于 (dx )。， 因 而 也 不 满足 定义 1 条 件 (b). 


[选读 14-4-3] 
已 ge CM 有 两 个 切 空 间 : VV 是 g 作 为 M 的 一 点 的 4 维 切 空间 , WW CV 是 


人 中 切 于 五 的 元 素 组 成 的 3 维 子 空间 . 定义 1 中 的 T“5 原 是 扩 上 的 (L1D) 型 张 量 ， 
即 79, e. 笼 (1, 有 ). 然而 ,因为 T%5 满 足 定义 1 条 件 (a)， 也 可 看 作 . 秃 (1,1) 的 元 素 . 理 
由 如 下 . 

选读 14-4-1 介绍 了 微分 同 胚 玖 : 瑟 一 全 . 令 p=N/ 1， 则 YG: 驴 玫 瑟 CM 是 庶 
入 映射 ,满足 5]= 驴 . 设 g e 马 的 逆 像 是 Qe 允 , 即 g=JO). 以 古代 表 @e 辫 的 
切 空间 . 由 于 也 是 3 维 而 凡是 4 维 , 推 前 映射 册 : Fo 一 态 并 非 到 上 . 利用 “曲线 
切 夭 的 像 等 于 曲线 像 的 切 失 ”不 难 证 明 

办 [Fo]= fw es 态 |wm =0}, 


而 上 式 右 边 正 是 殉 ， 故 由 [po]= 现 CW, 因此 玉 可 与 W 自然 认同 , 既然 驴 可 解释 
为 空间 ， < 地 可 解释 为 一 个 空间 点 ,Jo (因而 抒 ) 的 元 素 自然 称 为 空间 矢量 , 所 
以 把 VV. 中 满足 wr ns =0[ 定 义 1 条 件 (a)] 的 元 素 w 称 为 室 间 矢量 . 
再 讨论 空间 对 侦 失 量 . 以 Vo" 和 沁 * 分 别 代表 信和 六 的 对 侦 空间 . 因为 
dimFo =3 而 dimV =4, 恋 入 映射 :全 二 M 在 g 点 诱导 的 拉 回 映射 
:VV 二 V' 不 是 一 一 映射 ， 考虑 V 的 3 维 子 空间 妃 ，= fps eV [pan’ =0}), 
把 入 的 定义 域 限 制 在 及 ”CV'， 并 改 记 作 y*, 则 不 难 证 明 y* : HH,* 信 J 一 一 
到 上 ,因而 是 同 构 映射 ,于 是 (W )” 意义 明确 , 记 作 yy, : Vo" 下,*. 设 ww eV”， 
则 人 ou eVo', 故 WG*w。 Ee 日。 .其实 WG*'0w。 可 看 作 ( 认 同 为 )w, 在 厂 , 上 的 限制 
Oo ( 见 § 5.2 定义 5). 同 构 映射 py" 使 也 * 可 与 已 自然 认同 .既然 DO 代 表 空 间 


“ 178 - 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


点 , Vo' 的 元 素 (因而 VV 中 满足 wn” = 0 的 元 素 ) 自 然 称 为 空间 对 偶 矢 量 . 

映射 y, 的 定义 域 还 可 延 拓 . 考 虑 了 上 全 体 (k,1) 型 张 量 的 集合 天 (k,1) 的 如 下 
子 集 : 

和 % (kb)={T"..e 亏 (k, 站 |T". 的 每 一 指标 与 ns 或 n“ 缩 并 为 零 )， 
[例如 ， 多 (40= 现 ,多 (0.D = 瑟 ”.] 可 以 证 明 y 可 延 拓 为 
Vy : Hh kD) (kD), 

而 且 一 一 到 上 (对 上 指标 张 量 , W, 就 是 四) 故 可 把 饮 (如 1) 与 宛 (k,1) 自然 认同 . 9 
例如 , Vo 上 的 全 体 (0,2) 型 张 量 的 集合 元 (0,2) 可 与 VV 上 例 体 (0,2) 型 张 量 的 集合 
知 (0,2) 的 子 集 


(0,2)= {Ts eH (0,D) |Tsn’ =0, Tsn" =0} 
认同 . g 点 的 度 规 gp e 筷 (0,2) 由 于 gapn” #0 而 不 属于 这 一 子 集 , 但 诱导 度 规 
hy = gap 十 712 en (0,2) 
则 因 满 足 h,n” =0 和 有 sn? =0 而 属于 这 一 子 集 , 即 
hos = Wp gap € Fh (0,2), 


因此 是 空间 张 量 . hs 也 可 看 作 (认同 为 ) gm 在 玩 , 上 的 限制 go [ 见 Hawking and 
Ellis(1973)]. [选读 14-4-3 完 ] 

有 两 个 空间 张 量 场 最 为 基本 和 重要 . 第 一 个 是 诱导 度 规 场 ( 亦 称 空间 度 规 
场 )h,，, 容易 验证 它 满足 定义 1; 第 二 个 是 超 曲 面 忆 的 外 曲率 (extrinsic 
curvature) K,, ,定义 为 


kK, hh Vona (14-4-9) 


上 式 表明 Kw 是 空间 张 量 场 [满足 定义 1 条 件 (b)]. 把 mn 看 作 §$14.1 的 参考 系 4 速 场 


QD 这 一 “自然 认同 ”有 双重 含义 :QD 驳 (F 站 与 多 (及 站 之 间 通 过 同 构 映 射 Vs 相 联系 ; 加 所 (局 有 ) 与 
多 (有 四 中 元 素 的 张 量 积 以 及 求 积 后 的 缩 并 对 应 于 .9 (k,1) 与 (kK', 站 ) 中 相应 元 素 的 相应 运算 ， 
@@ jp 和 天 op 在 微分 几何 中 又 分 别称 为 超 曲面 的 第 一 和 第 二 基本 形式 (first and second fundamental forms of 


a hypersurface). 
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2 的 特例 , 对 比 式 (14-4-9) 和 (14-1-11) 可 知 天 = B,,. 这 个 参考 系 显然 是 超 曲 面 正 
交 的 ( 正 交 于 超 曲 面 族 {有 也} ), 所 以 是 无 旋 参 考 系 , 即 0=w， 三 户 boj ,可 见 
天 op = 天 (so ， 即 外 曲率 必 为 对 称 张 量 . 又 因为 


1 
hh Veng = (54 + Hnd )V ny =Vn, + 本 Ye 1j)=V 


所 以 有 还 有 更 简单 的 表达 式 : 
Ks = 及 eV (14-4-10) 
如 果 讨 论 的 不 是 一 个 超 曲面 族 { 己 } 而 只 是 一 张 超 曲 面 区 , 则 式 (14-4-10) 中 的 
Vcns 没有 意义 :导数 Vnol, (其 中 9 e 攻 ) 有 意义 的 前 提 是 ,在 gq 点 的 某 个 开 邻 域 
内 有 定义 , 然而 现在 22 的 定义 域 是 M 的 非 开 子 集 卫 . (4 维 流 形 的 3 维 子 集 “ 装 不 
下 4 维 开 球 ”, 因此 非 开 . ) 幸好 Kj 不 是 Vn 而 是 h*V ns ,投影 映射 h,“ 的 存在 
使 情况 发 生 质 变 . 设 {x'} 是 卫 的 一 个 坐标 系 , 坐标 域 O 含 g. 用 与 允 正 交 的 曲线 族 
把 x 携带 至 O 外 ,规定 曲线 与 O 的 交点 为 曲线 参数 的 零点 , 选 此 参数 为 x?, 便 得 4 
维 坐标 系 {x“}, 坐标 域 记 作 UU .把 O 上 的 场 , 任 意 延 拓 为 U 上 的 场 亏 , 则 V7 | 
有 意义 , 现在 证 明 hrV。 太 | 与 延 拓 无 关 (因而 可 用 来 定义 hsVon |,). 设 9。 和 ?6 
分 别 是 坐标 系 {x“} 的 普通 导数 算 符 和 克 氏 符 , 则 
ha Ven, lg=[h,’ (Oc, —T con) lg=[h, (0B Tsna))ly. (14-4-11) 
上 式 右边 第 一 项 又 可 表 为 (习题 ) 
ha On lg= ha (dx')(dx' ), On, /0x’ |,, (14-4-12) 
其 中 的 37t/3x' 是 函数 元 对 空间 坐标 x’ 的 偏 导数 , 显然 等 于 On,/6x' . 代入 式 
(14-4-11) 便 得 
ho Vor l= {hs [dx ). dx’ ), On, /0x’ ~ 7 na)]}l,, 
所 以 h“V 声 上 与 延 拓 方 式 无 关 . ”可 见 Ks =h,“Von 对 单 张 超 曲面 也 有 明确 意 
义 . 
下 面 讨论 外 曲率 的 几何 意义 . Vge 2, wee 玩 有 Kow2 =WwVon，, 故 


@ 式 (14-4.11) 右 边 的 8。 和 大。 。 都 同 坐 标 系 {x'} 有 关 , 而 符合 正文 要 求 的 坐标 系 很 多 , 看 来 还 应 证 明 右边 两 
项 之 和 与 坐标 系 无 关 . 实际 上 无 须 证 明 , 因为 左边 的 用“V. 现 | 作为 9 点 的 张 重 与 坐标 系 无 关 ， 
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Kl=0 WY,n, l=0 vweW SwVn l=0 vweW. (14-4-13) 


设 C(s) 是 从 g 出 发 、 以 w 为 切 矢 、 躺 在 忆 上 的 曲线 , p 是 g 在 线 上 的 邻 点 , As 是 
P;,9 点 的 参数 差 , 则 由 式 (3-2-14) 得 


dd 
WV.en’ = lim i (14-4-14) 
As 一 0 As 


其 中 |, 是 ze 沿 CG) 平 移 至 9 的 结果 (图 14-21). 式 


| 和 | (14-4-13)、(14-4-14) 结 合 表明 (在 As 足够 小 的 条 件 下 )*|, 与 
' n” |s 是 否 相等 取决 于 Ksls 是 否 为 零 . 可 见 Ks 描述 的 单 
一 位 法 矢 场 m* 沿 了 上 曲线 的 变化 (移动 ) 情 况 与 平移 的 偏离 各 
“09 万 度 . 当 (M,g) 平 直 时 ,这 种 偏离 正好 反映 了 在 MM 中 的 弯曲 


1421 8j4 是 法 情况 ( 试 以 3 维 欧 氏 空 间 的 球面 或 圆柱 面 为 例 想象 ), 因此 对 
矢 n” | 党 曲线 C 平 ” 非 平 直 的 (M,g6s) 我 们 也 形象 地 说 Ks 描述 了 在 MM 中 的 “ 弯 
移 至 4 点 的 结果 . 曲 ” 情 况 . 


7 gz nle 表明 命题 14-4-1 ”人 {Z2,} 中 任 一 也 的 外 曲率 天， 在 3+1 分 解 
Kapla* 0 的 共 动 坐标 系 的 分 量 为 
Ky=NI",, ,j=1,2,3, (14-4-15) 
其 中 ;是 共 动 坐标 系 的 克 氏 符 的 0,i,j 分 量 ,NN 是 时 移 函 数 . 
证 阴 


a b b a b C 
55=k[ 访 ] [让 -| 访 | 攻 | ovmr( 二 vm 
Ox’ Ox’ Ox’ Ox’ Ox’ Ox’ 
C b b 
8 aY {3 . | 2 
=-n | |v | =-mroi| 一 | = || =Nr,, 
二 四 | ‘ 区 | al 攻 | 人 ax0 


其 中 第 三 、 四 、 六 步 用 到 (3/ax5)? 的 空间 性 , 第 五 步 用 到 克 氏 符 的 等 价 定义 ( 第 3 章 
习题 4), 第 七 步 用 到 (3/ax0) =(8/01)? = 二 = Nm +Ne . 口 
命题 14-4-2 外 曲率 天 等 于 空间 度 规 场 如 uv, 沿 法 矢 场 双 的 李 导 数 之 半 : 


1 
LA (14-4-16) 


证 了 明 上 式 无 非 是 式 (14-1-30) 的 特例 . 口 
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3 维 语言 涉及 的 张 量 都 是 某 种 3+1 分 解 下 的 空间 张 量 . 通常 (在 非 广 义 相对 论 
物理 学 中 ) 见 到 的 一 般 是 闵 氏 时 空 在 标准 分 解 下 的 空间 张 量 , 如 电场 所 、 磁 场 B、 
应 力 张 量 和 介 电 常数 张 量 等 , 相应 的 空间 度 规 h, = 5, (3 维 欧 氏 度 规 ), 外 曲率 
Ks =0. 


a 


14.4.4 ”空间 张 量 场 的 空间 导数 

设 攻 是 (M,g,,) 中 的 一 张 类 空 超 曲 面 , hs 是 g 在 上 的 诱导 度 规 ,[ 攻 既 可 
以 是 类 空 超 曲面 族 { 马 } 中 的 任 一 马 ,也 可 以 是 孤立 的 ( 同 3+1 分 解 无 关 的 ) 一 张 类 
空 超 曲面 .] 则 (2,h,) 是 3 维 黎 曼 空间 , 存在 与 5 适 配 的 唯一 导数 算 符 , 记 作 D。， 
即 D.p =0. 这 D. 可 借 g。 的 适 配 导数 算 符 Vo 求 得 . 设 7 (作为 7 5 的 简写 ) 
是 七 上 的 空间 张 量 场 . 由 于 是 的 非 开 子 集 ,，V。7”; 并 无 意义 . 然而 仿照 上 小 
节 关 十 h“V6ns 的 讨论 可 知 hy°V。7T”, 有 意义 (hy 的 存在 使 hy*V。T”, 代表 7?s 沿 
允 切 癌 的 导数 ). 虽然 h,“y。7T”, 有 意义 , 却 未 必 是 空间 张 量 场 (虽然 7”s 是 ). 以 空间 
矢量 场 (8/6x’)* 为 例 , 利用 式 (14-4-1)、(14-4-2) 和 (14-4-6) 可 证 (习题 ) 


b 
7 Bz 图 -NT 六? (dx’ )a; (14-4-17) 


右边 对 非 正 交 分 解 可 以 非 零 , 可 见 h?V, (6/0x')* 未 必 是 空间 张 量 场 . 为 使 空间 张 量 
场 7% 的 导数 仍 是 空间 张 量 场 , 可 取 hy“V.7”, 的 投影 hr。h/ ph*。VaT*y. 于 是 有 如 下 
定义 : 

定义 2 空间 张 量 场 T% +s... 的 空间 导数 定义 为 

DT 这 La hog he hs hf 人 (14-4-18) 

注 2 虽然 了 了 cM, 但 不 妨 不 去 理会 区 面 外 的 情况 而 把 (2,h;) 看 作 一 个 独 
立 的 3 维 黎 曼 空 间 . 作为 上 上 的 导数 算 符 , D, 只 能 作用 于 独立 流 形 三 上 的 张 量 场 
(“ 切 于 ”了 的 3 维 张 量 场 ). 式 (14-4-18) 的 7 …“%。 .as 虽然 称 为 空间 张 量 场 , 其 实 ( 按 
定义 1) 仍 是 4 维 张 量 场 , 只 不 过 其 每 一 上 (及 下 ) 指 标 与 n, (及 n”) 缩 并 为 零 . 然而 区 
上 每 个 这 样 的 4 维 张 量 场 都 对 应 于 区 上 的 一 个 3 维 张 量 场 ( 见 选 读 14-4-3, 正 因 如 
此 才 被 称 为 空间 张 量 场 ). 所 以 式 (14-4-18) 左 边 可 看 作 独 立 流 形 允 上 的 导数 算 符 
D, 对 了 荆 上 (“ 切 于 ”的 ) 张 量 场 T%% 4. 的 作用 结果 . 不 难 验证 它 的 确 满足 导数 
算 符 定义 (§3.1 定 义 1) 的 全 部 条 件 . 

例 1 上 册 式 (6-6-15) 中 的 6 其实 就 是 DD.. 
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命题 14-4-3 ”由 式 (14-4-18) 定 义 的 DD, 是 与 诱导 度 规 刀 适 配 的 导数 算 符 , 即 
Dh, =0. 


证 明 习题 , 提示 :利用 hh*n, =0. 口 
(2,hs) 的 适 配 导 数 算 符 D, 按 式 (3-4-3) 决 定 一 个 3 维 黎 曼 张 量 , 记 作 R,“, 即 
2DiDios = Rosesay ，V 空 间 w,( 即 满足 new。 =0 的 @。). (14-4-19) 


命题 14-4-4 3 维 (空间 ) 黎 曼 张 量 站， 同 4 维 (时 空 ) 黎 曼 张 量 R,, ”有 如 下 关 


系 : 
Re = ha hl hh Ran” ~ 2KaaKor, (14-4-20) 
其 中 天。 是 超 曲 面 的 外 曲率 . 
证 明 ”从 DD, 的 定义 式 (14-4-18) 出 发 经 计算 (习题 ) 得 
2DaD,@w, =2h, hy/ hsVeV yg — 2Kic Ky,” On + 2K phn” Va,. (14-4-21) 


[提示 :用 hn, =0 和 nV,@w, =V,(n*@,)- QaYon” = 一 QsV sn”.] 对 a,b 作 反 称 化 , 注 
意 到 Ki =0 及 Rge” 《= hh mR "ai , 便 可 由 式 (14-4-19)、(14-421) 得 (144-20)， 口 


14.4.5 ”空间 张 量 场 的 时 间 导 数 


选 定 3+1 分 解 后 便 有 明确 的 时 间 概 念 ( 单 参 族 { 乙 } 的 参数 1), 物理 学 自然 要 
关心 (也 只 有 到 了 这 一 步 才 可 谈 及 ) 空 间 张 量 场 随时 间 变 化 的 问题 . 用 3 维 语言 讲 ， 
就 是 要 关心 3 维 空间 之 上 的 矢量 场 的 时 间 变化 率 , 其 中 “时 间 ” 就 是 指 4 维 坐 标 
系 {x'} 中 的 7. 空间 张 量 场 的 时 间 导 数 既 可 用 分 量 语 言 也 可 用 几何 语言 表述 . 以 
空间 张 量 场 7 为 例 . 分 量 语言 关心 7% 的 分 量 727 对 时 间 的 偏 导 数 877/8t , 通 
常 记 作 了 5 , 这 是 人 们 较 熟 悉 的 . 下 面 介 绍 几何 语言 中 时 间 导 数 的 等 价 表述 . 先 以 
闵 氏 时 空 的 标准 分 解 为 例 (图 14-22). 设 忆 和 马 , 是 两 个 邻近 等 ! 面 , g 和 g' 是 菜 惯 

惯性 观 者 
(空间 点 )Q 


图 14-22 闵 氏 时 空 的 标准 分 解 .g 和 4' 是 观 者 OQ 代表 的 空间 点 在 时 刻 和 7 的 表现 
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性 观 者 2 的 世界 线 与 忆 和 马 , 的 交点 . 由 于 OO 认 为 自 己 的 空间 位 置 没有 变化 (认为 
自己 不 动 ) 9 和 9 "就 是 同一 空间 点 ( 记 作 如) 在 时 刻 上 和 的 表现 . 假定 我 们 关心 的 
是 代表 某 一 物理 量 的 标量 场 f : R4 ~ 及， 如 果 了 | 关 了 ls，, 则 观 者 QO 认为 自己 所 
在 空间 点 的 了 值 在 从 1 到 z' 时 有 了 变化 . 令 At=r' -1， 则 了 在 时 刻 1 的 时 间 导 数 为 
7 A A 


4 Ar-y0 At 


=(- 罕 力 | (14-4-22) 


(为 强调 之 的 下 标 是 矢量 场 1* 而 非 时 间 函 数 1, 特 以 名 标 出 .) 以 上 讨论 可 自然 扒 
广 到 弯曲 时 空 的 任意 3+1 分 解 . 默认 7* 为 C”, 则 它 对 应 于 MM 上 的 一 个 单 参 微分 
同 胚 族 . 令 At sz 1， 以 ww 代表 参数 为 Ar 的 那个 微分 同 胚 映射 , 则 g'= 7 (9) 与 
9 同 在 一 条 观 者 世界 线 上 . 把 的 定义 域 限制 于 马 便 成 为 一 个 从 忆 到 忆 , 的 微 
分 同 胚 映射 . 与 图 14-22 类 似 , g 和 gq' 点 也 可 看 作 同 一 空间 点 0 在 时 刻 t 和 z' 的 表 
现 . 如 果 了 |, fj, 则 空间 点 QO 在 时 刻 t 和 z' 有 不 同 的 了 值 . 因此 了 的 时 间 导 数 仍 
可 用 式 (14-4-22) 定 义 . 再 讨论 空间 矢量 场 w? 的 时 间 导 数 . 由 于 微分 同 胀 映射 
Ia : 力 疗 也 诱导 出 拉 回 映射 9": 所 , 下 所 [ww" 是 指 (mw 1),], 马上 既 有 矢量 
场 w* 又 有 矢量 场 7w w? , (后 者 是 “ 活 ” 的 , 取决 于 7', 见 图 14-23. 由 “曲线 切 矢 的 
像 等 于 曲线 像 的 切 矢 ”可知 mw "w? 也 是 五 上 的 空间 矢量 场 . ) 于 是 空间 矢量 场 w* 
在 9 点 的 时 间 导 数 自然 定义 为 


wl = lim (14-4-23) 
然而 上 式 右 边 正 是 w 沿 矢 量 场 如 的 李 导 数 , 故 
W l= wl. (14-4-23") 


a | 
w , Zt 


图 1423 Ce) 是 we 在 Tt 下 的 像 . [(mw*w?) 4 一 w kp]/At 的 
极限 代表 空间 点 Q 的 矢量 w 在 时 刻 t 的 时 间 导 数 
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上 式 表明 如 | 是 4 点 的 空间 矢量 . 

下 面 讨论 空间 对 侦 矢量 场 w 的 时 间 导 数 必 ,. 由 于 法 矢 r 在 mv" 下 的 像 未 必 
是 法 矢 , .fw, 未 必 是 空间 张 量 场 , 即 ze.54m 未 必 为 零 .仿照 空间 导数 的 定义 方法 ， 
我 们 把 w, 的 时 间 导 数 各 定义 为 多 mw 的 投影 , 即 


四 := Go, . (14-4-24) 
以 .名 w, 代表 .多 的 投影 , 则 
@, := .mo (14-4-25) 
推广 以 上 考虑 便 得 任意 空间 张 量 场 T7”….. 的 时 间 导 数 定义 : 
下 (14-4-26) 
其 中 . 且 T“ .代表 .74 .的 空间 投影 , 即 
#7 .= hh RT. (14-4-27) 


式 (14-4-22)、(14-4-23) 及 (14-4-25) 都 是 式 (14-4-27) 的 特例 . 空间 张 量 场 的 时 间 导 数 
的 这 一 几何 定义 与 坐标 语言 定义 的 等 价 性 的 证 明 见 选读 14-4-5. 

正如 . 儿 7”,. 代表 7” 的 空间 投影 那样 , 今后 也 用 .多 7 代表 
号. 的 空间 投影 (其 中 立 是 任意 矢量 场 ). 不 过 大 多 数 文献 [Isenberg and 
Nester(1980) 例 外 ] 都 把 只 7“ .简写 作 . 呈 74…，. 一 般 来 说 , 只 要 7 是 空间 张 
量 场 , %7” .就 自动 代表 .多 7”…,.. 本 书 以 下 也 沿用 这 一 惯例 . 

由 1* = Na +N? 及 式 (14-4-26) 不 难 证 明 在 作用 于 空间 张 量 场 74….… 时 有 


深 =NN 吕 + 所. (所 有 了 儿 都 是 多 的 简写 ) (14-4-28) 


由 于 .入 只 涉及 在 世面 内 的 移动 , .名 包含 了 7T”….. 的 时 间 演 化 的 全 部 实质 性 信 
息 


命题 14-4-5 hs =2NK + 2 hay (14-4-29) 
证 明 由 式 (14-4-28) 及 (14-4-16) 得 
hy = ho a NA hap 党 -ha = 2NK,, » 2% ha 口 


注 3 式 (14-4-28) 的 .多 本 是 多 的 简写 , 而 式 (14-4-16) 右 边 却 是 .多 本 身 . 然 
而 , 因为 Ks 是 空间 张 量 , 式 (14-4-16) 表 明 .名 如, = .多 hh, , 所 以 上 述 证 明 合法 . 
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命题 14-4-6 
Ks = NeajesRo —N Ro, + 2NK°aKos 一 NKK + DDN + .ZKss, (14-4-30) 


其 中 到 = PK 是 外 曲率 天 ， 的 迹 . 

证 明 ” 推 证 过 程 很 长 ,有 余力 的 读者 不 妨 作为 练习 . 口 
[选读 14-4-4] 

把 §14.1 关于 邻居 wr 相对 于 观 者 y(z) 的 3 速 z2(we 的 时 间 变 化 率 ) 的 定义 与 
本 节 关 于 空间 张 量 场 了 2 的 时 间 变 化 率 了 4 的 定义 作 一 对 比 有 助 于 加 深 理解 . ze 
用 费 米 导数 定义 ,而 To 用 李 导 数 定义 .使 用 两 种 不 同 导数 对 物理 量 的 时 间 变 化 率 
下 定义 起 因 于 两 种 情况 下 “时 ”、“ 空 ”概念 的 微妙 不 同 . $14.1 关 心 的 只 是 参考 
系 嘱 中 的 一 个 观 者 y(r), 对 他 而 言 ,最 自然 的 时 间 概 念 是 固有 时 7 ,在 任 一 时 刻 
Pey(7) 的 最 自然 的 空间 概念 是 ,中 与 Z° 正 交 的 子 集 1T， ,最 自然 的 3 标 架 场 是 
沿线 费 移 的 正 交 归 一 标 架 场 , 所 以 该 观 者 把 与 Z° 正 交 (并 满足 一 定 条 件 ) 的 矢量 
w” 看 作 和 邻 拓 , 把 沿线 费 移 的 we 看 作 “ 不 动 ” 因 而 把 w” 沿线 的 费 米 导 数 Dew” /dr 
定义 为 邻居 的 3 速 W .这 一 3 速 的 物理 意义 十 分 清晰 :车 邻 后 w 费 移 , 则 其 3 过 
u” =0; 若 w” 非 费 移 , 则 其 3 束 ( 在 费 移 正 交 归 一 标 架 ) 的 分 量 u' 正 好 等 于 wr 的 相 
应 分 量 wi' 的 时 间 变 化 率 dw /dr .与 此 不 同 , 本 节 关 心 的 是 整个 参考 系 (与 指定 
3+1 分 解 相应 的 参考 系 ) .多 而 不 是 个 别 观 者 , 最 自然 的 时 间 概 念 是 坐标 时 1 而 非 固 
有 时 7 ,最 自然 的 空间 概念 是 等 1 面孔 (未 必 与 观 者 世界 线 正 交 ), 最 自然 的 空间 3 
标 架 场 是 任 一 共 动 坐标 系 的 3 个 空间 基 舌 场 (0/6x')*. 因此 , 如 果 空 间 矢 量 w? ( 现 
在 要 切 于 区) 的 坐标 分 量 w' 不 随 1 而 变 (Owi /01=0), 就 认为 w” 代表 的 物理 量 不 变 ， 
而 Ow' /0t 正 是 .2W? 的 坐标 分 量 , 所 以 自然 把 加 w" 定义 为 w 的 时 间 导 数 , 推广 到 
任意 空间 张 量 场 T“， 时 , 考虑 到 .%T" 可 能 不 再 是 空间 张 量 场 , 便 取 其 空间 投影 
史 T .这 在 如 下 一 点 上 也 与 $14.1 类 似 :§14.1 的 w* 的 时 间 导 数 定义 为 wr 的 协 变 
导数 的 空间 投影 ( 即 费 米 导 数 ), 而 本 节 的 7T“ 的 时 间 导 数 定义 为 了? 的 李 导 数 的 空 
间 投 影 . [选读 14-4-4 完 ] 
[选读 14-4-5] 

正如 选读 14-4-3 所 指出 的 ,点 ge 忆 CM 涉 及 3 类 张 量 [ 仅 以 (1,1) 型 张 量 为 
例 ]: 中 元 (1,]) 的 元 素 , 即 9 点 的 4 维 (LD 型 张 量 ; 加 入 (LD 的 元 素 , 即 g 点 的 3 
维 (,1) 型 张 量 ; 图 不 (LD 的 子 集 % LD = se 甩 (DT =01T =) 的 
元 素 , 它们 也 是 g 点 的 4 维 (1,1) 型 张 量 , 只 是 凑巧 与 a" 及 分别 缩 并 为 零 . 我 们 称 
之 为 9 点 的 空间 张 量 ( 虽 然 实 质 上 不 是 3 维 张 量 ). 在 涉及 3+1 分 解 的 物理 问题 时 ， 
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最 关心 的 是 (1D 的 元 素 , 或 者 , 由 于 Oe 辫 的 3 维 切 空间 各 与 丙 自然 认同 ( 见 
选读 14-4-3), 也 可 说 最 关心 的 是 多 (LD 的 元 素 . 因为 它们 是 3 维 流 形 号 中 Q 点 的 
张 量 , 为 明确 起 见 , 在 本 选读 中 特 以 了 ;代表 , 即 T ie 唤 (D .既然 QE 驴 代 表 一 
个 空间 点 (一 个 观 者 ) 7T%5 就 代表 QO 点 的 一 个 物理 量 , 7 和 5 随时 间 1 的 变化 就 代表 
该 量 的 演化 . 正文 中 把 空间 张 量 T”, e %% (1 有 (9 跑 遍 廿 得 了 上 的 空间 张 量 场 ) 的 


李 导 数 (人 要 时 投影 ) 定 义 为 T%， 所 代表 的 物理 量 的 时 间 导 数 ,本 选读 则 直接 对 了 4 
的 时 间 导 数 给 出 自然 的 定义 , 并 印证 正文 对 7? 所 下 定义 的 合理 性 . 


图 14-24 微分 同 胚 映射 下 ,Gy 与 11 之 间 的 关系 


选读 14-4-3 中 的 嵌入 映射 : 允 -> MM 可 看 作 从 少 到 瑟 CM 的 微分 同 胚 . 由 于 
现在 涉及 时 间 导 数 , 我 们 把 这 一 微分 同 胚 记 作 内 : 允 下 太 . 考虑 克 附近 的 另 一 分 
层面 马 ， 又 有 微分 同 胚 办 :六 全 ,与 办 的 关系 为 办 =7vo 办 ， 其 中 
Wr : M 一 代表 由 观 者 世界 线 定 义 的 微分 同 胚 映 射 ( 见 图 14-24). 设 fx} 是 M 
中 与 所 选 3+1 分 解 相应 的 一 个 共 动 坐标 系 , 则 y' :=rxi(i=1,2,3) 给 出 人 上 的 一 个 
局 域 坐标 系 . 如 果 改 用 px! 定义 yi'， 则 由 于 QO=p1(g)=pr1(g') 以 及 
x'(q)=x'(qg'), 所 得 y' 一样. 可 见 y' 的 定义 合法 . 把 坐标 系 {y 站 的 坐标 基 矢 和 对 偶 
坐标 基 矢 分别 记 作 (0/0y')* 和 (dy');. 选读 14-4-3 引入 的 W* 和 WW 现在 应 改 记 为 
Wi 和 Wo, 它们 是 到,(k, 站 与 .和 % (k,1) 之 间 的 同 构 映射 , (0/0y')*|o 在 这 一 映射 下 
自然 对 应 于 马上 的 坐标 基 秋 (8/8x )” |， 即 


“加 [| 


但 (dy')alo 未 必 对 应 于 (dx'), 1], 因为 (dx'), 1, 一般 不 是 空间 对 侦 矢量 ( 见 选读 


: (14-4-31) 
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14-4-3 前 的 几 行 ). 事实 上 对 QO 点 有 (G"dx'); = (dy ); [两 边 作用 于 基 秋 (8/8y7)4 便 
可 证 明 ], 这 表明 (Ww,,dy')。 是 (dx'), 在 ,上 的 限制 ,所 以 


(Yady ) = ha dx), = dx’), + N’ (dn),, (14-4-32) 
其 中 第 二 步 用 到 式 (14-4-8). 令 
(E) =(0/0x), (EE’), =(dx'), +Ni(dn (14-4-33) 


则 (和 (E')。 有 如 下 性 质 :QD 它们 是 空间 张 量 , {(B,)"} 是 WW, 的 一 个 基底 , (EE'), 
则 满足 (8E'),(E))” =6'j，, 由 它们 出 发 通过 张 量 积 可 得 .p(k,1) [而 非 多 (Kk,1)] 的 
基底 ,例如 {(E)(E),, i,j=1,2,3} 构成 :和 % (1) 的 一 个 基底 . 但 是 {(E'),} 不 是 共 
动 坐 标 系 的 对 偶 坐 标 基 , 即 (E')。 关 (dx')。, 除 非 N' =0.@(E,)”|, 和 (E'),|, 通 过 
W， 分 别 同 (38/8y ) lo 和 (dy )s lo 对 应 ; 类 似 地 , (B1)” | 和 (E'), |, 通过 W,' 分别 
同 (0/0y')*|o 和 (dy')s |o 对 应 , 即 
ge [CE =/07) ,yl(E),l]= (dy') lo 
yr [(B) l=(0/0y) |, [BE = (dy') lo. 
于 是 有 如 下 命题 : 
命题 14-4-7 Wr = oPom, (14-4-35) 
其 中 P 是 从 兄 (ED 到 .家 (Kk,1) 的 投影 映射 
证 明 7 可 用 ( 忆 )*…(E 人 ),… 线性 表 出 , 且 式 (14-4-35) 对 (EE,) e.%, (1,0) 
显然 成 立 , 所 以 只 须 证 明 式 (14-4-35) 对 (1)， 也 成 立 . | 
na [CBE )。lz]=7TA {ldx'), + N’ (dt) sy 
=7A [dx )a lg]+ Ny na (dn) lg]=(dx'), le +N' |y (dt), |， 
其 中 最 末 一 步 用 到 式 (4-1-4) 和 (4-1-5). 对 上 式 投影 得 
Pa [(E')a ly]=Pl(dx), ll+N’ ly Pl(aD, ly]=(E'), ls, (14-4-36) 
其 中 最 末 一 步 是 因为 对 9g 点 有 
Pl(dx),]=h (dx'), =(dx'), + N’' (dn), =(E’), 


(14-4-34) 


及 PI(df),] =h?V,t=0. 式 (14-4-36) 与 (14-4-34) 结 合 便 得 
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wi (BE )。=(w oPony )(E'),. 口 

现在 就 可 对 正文 中 关于 空间 张 量 场 了 2 的 时 间 导 数 7p 的 定义 的 合理 性 作出 

解释 . 我 们 最 关心 的 是 上 立 上 的 张 量 场 了 全 的 时 间 导 数 , 设 空 间 点 Oe 立 的 7 外 值 在 
t 和 [时 刻 分 别 为 7T55 |, 和 T5561,, 则 它 在 时 刻 1 的 时 间 导 数 自然 定义 为 


74 a i T° lg,r—7T"s le， i wr (T™, lo) -wy (5 le) 
b Ot Nv0 Ar At-0 Ar 


ee (yr oPonn KT’, ly) -CY PT 
At->0 At 


来 了 7 “(7T? ly) 一 7 | 来 py a 六 e a 
= °F) lim —— A = (Yr oP) HT', =(Ye oP) 4(ynT’s), 
(14-4-37) 
其 中 第 三 步 用 到 命题 14-4-7 以 及 PUT |)=7T%, ly. 以 急 代 表 立 上 张 量 场 Ta5 的 


时 间 导 数 算 符 , 即 B75 =74, 则 式 (14-4-37) 表 明 


DB=Y, oPo RoW = oR oWn. (14-4-38) 
不 难看 出 上 式 对 7 和 5 的 定义 与 正文 对 了 的 定义 一 致 . 
命题 14-4-8 DO/0V' Y=0, (dy'); =0. (14-4-39) 


证 明 在 立 上 定义 坐标 史 时 已 证 明 yi 与 1 无 关 ( 用 如 ”和 "定义 出 的 yi 一 
样 ), 因 而 坐标 基 矢 (0/0y')? 和 对 偶 基 矢 (dy 站); 也 与 1 无 关 , 所 以 由 人 BT =7T 人 8 及 
765 的 定义 立即 有 式 (14-4-39). 不 过 ,如 果 愿 意 ,也 可 借用 式 (14-4-38) 给 出 一 下 较 长 
的 证 明 . 


DBO) =( oPo Gon) (OY) =(Y oPo%) (0/0x') 
=(W, oP).%/ar(O/0x') =(W," o P) LO/Ot, 0/0x. 1 =0, 
注意 到 对 共 动 坐标 系 任 一 对 偶 坐 标 基 矢 有 .名 (dx*), =0, 可 知 
Ddy')s =(Y oPo% oy) (dy )a =(Y, oPo.%) [dx'), + N'(dt),] 


=(W, oP) (di), .%N' = 和"[P(dn .%N')=0, 
因为 P(dt), =0. 口 


第 14 章 参考 系 再 认识 .189 . 


由 命题 14-4-8 可 知 
gr =9|7,| 二 my -| 二 Dj or, 
六 7 By b Oy’ b 7 


而 由 多 的 定义 不 难看 出 久 Tij =8777 /131 , 故 


274 -| -9 而 7)。 到 (14-4-40) 
bi (By) bor 

可 见 玫 上 张 量 场 T 人 8 的 时 间 导 数 的 坐标 分 量 等 于 9T'j /81 . 在 使 用 坐标 分 量 的 文 
献 中 [如 Amowitt Deser and Misner(1962)], 上 上 的 张 量 场 用 Ti 7 代表 
[7 =T%6(dy')a(0/0y1)s ], 该 场 的 时 间 导 数 用 了 0) 或 8.71) 代表 , 它 指 的 就 是 
87 /Bf . 式 (14-4-40) 证 明了 分 量 语言 和 张 量 语 言 在 描述 时 间 导 数 上 的 一 臻 
性 . 7T'j 也 可 看 作 T" 的 坐标 分 量 , 因为 由 

T=7",(0/0y') (dy’), 


可 知 T= (TB)=T’) yal(0/0y') ya ldy );]=7’) (BE)’ (E),, 
从 而 
7 7 =T°,(E'),(E,) =T°,[(dx'), + Ni(dt),](0/0x7)? =T°, (dx’), (0/dx’)?, 


[最 末 一 步 是 因为 了 “be 的 空间 性 导致 T%,(df), =0.] 即 Tij 是 T% 的 第 ij 坐标 分 量 ， 
不 过 要 注意 TTij(9/9x') "(dx'), ,除非 Na =0. [选读 14-4-5 完 ] 


§ 14.5 3+1 分 解 应 用 举例 一 一 广义 相对 论 初 值 问题 简 介 


初 值 问题 对 物理 理论 是 一 个 重要 问题 . 如 果 某 一 物理 理论 不 具备 好 的 初 值 表 
述 , 它 就 没有 预言 能 力 . 广义 相对 论 的 初 值 问题 之 所 以 备 受 关注 , 除了 因为 广义 相 
对 论 作为 一 种 物理 理论 必须 接受 这 一 检验 之 外 , 还 因为 人 们 对 广义 相对 论 的 许多 
物理 理解 (包括 时 空 的 总 能 量 、 总 动量 和 总 角 动 量 的 概念 及 总 能 量 的 正定 性 ) 都 有 
赖 于 广义 相对 论 存在 一 个 好 的 初 值 表述 . 本 节 只 对 真空 引力 场 的 初 值 表述 作 粗 小 
介绍 . 为 便于 理解 , 先 简略 回顾 闵 氏 时 空 无 源 电 磁场 的 初 值 表述 . 初 值 理论 研究 系 
统 在 给 定 初 值 后 的 演化 , 无 源 电 磁场 的 演化 由 麦 氏 方程 组 


oF, =0, 3. 及 0 =0 (14-5-1) 
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描述 . 选 定 闵 氏 时 空 的 一 个 标准 3+1 分 解 后 , 麦 氏 方程 可 表 为 3 维 形式 : 


Fo BE a (14-5-2a) 


V-.E=0, vV.B=0. (14-5-2b) 


笼统 地 说 , 式 (14-5-2) 可 称 为 电磁 场 的 运动 (演化 ) 方 程 , 然而 仔细 说 来 还 应 注意 式 
(14-5-2a) 同 (14-5-2b) 的 区 别 . 式 (14-5-2b) 不 含 时 间 导 数 , 因而 与 演化 无 关 , 它 反映 的 
无 非 是 任 一 时 刻 (标准 3+1 分 解 中 任 一 类 空 超 曲面 马 ) 的 空间 矢量 场 E(t) 和 B(1) 各 
自 应 服从 的 条 件 :两 者 的 散 度 都 必须 为 零 . 这 表明 只 有 散 度 为 零 的 空间 矢量 场 才 可 
充当 电场 和 磁场 . 这 种 由 理论 自身 对 场 量 的 瞬时 值 所 加 的 限制 称 为 约束 
(constraint). 约束 又 称 瞬 时 定律 (instantaneous law), 以 区 别 于 由 演化 方程 描述 的 演 
化 定律 (evolution law). ” 麦 氏 方程 (14-5-2) 中 真正 反映 演化 的 其 实 只 有 式 (14-5-2a). 
可 以 证 明 [参见 Wald(1984)P.252~254] 电 磁 理 论 具 有 如 下 的 好 的 初 值 表 述 : 设 在 标 
准 分 解 中 某 一 类 空 超 曲 面 马 ( 柯 西 面 ) 上 给 定 满足 约束 立 . 而 = 六 :所 =0 的 任意 光 
滑 空间 矢量 场 E4 和 BB, 则 时 空中 存在 麦 氏 方程 组 (14-5-1) 的 唯一 解 瑟 , , 它 在 马 

的 表现 就 是 ( 志 , 有 ). 再 者 ， 严 , 对 初 值 的 依赖 是 连续 的 ，( 直 观 地 说 就 是 :只 要 初 值 
改变 足够 小 , 则 五; 的 改变 也 足够 小 .“ 足 够 小 ”的 准确 含义 略 . ) 而 且 在 天 ( 马 )( 含 
义 见 §11.1 定 义 8) 内 的 任 一 点 p 的 五, 只 依赖 于 丁 (p) 门 画 上 的 初 值 (图 14-25). 最 
后 还 应 指出 :只 要 所 指定 的 初 值 Eh 和 所 满足 约束 条 件 (14-5-2b), 则 按 演化 方程 
(14-5-2a) 所 得 的 EE 和 在 任 一 时 刻 都 必定 满足 约束 条 件 [因为 

Q(B)/Qt =V.(0B/01) = 六 .(VxB)=0 及 3(: 户 /31=01]. 可 见 演化 是 保 约束 的 . 


P 


Zo 


本 (万 门 2 


图 14-25 设 peT*(Z0), 则 Fs 1 只 取决 于 厂 (pD) 站 20 上 的 初 值 


麦 氏 理论 的 上 述 初 值 表述 (特别 是 对 其 中 存在 约束 的 认识 ) 对 理解 广义 相对 论 
的 初 值 表述 很 有 帮助 . 然而 , 广义 相对 论 与 任何 一 种 其 他 场 论 在 初 值 问题 上 有 一 个 
根本 不 同 :其 他 场 论 在 讨论 初 值 问题 前 早已 约定 一 个 时 空 背景 (例如 上 述 麦 氏 理论 


名 物理 学 史 中 的 第 一 个 演化 定律 (动力 学 定律 ) 是 牛顿 定律 , 第 一 个 瞬时 定律 是 高 斯 的 六 .E= 4rp . 
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以 闵 氏 时 空 为 背景 ) 唯 独 广义 相对 论 的 初 值 问 题 的 待 求 对 象 却 是 时 空 本 身 . 这 似 
乎 很 奇怪 : 连 时 空 都 还 没有 , 又 如 何在 一 个 类 空 柯 西 面 马上 指定 初 值 ? (没有 度 规 
时 , 连 超 曲面 的 类 空 性 都 没有 定义 0 答案 虽然 似乎 出 奇 , 却 很 巧妙 : 先 在 一 个 抽 
象 的 3 维 流 形 了 上 指定 “ 初 值 ”, 即 一 个 正定 度 规 场 hs 和 一 个 对 称 的 (0,2) 型 张 


量 场 Ka , (也 要 满足 一 定 的 约束 条 件 , 见 后 . ) 然后 证 明 存在 某 个 4 维 时 空 
(M,gis) (gw 满足 真空 爱 因 斯 坦 方程 ), 对 它 作 适 当 的 3+1 分 解 后 , 每 张 类 空 超 曲 
面 马 都 微分 同 胚 于 三 ,其 中 一 张 ( 记 作品 ) 上 的 诱导 度 规 六 和 外 曲率 友 ， 正 好 分 


别 等 于 (通过 映射 对 应 于 ) hss 和 天 . 这 时 就 可 把 总 及 其 上 的 (A ,天 ，) 分 别 解释 
为 初始 类 空 超 曲 面 另 上 的 初 值 (代表 初始 时 刻 的 引力 场 ) 把 (Mg) 解释 为 这 个 
初 值 经 演化 而 得 的 产物 [ 任 一 马上 由 gw 确定 的 (A, 天 ，) 代表 时 刻 ;的 引力 场 ] 可 
见 ,在 广义 相对 论 中 , “初始 面 ”、“ 初 值 ” 和 “时 间 演 化 ”等 词 只 在 求 得 初 值 问 
题 的 解 之 后 才 获得 意义 . 下 面 是 这 一 认识 的 具体 化 . 顺便 一 提 , 由 式 (14-4-16) 以 及 
“名 包含 了 被 求 导 空间 张 量 场 的 时 间 演 化 的 全 部 实质 性 信息 ”可 知 k。 实质 上 代 
表 hh, 的 时 间 导数 户 ,因此 , 所 谓 给 定 初 值 hs 和 天 实质 上 也 就 是 给 定 了 初始 
刀 及 其 初始 时 间 导 数 . 
无 源 电磁 场 的 运动 方程 是 无 源 麦 氏 方程 , 无 源 引力 场 的 运动 方程 则 是 真空 爱 
因 斯 坦 方程 


Gp = Ry -7 Rg =0. (14-5-3) 


麦 氏 方程 组 (14-5-2) 共 有 8 个 分 量 方程 , 其 中 两 个 [ 式 (14-5-2b)] 是 约束 方程 , 其 余 6 
个 [ 式 (14-5-2a)] 才 是 演化 方程 . 类 似 地 , 式 (14-5-3) 相 当 于 10 个 分 量 方程 . 下面 证 明 
这 10 个 方程 中 有 4 个 是 约束 方程 , 其 余 6 个 才 是 演化 方程 . 具体 说 , 在 选 定 3+1 分 
解 后 , 我 们 要 证 明 Go =0 的 “时 -时 分 量 ”Gssn*ns = 0 (一 个 方程 ) 和 “时 - 室 分 量 ” 
Gosn”h?。 =0( 相 当 于 3 个 方程 ) 是 约束 方程 ,“ 空 - 空 分 量 ”G,,h?ch*4 =0( 相 当 于 

6 个 方程 ) 是 演化 方程 . 
命题 14-5-1 2G nn = 3R-K K+K?. (14-5-4) 


证 阴 必 于 eee Rpog hee hh,’ ho Rn hh (KeaKpa I 天 天 az) 
=je hm Rom — K? + KOK,,, (14-5-5) 


其 中 第 二 步 用 到 式 (14-4-20). 而 
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je 加 Ron =(8° tnen Ng +nfn”)Ro =R+2nnR,, =2G,nn’, (14-5-6) 


其 中 第 二 步 用 到 17271711mReon =n Cn nn™ Rem =0 ， 第 三 步 用 到 
Go = Row -Rgap/2 以 及 nmgos =-1. 式 (14-5-5) 与 (14-5-6) 结 合 便 得 式 (14-5-4). 


口 

命题 14-5-2 Gn’h?, =DK2 -DK. (14-5-7) 
证 明 ”由 Rs” 的 定义 得 

Rp" hg =2VIaV pn, (14-5-8) 


以 如 。g“ 作 用 于 上 式 两 边 , 易 见 左边 等 于 式 (14-5-7) 左 边 , 经 一 番 推 导 后 发 现 (习题 ) 
右边 也 等 于 式 (14-5-7) 右 边 . 提示 : 令 4.= 扩 ,g”“2VIsVpyno, 得 


4 = 用 VK 一 ho 和 V+ 附加 项 . 


再 用 DK“。 表 出 如 VK , 便 得 4, =D,K"。 -DK. 口 
由 式 (14-5-4) 和 (14-5-7) 可 知 真 空 爱 因 斯 坦 方 程 G6 =0 的 时 -时 和 时 - 空 分 量 方 

程 可 分 别 表 为 
如 -天 天 史上 十 天 =0， (14-5-9) 


D,K’. -DK=0. (14-5-10) 
上 两 式 左边 都 是 马上 的 空间 张 量 场 , 只 含 基本 动力 学 变量 及 ,, Ks 及 其 空间 导数 
而 不 含 其 时 间 寻 数 , 因此 只 对 其 本 变量 在 每 一 瞬时 的 值 有 (71), Ks(?) 给 出 限制 ,这 
就 是 广义 相对 论 中 的 约束 . 因 式 (14-5-9) 和 (14-5-10) 分 别 为 标量 场 和 对 侦 矢 量 场 等 
式 , 故 共 含 4 个 约束 . 

设 时 空 (M,g) 满 足 G, =0, 则 其 时 -时 和 时 - 空 分 量 方程 表明 时 空 的 任 一 
3+1 分 解 所 得 的 空间 张 量 场 (h,,Ks) 满足 约束 (14-5-9) 和 (14-5-10). 下 面 讨论 由 
Gs =0 的 空 - 空 分 量 方程 Gujpeeiss =0 所 给 出 的 为, 和 Kk, 的 演化 方程 , 即 有 ,和 
Kj 所 满足 的 方程 . 前 面 已 从 纯 数 学 角度 推出 及, 入 的 表达 式 , 即 式 (14-4-29) 和 
(14-4-30), 它们 不 论 G,, =0 是 否 满足 都 成 立 . 两 式 中 与 Gw 是 否 为 零 有 关 的 只 有 式 
(14-4-30) 右 边 第 一 项 NhrahipRy, 当 G,,=0 时 R=0, 导致 该 项 为 零 , 因此 
G =0 所 给 出 的 演化 方程 为 


hs =2NK,, + Zh (14-5-11) 


Ks = -Na3R +2NK° Kes -NEK +DADN+ ZK. (145-12) 


QT CD 
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反之 , 我 们 来 证 明 , 只 要 (hh,,K) 满足 演化 方程 (14-5-11)、(14-5-12) 和 约束 方程 
(14-5-9)、(14-5-10), 则 (XM, gs) 满足 真空 爱 因 斯 坦 方程 G,, =0. 对 比 式 (14-5-12) 和 
(14-4-30)( 它 不 论 G,, =0 是 否 满足 都 成 立 ) 可 知 Rhrchta =0 .只 要 证 明 在 约束 方 
程 (14-5-9)、(14-5-10) 满 足 时 Rh"chsg =0 能 导致 Cojpeeiv =0, 便 知 G,, =0. 下 面 
给 出 这 一 证 明 . 

命题 14-5-3 ”约束 方程 (14-5-9)、(14-5-10) 满 足 时 ， Rph?chsq =0 导致 
Gph’chta =0. 

注 1 本 命题 还 可 强化 为 : 当 式 (14-5-9)、 (14-5-10) 满 足 时 R peepov =0 等 价 于 
Gph’ehta =0. 

证 明 式 (14-5-9) 相 当 于 Gn“n’ = 0 , 由 此 不 难 推出 


a. 


Rpnns -3R， (14-5-13) 


式 (14-5-10) 相 当 于 Gsn*h*。 =0, 由 此 不 难 推 出 (注意 到 gyn?ht。c =n,htec =0) 


Rpnnens = 一 及 12， (14-5-14) 

由 式 (14-5-13)、(14-5-14) 得 
Rn® -了 Ru (14-5-15) 
背 助 于 上 式 及 式 (14-5-14), 由 Rsh*chba =0 不 难 推出 Ry + Rncng/2=0 ,两 边 与 
g” 缩 并 得 R=0, 于 是 Gs = Ros, 故 Rh*chta =0 导致 G,,h*chsa =0. 口 


可 见 约束 方程 (14-5-9)、(14-5-10) 和 演化 方程 (14-5-11)、(14-5-12) 反 映 了 真空 
爱 因 斯 坦 方程 Ce =0 的 全 部 内 容 , 可 以 看 作 G,, =0 的 3 维 表述 . 演化 方程 
(14-5-11) 、(14-5-12) 所 代表 的 (hs,Kjs) 的 演化 也 称 为 几何 动力 学 
(geometrodynamics). 在 这 种 动力 学 中 , 整个 时 空 被 视 为 正定 几何 沿 着 由 类 空 超 曲 
面 所 代表 的 时 间 而 演化 的 一 部 动力 学 历史 . 

最 后 说 明 两 点 . 第 一 , 借助 于 演化 方程 (14-5-11)、(14-5-12) 可 以 证 明 约 东方 程 
(14-5-9)、(14-5-10) 左 边 的 时 间 导 数 为 零 , 即 

HR-KoyK® +K’)=0, (DK -DK)=0. 

(利用 下 章 的 知识 , 这 一 证 明 变 得 很 容易 . 见 小 节 15.7.4 末 段 . ) 可 见 , 只 要 在 初 值 面 


三 上 指定 的 初 值 hs 和 Ks 满足 约束 方程 (14-5-9)、(14-5-10), 则 它 在 按照 方程 
(14-5-11)、(14-5-12) 演 化 的 过 程 中 的 任 一 时 刻 都 满足 约束 方程 (演化 保 约束 ). 第 二 ， 
由 于 麦 氏 方 程 是 线性 方程 而 爱 因 斯 坦 方 程 为 非 线 性 方程, 后 者 的 初 值 问题 比 前 者 
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复杂 得 多 . 然而 , 可 以 证 明 如 下 定理 [准确 提 法 及 证 明 见 Wald(1984)10.2 节 ]: 设 上 
是 3 维 流 形 , hs 足 三 上 的 光滑 正定 度 规 场 , Ks 是 上 上 的 光滑 对 称 张 量 场 , hs 、 

Kw 满足 约束 方程 (14-5-9)、(14-5-10), 则 存在 满足 以 下 要 求 的 唯一 时 空 (Mg ) : 
(a) gw 是 真空 爱 因 斯 坦 方 程 C。 =0 的 解 ; (pb) 存 在 嵌入 映射 w :三 MM 使 w[5] 是 
(M,gw ) 的 柯 西 面 (图 14-26), 因而 (M,g，) 是 整体 双 曲 时 空 ，(c)yw[Z 上 的 诱导 度 
规 刀 ,和 外 曲率 天 ， 满 足 1. =W hs, Kwp =W Ks. 所 谓 (M,g，) 的 唯一 性 是 指 : 
若 3 其 他 满足 以 上 三 要 求 的 时 空 (Mg ) , 则 了 嵌入 映射 p: M' > M ,其 中 
8 :MWLM]C M 是 等 度 规 映射 [因此 称 (M,g,,) 为 初 值 (5,has,kap) 的 最 大 柯 


西 发 展 (maximal Cauchy development)]. 再 者 ,gj 对 初 值 和 K wb 有 连续 的 依赖 


0 0 
( 工 ， hy » Kp) 


(¥ [{£], ho,, Ks) 


14-26 ”存在 嵌 人 上 映射 w : 一 M 使 w[ 如 是 (M,g,,) 的 柯 西 面 


注 2 定理 中 “再 者 ”的 结论 表明 广义 相对 论 存在 一 个 “好 的 ” 初 值 表述 ,“ 好 
的 ”的 专业 术语 是 适 定 的 (well posed), 准确 定义 见 Wald(1984) 第 10 章 ; Hawking and 
Ellis(1973) 第 7 章 . 
习 题 
“1. 试 证 $14.1 注 2 中 方 括号 内 的 公式 , 即 多 wp = Ze712 妃 . 
“2. 设 Z? 是 参考 系 .多 的 观 者 4 速 场 , y(7) 是 多 内 的 一 个 观 者 ,we 是 y(r) 上 的 空间 矢量 场 ， 
试 证 wz 是 y(z) 的 邻居 的 充 要 条 件 是 y(z) 上 有 函数 a 使 名 wr = aZ? 
3. 借用 式 (14-1-30) 和 命题 14-1-2 重 解 814.1 例 1. 提示 :由 式 (10-1-19) 可 知 对 RW 系 有 
Z” =(0/91)", 有 hh, =a*( 人 ) 有 ,其 中 
hs = 77(dr) (dn) +7°(d0)(d0) + rsin’0 (dp)a(dp), . 
先 证 多 有 =0 ,再 证 多 hs =2a 14hs (每 步 都 不 难 ), 便 易 得 式 (14-1-25) 和 (14-1-26). 再 由 
Z = 一 (df)s 易 见 (dZ)ss =0, 满足 式 (14-1-27)， 由 命题 14-1-2 便 知 oup =0. 
“4. 求 Reissner-Nordstrom 时 空中 Reissner-Nordstrom 参考 系 的 0, cu 和 mop ， 
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5, 补 证 推论 14-1-5 和 14-1-6. 
“6. (a) 试 证 闵 氏 时 空中 以 式 (14-1-36) 的 Z? 为 观 者 4 速 场 的 参考 系 的 B。 为 零 . (b) 计 算 该 系 观 
者 的 4 加速 42 并 验证 (d4),, 0 ,除非 dg(1)/dt=0. 
7. 写 出 图 14-5 中 类 空 曲线 世 的 方程 并 用 闵 氏 度 规 计算 Ly 段 的 长 度 . 
8. 式 (14-2-15) 的 3 维 线 元 的 非 欧 性 其 实 来 自前 两 项 . 略 去 第 3 项 所 得 到 的 2 维 线 元 
ds? =dr?+r(1 wr) do 物理 上 描述 转盘 观 者 测 得 的 转盘 表面 的 非 欧 几 何 . 计算 此 2 维 线 元 
的 黎 曼 张 量 并 验证 它 为 零 当 且 仅 当 wo=0 . 
“9. 仍 讨论 工 题 的 2 维 非 欧 线 元 d32 , 试 证 
(a) 径 向 线 是 以 > 为 仿 射 参数 (而 且 是 线 长 参数 ) 的 测 地 线 . 
(b) 圆周 率 等 于 Pr ,其 中 夏 =(1-w2R?) 72,R 是 所 论 圆周 的 半径 . 
10. 试 证 静态 参考 系 必 为 坐标 时 可 同步 参考 系 . 
“11. 用 “是 ”和 “ 非 ” 在 表 14-1 中 填空 . 
表 14-1 习题 11 用 表 
静 网 无 转 ， 任 一 观 者 固有 时 。 局 部 固 。 坐标 时 。 局 部 从 


测 稳 
地 态 态 人 性 觉得 其 他 ”可 同步 有 时 可 可 同步 。 标 时 可 
系 观 者 不 动 系 同步 系 系 同步 系 


洪 汪 六 


式 (14-1-33) 
爱 因 斯 二 
转盘 系 
标准 宇宙 横 
型 的 RW 系 
闵 氏 时 空 
惯性 系 
闵 氏 时 空 
Rindler 系 


“12. 求 RN 时 空 用 RN 坐标 系 他 六 2 由 所 作 3+1 分 解 的 位 移 矢 量 N° 和 时 移 函 数 N. 
13. 在 用 { 蕊 } 分 层 的 3+1 分 解 中 , 设 G(zr) (7 代表 固有 时 ) 是 一 个 与 { 马 } 正 交 的 观 者 , 试 证 
时 移 函 数 W =dr/df . (可见 N 等 于 正 交 观 者 身上 单位 坐标 时 间 内 所 流逝 的 固有 时 间 . 英语 中 
lapse 代表 时 间 的 流逝 , 故 称 N 为 lapse function.) 
14. 试 证 §14.4 定义 1 中 条 件 (a), (b) 的 等 价 性 . 
15. 试 证 式 (14-4-8)、(14-4-12) 和 (14-4-17). 
“16. 试 证 命题 14-4-3. 
“17. 试 给 式 (14-4-21) 补 上 推导 ， 
18. 试 证 命题 14-5-2, 即 式 (14-5-7X 提 示 在 该 命题 证 明之 末 ). 
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量子 力学 数学 基础 的 主要 内 容 是 泛 函 分 析 , 特别 是 希 尔 伯 特 空间 及 线性 算 符 
的 理论 . 读 过 本 书 第 1, 2 章 的 读者 对 集合 、 上 映射、 拓扑 、 矢 量 空间 及 其 对 偶 空 间 、 
张 量 、 度 规 等 概念 比较 熟悉 , 这 为 学 习 泛 函 分 析 提供 了 一 定 的 方便 . 学 过 上 述 概念 
的 物理 系 学 生 往往 跃跃欲试 地 把 量子 力学 的 内 积 、 左 右 矢 、 线 性 算 符 以 及 波 函数 
用 正 交 归 一 基底 展开 等 一 系列 问题 同上 述 概念 联系 起 来 思考 , 力图 求 得 更 为 深入 
和 清晰 的 理解 . 他 们 希望 有 一 份 简明 读物 作 参 考 . 本 附录 主要 为 满足 这 种 需要 而 产 
生 , 此 外 也 为 附录 C 的 学 习 提供 必要 的 基础 . 讲解 中 尽量 与 本 书 前 两 章 以 及 量子 力 
学 的 有 关内 容 (特别 是 Dirac 的 左右 矢 记 号 ) 相 联系 或 对 比 . 为 了 尽量 节省 读者 的 时 
间 , 我 们 只 介绍 最 为 必需 的 概念 和 定理 , 而 且 略 去 其 中 少数 概念 的 定义 和 某 些 定理 
的 证 明 . 想 深入 学 习 泛 函 分 析 的 读者 则 应 阅读 有 关 教 程 或 专著 . 


§ B.1 Hilbert 空间 初步 


B.1.1 ”Hilbert 空间 及 其 对 偶 空间 

§2.2 定义 1 的 矢量 空间 称 为 实 矢 量 空间 . 把 定义 中 的 及 改 为 全 体 复数 的 集合 
C 便 得 复 矢 量 空间 . 定义 了 内 积 的 复 矢量 空间 V 称 为 ( 复 ) 内 积 空 间 . 内 积 是 一 个 从 
VxV 到 C 的 映射 . 以 i 代表 这 一 映射 , 即 1 :二 x 太 一 C, 则 ;可 看 作 有 两 个 槽 的 机 
器 , 在 两 槽 中 分 别 输入 /, g ey, 便 得 一 个 复数 . 因此 , i 也 可 形象 地 记 作 江 , ") , 括 
号 中 的 两 个 圆 点 代表 两 个 模 . 为 简单 起 见 , 索性 把 元, ) 简写 为 (.,), 确切 定义 如 
下 : 

定义 1 复 矢 量 空间 入 称 为 内 积 空间 (inner product space), 若 存 在 内 积 映射 
(,-): xV 忆 C, 对 任意 f,g,heV 和 任意 c eC 满足 

(a) (f,g+h)=(f,8)+(f,h); 

(b) (f,c8)=c(f,8): 

(c) (f,g)=(8,) [其 中 (g, 了 ) 代表 复数 (g, 了 ) 的 共 思 复 数 ]; 

(d) (f,1)>0, 有 (ff,f)=0S f=0." 

注 1 定义 1 的 条 件 (a), (b) 表 明 内 积 映射 (., -) 对 第 二 槽 是 线性 的 . 条 件 (c)[ 配 
以 条 件 (a), (b)] 则 表明 (f+g, 有 加 =(f, 有 +(g, 有 及 (cf,g)=5(f,g) .由 于 具有 这 种 


@@ 只 含 零 元 的 空间 也 可 看 作 内 积 空间 , 但 本 附录 在 不 加 声明 时 只 讨论 维 数 大 于 零 的 内 积 空间 . 
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性 质 , 我 们 说 映射 (.,.) 对 第 一 权 是 反 线性 (或 共 思 线性 ) 的 . 条 件 (d) 表 明 
(f,8)=0 vg eV f=0, 因 可 取 g=ff. 

注 2 定义 1 对 实 矢量 空间 也 适用 , 只 须 把 C 改 为 展 . 实 空 间 的 内 积 就 是 $ 2.5 
定义 的 正定 度 规 , 但 是 , 由 于 非 正定 度 规 不 满足 定义 1 的 条 件 (d), 所 以 度 规 未 必 是 
内 积 . 

例 1 C[a,5]= {[a,5]c 民 上 连续 复 值 函数 f(x)} 


是 无 限 维 复 矢量 空间 . 定义 内 积 


5 一 一 
Ua) = | Fede, Wg ectab), (B-1-1) 


则 Cr[a,5] 是 内 积 空间 (请 读者 自行 验证 上 式 定义 的 内 积 的 确 满足 定义 1). 

利用 内 积 可 自然 定义 内 积 空 间 中 任意 两 点 的 距离 , 进而 定义 空间 的 拓扑 . 

定义 2 ”内 积 空间 入 中 任意 两 元 素 上 /和 8g 的 距离 定义 为 

d(f,8):= VC -8g,f -8)- 
易 见 d(f,g)=d(g,/). 设 feV, rr>0, 则 以 f 为 心 、 以 r 为 半径 的 开 球 定义 为 
B(f,r):= {geV | d(g,f)<r}.. 
用 开 球 可 给 天 定义 拓扑 (类 似 于 8$1.2 例 3 的 “通常 拓扑 ”): 
29 := { 空 集 或 赤 中 能 表 为 开 球 之 并 的 子 集 }. 

可 见 内 积 空间 六 可 自然 地 被 定义 为 一 个 拓扑 空间 . 上 式 定义 的 拓扑 2 叫做 天 的 自 
然 拓扑 . 今后 如 无 特别 声明 , 凡 涉及 VV 的 拓扑 时 一 律 指 这 一 拓扑 . 

82.3 讲 过 (有 限 维 ) 实 矢量 空间 VV 的 对 偶 空间 严 , 它 是 由 和 到 如 的 全 体 线 性 映 
射 的 集合 . 对 (有 限 或 无 限 维 ) 复 矢量 空间 玉 , 对 偶 矢量 可 定义 为 由 天 到 C 的 线性 映 
射 . 然而 内 积 空间 除了 是 复 矢 量 空间 外 还 是 拓扑 空间 , 因此 对 映射 7 :六 一 C 还 可 
问 及 是 否 连 续 的 问题 ,[ 这 时 还 涉及 C 的 拓扑, 其 定义 也 很 自然 : 设 z,z, eC 且 
z=a+ib,zy=ay+ibp，( 其 中 a,@,b,b, eRR), 则 z,z, 的 距离 可 定义 为 
d(z,) := [(a1 一 ap) +(b 一 b>]1 人 ,用 此 距离 便 可 定义 开 球 , 从 而 定义 C 的 拓 
扑 .] 在 泛 函 分 析 中 , 每 个 连续 的 线性 映射 7 : 六 一 C 称 为 上 的 一 个 连续 线性 泛 
函 (continuous linear functional). 我 们 关心 太 上 全 体 连续 线性 泛 函 的 集合 ( 它 有 许多 
好 的 性 质 ), 并 称 它 为 的 对 偶 空间 .” 


人 车 入 为 有 限 维 , 则 VY 上 的 线性 泛 函 必定 连续 . 因此 只 当 7 为 无 限 维 时 连续 性 才 是 对 线性 泛 函 有 实质 意义 的 
要 求 . 
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定义 3 内 积 空间 太 的 对 偶 空 间 (又 称 共 斩 空 间 ) 定 义 为 
斑 :={7: 和 了 一 C17 为 连续 的 线性 映射 } . 

斑 也 可 看 作 复 大 量 空间 , 为 此 只 须 用 如 下 的 自然 方法 定义 加 法 和 数 乘 : 

加 法 Gn +p(f):= (N+) vm, er,f eV; 

数 乘 (cn)(f):= cn(f),, vneV’,f eV,ceC. 

(由 此 可 知 零 元 是 V* 中 这 样 的 元 素 , 它 作用 于 任意 f eV 都 得 零 . ) 

读者 至 此 自然 会 联想 到 量子 力学 的 右 矢 和 左 撩 空间 , 并 猜想 右 矢 空 间 是 内 积 
空间 六 ,而 左 矢 空 间 则 是 产 . 然而 事情 比 此 略为 复杂 . 要 保证 Dirac 的 左右 矢 记号 
得 心 应 手 , 左右 着 源 , 左 、 右 矢 空间 应 该 “完全 对 等 ”. 这 似乎 不 难 :根据 $2.5, 有 限 
维 实 矢量 空间 玉 上 的 度 规 自然 诱导 一 个 从 天 到 矿 的 一 一 到 上 的 线性 映射 . 然而 ， 
由 于 复 空间 的 内 积 与 实 空间 的 度 规 的 少许 不 同 , 复 空 间 六 上 的 内 积 自然 诱导 的 从 
六 到 V" 的 映射 不 是 线性 而 是 反 线性 的 . 不 过 这 不 构成 什么 问题 . 真正 构成 问题 的 
是 量子 力学 中 用 到 的 内 积 空间 多 数 是 无 限 维 的 , 而 这 导致 上 述 映 射 未 必 到 上 , 即 六 
与 V* “不 一 样 大 ”. 先 看 如 下 命题 : 

命题 B-1-1 内 积 映射 (-,-) 自然 诱导 出 一 个 一 一 的 \ 反 线性 的 映射 x: -> VV" . 

证 明 ” 设 , 则 j=(f,) 是 从 斑 到 C 的 映射 . 由 内 积 定义 可 知 它 是 线性 的 . 还 
可 证 明 ( 略 ) 它 是 连续 的 , 因此 11 eyV*. 具体 说 , wy 是 V" 的 这 样 一 个 元 素 , 它 作用 于 
g ee 入 的 结果 为 1(8) := (f,g). 可见 (.,) 自然 诱导 出 一 个 映射 x: 玉 一 六” ,定义 为 
Wf) := 71 :映射 v 的 一 一 性 和 及 线性 性 的 证 明 留 作 习题 . 反 线性 性 是 指 

v(f +h)=v(f)+v(h), vcf)=cv(f), vi,heV, ceC. 口 

若 扩 是 有 限 维 空间 , 则 V' 与 六 有 相同 维 数 , 因而 上 述 反 线性 映射 v :不 一斑 
一 定 到 上 . 若 广 是 无 限 维 的 , 则 V" 也 是 无 限 维 的 , 这 时 v: 六 -> 六" 不 一 定 到 上 . 直观 
地 说 , 六 有 可 能 “ 比 玉 大 ”, 即 y[ 站 c 玉 但 v[ 站 关于 .然而 , 为 保证 Dirac 的 左右 
矢 运算 给 出 正确 结果 , 我 们 需要 天 同 大 “一 样 大 ”, 即 vy[ 四 = 天. 不 久 将 看 到 , 其 
实 斑 比 天 最 多 “只 多 一 层 皮 ”, 只 要 给 天 适当 地 “ 补 上 一 层 皮 ”, vy :这 VV 就 可 
到 上 ,六 与 V* 就 “一 样 大 ”. 为 了 用 准确 语言 表述 这 些 直观 思考 , 我 们 先 介绍 下 列 

定义 4 设 刻 为 内 积 空间 ，f eV,{f,} 是 秋 中 的 一 个 序列 ( 见 $1.3 定义 6). 我 们 
说 {/,} 收敛 于 了 ( 记 作 了, 这 了 ,车 lima(f,f,)=0. 了 称 为 序列 {f,} 的 极限 ,” 记 


(D 内 积 空间 可 自然 看 作 拓扑 空间 , 而 拓扑 空间 中 的 点 序列 的 极限 已 有 定义 ($1.3 定义 7). 不 难 证 明 该 定义 同 本 
页 定义 等 价 . 
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作 了 f= lim 万. 
定义 5 天 中 的 序列 {f,} 称 为 柯 西 序列 (Cauchy sequence), 若 Ve >03N>0 
使 当 n,m>N 时 有 4d(f,,f,)<e. 


Oe 

iy 收 
(b) 
(c) cs 于 
pe Ee ja 


图 B-1 连续 实 值 函 数 序 列 { (x)} 
在 C[a,5] 中 不 收敛 ， 因 f(x)¢ Cla,b] 


可 以 证 明 , 收敛 (于 任 一 fe 六) 的 序列 一 定 是 柯 西 序列 , 但 反之 不 然 . 

定义 6 内 积 空 间 广 称 为 完备 的 (complete), 若 其 中 任 一 柯 西 序列 收敛 . 

例 1 的 C[a,b] 是 不 完备 的 内 积 空间 . 图 B-1 是 对 此 的 一 个 直观 解释 . 图 中 
(a), (b), (c) 代 表 C[a,8] 中 的 某 一 柯 西 序列 {f(x)} 的 三 个 元 素 ( 其 序号 依次 增 大 ). 
序列 {f(x)} 不 收敛 于 Cra,5] 的 任何 元 素 . [如 果 一 定 要 谈 收敛 , 则 也 可 说 它 收敛 于 
(gd) 代 表 的 函数 f(x) ,但 f(x) gC[a,5b], 因为 它 不 连续 .] 柯 西 序列 {f(x)} 在 Cla,5b] 
内 没有 极限 表明 Cla,2] 不 完备 . 为 使 之 完备 化 , 可 把 [a,5] 上 虽 不 连续 却 平 方 可 积 
的 复 值 函数 [例如 图 B-1 的 了 (x)] 包 含 进去 , 扩大 后 的 空间 记 作 世 [a,5], 即 


pr mf? 2 @ 
C66]={f :Ia 习 一 CI7 满 足 | 17CDOP dx<o). GB-1-2) 


仍 用 式 (B-1-1) 为 内 积 定义 , 则 可 证 忆 [a,5] 是 完备 的 内 积 空 间 . 

内 积 空间 C[a,b] 的 这 一 完备 化 程序 很 有 启发 性 . 事实 上 , 任何 不 完备 的 内 积 空 
间 赤 都 可 以 完备 化 , 为 此 只 须 把 它 略 加 扩大 一 一 把 所 有 柯 西 序列 “应 有 的 极限 点 ” 
都 补 进 亚 中 . 可 以 证 明 , 对 任何 不 完备 内 积 空间 亚 , 总 可 找到 完备 的 内 积 空间 产 ， 
使 得 玉 c 瑚 而 且 天 = 六 ,其 中 天 是 把 产 看 作 拓扑 空间 (用 其 内 积 定义 拓扑 ) 时 子 集 
大 的 闭 包 . 直观 地 可 以 说 广 比 广 “ 最 多 只 多 一 层 皮 ”. 

定义 7 完备 的 内 积 空间 叫 希 尔 伯 特 空间 (Hilbert space), 记 作 多 . 


@ 式 中 的 积分 是 指 Lebesgue 积分 , 严格 地 说 , 函数 了 (x) 还 应 具有 “可 测 性 ”. 可 以 这 样 说 :物理 上 过 到 的 函 
数 都 满足 这 一 要 求 . 此 外 , 两 个 函数 如 果 只 在 测度 为 零 的 集 上 不 同 就 应 被 视 为 [a,5] 的 同一 元 素 . 本 脚注 同样 适 
用 于 (了 R7) . 
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注 3 有 限 维 的 内 积 空间 一 定 完 备 , 因此 一 定 是 Hilbert 空 间 . 然而 量子 力学 中 
用 到 的 Hilbert 空间 多 数 是 无 限 维 的 . 无 限 维 是 许多 问题 变 得 复杂 的 根源 . 
同 卢 [a,b] 相仿 ， 


DGRD ={/ : R" 一 CI 满足 1/P danx<oj [内 积 定义 仿 式 (B-1-1)] (B-1-3) 


也 是 Hilbert 空间 , 其 中 LI2(R3) 是 量子 力学 常用 的 波 函 数 空间 . 

由 于 具有 完备 性 , Hilbert 空间 有 许多 很 好 的 性 质 , 其 中 对 我 们 特别 有 用 的 就 是 
多 与 其 对 偶 空间 放 * “一 样 大 ”, 即 才 多 ]= 多 ”, 见 如 下 命题 : 

命题 B-1-2 设 多 是 Hilbert 空间 , 多 * 是 其 对 偶 空间 , 则 Yn e 罗 *, 有 唯一 的 
亡 e 多 使 7(8)= (万 ,8) Vg eZY. 

证 明 ” 见 任 一 泛 函 分 析 教 程 中 关于 Riesz 表现 定理 的 证 明 . 口 

注 4 命题 B-1-2 表明 , 对 Hilbert 空间 多 , 命题 B-1-1 的 v: 多 一 多 "是 到 上 
的 , 即 v 是 “一 到 上 的 反 线 性 映射 . 这 个 命题 的 重要 性 在 于 保证 多 同 儿 “一 样 大 ” 
请 注意 不 完备 内 积 空间 没有 这 样 好 的 结论 . 可 见 物理 学 不 但 需要 内 积 空间 , 而 且 需 
要 完备 的 内 积 空间 Hilbert 空间 . 

利用 映射 vy : 多 一 多" 还 可 把 多 “定义 为 Hilbert 空间 : Yn,6 ep" ,由 命题 
B-1-2 可 知 有 唯一 的 有 ,大 e 多 使 7=v(CA)5=Y( 廊 ). 定 义 7 和 5 的 内 积 为 

(7,6) := (万 , 方 )， (B-1-4) 

则 不 难 验证 (习题 )(w,é) 满足 内 积 定义 , 故 多 * 是 内 积 空 间 . 还 可 证 明 多 "是 完备 的 ， 
因而 也 是 Hilbert 空间 . 可 见 多 "与 多 实在 非常 “ 像 ” :它们 之 闻 不 但 存在 一 一 到 上 
的 反 线 性 映射 , 而 且 这 一 映射 还 在 式 (B-1-4) 的 意义 上 保 内 积 . 和 必 * 的 这 种 相 
像 性 使 我 们 可 以 把 它们 分 别 用 作 量 子 力 学 中 的 右 和 拓 和 左 矢 空间 ( 详 见 小 节 B.1.4). 
[选读 B-1-H] 

设 玉 是 不 完备 的 内 积 空间 (因而 不 是 Hilbert 空间 ), 我 们 来 说 明 广 仍 可 被 自然 
地 定义 为 Hilbert 空间 . 以 多 代表 把 矿 完 备 化 后 得 到 的 Hilbert 空间 , 则 铬 = 天 . 按 
照 命题 B-1-2 及 其 后 面 的 讨论 , PY* 也 是 Hilbert 空间 . 和 "的 任 一 元 素 7 是 和 上 的 
连续 线性 泛 函 , 把 它 的 作用 范围 限制 在 六 上 C 略 , 便 得 太 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 , 记 
作 字 eV” .可见 存在 映射 : 多 * 过 瑚 ,定义 为 5(1) := 广 . 由 困 = 亚 并 借助 柯 西 
序列 可 以 证 明 映 射 是 一 一 到 上 的 线性 映射 . 于 是 可 用 将 V*" 和 内 * 认 同 , 从 而 
使 产 也 获得 Hilbert 空间 的 结构 . 

小 结 ”无 论 内 积 空间 矿 是 否 完备 , 其 对 偶 空间 VV 一 定 完备 (一 定 是 Hilbert 空 
间 ). 车 玉 不 完备 , 则 v7] 而 VIV]=V"( 此 即 “ 最 多 只 多 一 层 皮 ”的 含义 ); 若 严 
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完备 , 则 v[V]=VV”. [选读 B-1-1 完 ] 
[选读 B-1-2] 

利用 连续 线性 泛 函 的 概念 还 可 对 5 函数 赋予 准确 的 数学 含义 . 众 所 周 
知 , Dirac 最 先 提出 函数 概念 并 用 它 成 功 地 解决 了 许多 物理 问题 .他 把 6(x) 定 义 
为 满足 如 下 要 求 的 “一 元 函数 ”: 


0 ， 0 
az- Ss 


(b) 对 及 上 任意 函数 g(x) 有 [ POC)5C) dx = 9(0). (B-1-5) 
然而 这 样 定 义 的 6(x) 无论 如 何不 是 普通 意义 下 的 一 元 函数 , 因为 6(0)= oo 不 符合 
“一 元 函数 是 从 了 (或 其 子 集 ) 到 民 的 映射 ” 这 一 定义 , 而 且 , 更 重要 的 , 条件 (a) 表 
明 6(x) 几乎 处 处 为 零 , 根据 Lebesgue 积分 理论 , 只 能 有 太 6(x)dx =0, 而 条 件 (b) 
却 要 求 性 6(x)dx =1. 这 使 得 数学 界 开始 时 拒绝 接受 8 函数 . 然而 8 函数 “ 屡 战 屡 
捷 ” 的 事实 引起 了 菜 些 数学 家 的 兴趣 , 他 们 经 过 努力 后 提出 了 广义 函数 理论 (20 世 
纪 40 年 代 左 右 ) 从 而 把 5 函数 置 于 严格 的 数学 基础 之 上 . 简单 地 说 , 6 函数 不 是 普 
通 意义 的 函数 而 是 某 个 特定 的 函数 空间 天 ( 带 拓 扑 ) 上 的 连续 线性 泛 函 . 观察 式 
(B-1-5b) 不 难 发 现 [MM 6(Xx)()dx 是 一 部 有 一 个 输入 楷 的 机 器 , 输入 任 一 函数 p(x) 就 
产 出 一 个 复 (或 实 ) 数 V(0) ,可 见 6(x) 的 实质 是 函数 空间 上 的 线性 泛 函 . 用 以 定义 广 
义 函 数 的 那个 函数 空间 尺 是 全 体 “ 足 够 好 ”的 浮 数 的 集合 , 定义 为 


K:={9: 民 下 Clg 为 C", 9 的 支 集 有 界 }， (B-1-6) 


再 在 其 上 定义 适当 的 拓扑 (从 略 .定义 了 这 一 拓扑 的 天 称 为 基本 空间 ), 则 对 天 上 的 
线性 泛 函 便 可 问 及 是 否 连续 的 问题 . 及 上 的 每 个 连续 线性 泛 函 称 为 一 个 广义 函数 
(generalized function), 亦 称 一 个 分 布 (distribution). 可 以 证 明 :@ 取 上 任 一 局 部 可 积 
函数 /Co "都 可 看 作 一 个 广义 函数 ,更 确切 地 说 ,f(x) 按 下 式 定义 的 泛 函 思 / 


m= od, voek GB-1-7) 


是 一 个 广义 函数 , 称 为 函数 型 的 广义 函数 , 可 见 广义 函数 可 看 作 普通 函数 在 某 种 意 
义 上 的 推广 . @ Vx, E 限 , 用 下 式 定义 的 连续 线性 泛 函 5。 


曲 函数 9(X) 的 支 集 定义 为 子 集 {r e 了 |p(z) 关 全 的 闭 包 . 
名 函数 (Xx) 称 为 局 部 可 积 的 , 车 它 在 下 的 每 一 有 界 区 域内 可 积 , 
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0 ( 门 := fo)，YFs 天 (B-1-8) 


也 是 一 个 广义 函数 ( 当 xo =0 时 又 简 记 为 6), 但 是 不 在 在 任何 局 部 可 积 劝 数 f(x) 
满足 11j =6，，, 因此 5 属于 非 函数 型 的 广义 函数 . 式 (B-1-8) 也 可 形式 地 表 为 


50ND)= 6G-m)f 0dr= f00), Vek, B-1-9) 


其 中 6(x 一 x0) 只 是 一 个 象征 性 的 符号 而 不 是 什么 沁 数 . Dirac 把 记号 6(x 一 x0) 看 
作 轴 数 (看 作 把 实数 变 为 实数 的 映射 ) 虽 然 不 对 , 但 他 从 来 都 只 把 5(x 一 x0) 置 于 积 
分 号 内 使 用 ,就 是 说 ,他 只 用 它 把 函数 映射 ( 变 ) 为 复 ( 实 ) 数 , 实际 上 也 就 是 把 它 作 为 
泛 函 使 用 , 这 就 是 他 “ 屡 战 屡 捷 ”的 原因 . 

对 广义 函数 还 可 定义 导 函 数 . 众所周知 , 许多 普通 函数 都 没有 导数 . 然而 广义 
函数 都 有 导 涵 数 ( 无 限 阶 可 微 ), 而 且 导 函数 都 是 广义 函数 , 详 见 参考 文献 . 

初学 者 在 得 知 6 函数 是 连续 线性 泛 函 后 , 往往 误 以 为 它 是 Hilbert 空间 和 上 的 
连续 线性 泛 浮 . 如 果 果 真如 此 , 5 函数 就 属于 入" ,由 命题 B-1-2 便 知 镶 必 有 元 素 
与 之 对 应 ,而 这 样 一 来 6 就 成 为 测 数 型 广义 函数 ( 即 普 通 意 义 下 的 函数 ) 了 . 事实 上 ， 
广义 函数 ( 含 G 盟 数 ) 是 基本 空间 玉 上 的 连续 线性 泛 函 ,而 基本 空间 一 定 不 是 
Hilbert 空间 . 上 述 误 解 的 产生 原因 与 下 述 情况 有 关 : 由 于 Dirac 在 讨论 量子 力学 时 
经 常 使 用 6 防 数 , 人们 总 以 为 6 函数 与 量子 力学 密切 相关 . 其 实 , 冯 : 诺 依 村 等 人 为 
量子 力学 建立 的 一 整套 严密 的 数学 基础 根本 不 涉及 函数 , 详 见 $SB.2. 

本 选读 主要 参考 文献 : 夏 道 行 等 (1985);， 盖 尔 芳 特 等 (1965)， [选读 B-1-2 完 ] 


B.1.2 Hilbert 空间 的 正 交 归 一 基 


入 维 矢量 空间 大 的 一 个 基底 无 非 是 由 N 个 元 素 组 成 的 、 满 足 如 下 两 个 要 求 
的 一 个 序列 {el ,ew} ， 全 {el,.……, en} 线性 独立 ; © pe 的 任 一 元 素 可 由 
{e1,…, en} 线 性 表 出 . 我 们 想 把 基底 概念 推广 至 无 限 维 的 Hilbert 空间 多 . 
定义 8 多 的 有 限 子 集 {fi,…, fw} 称 为 线性 独立 的 , 若 
Def,=0 = 6 =0, n= N. 


多 的 任 一 子 集 { 广 } 称 为 线性 独立 的 , 若 {f,} 的 任 一 非 空 有 限 子 集 线性 独立 . 
如 果 多 中 存在 满足 以 下 两 条 件 的 无 限 序列 {e } : @ {e } 线性 独立 ， 回 多 的 
任 一 元 素 了 可 由 {e } 线性 表 出 : 


= Cn eC, (B-1-10) 


就 说 {6,} 构成 多 的 一 个 基底 . (上 式 中 的 了 = cwe, 是 lim > cwe, 的 简写 
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请 注意 这 里 的 极限 涉及 多 的 拓扑 , 对 于 未 定义 拓扑 的 矢量 空间 无 意义 .) 
下 面 再 讨论 多 的 正 交 归 一 基 . 
定义 9 Hilbert 空间 必 中 的 序列 {f,} 叫 正 交 归 一 序列 , 若 
(fns Jn) = Onn: (B-1-11) 


不 难 证 明 ( 习 题 ) 多 中 的 任 一 正 交 归 一 序列 都 线性 独立 . 所 以 , 若 多 的 维 数 有 
限 , 则 当 { 万 } 的 元 素 个 数 等 于 多 的 维 数 时 , {f,,} 自然 构成 多 的 一 个 基底 , 而且 是 
正 交 归 一 基 . 当 多 是 无 限 维 时 , 要 成 为 正 交 归 一 基 , {f,} 的 元 素 必须 无 限 多 个 . 然 
而 , 并 非 由 无 限 多 个 元 素 构 成 的 正 交 归 一 序列 {4,,} 都 是 正 交 归 一 基 , 这 里 有 一 个 
是 否 已 把 元 素 “ 选 够 ”的 问题 (例如 , 设 {f,} 是 基底 , 则 只 取 z 为 偶数 的 子 集 也 含 无 
限 多 个 元 素 , 但 却 不 是 基底 ), 只 有 满足 下 面 定 义 的 完备 性 条 件 的 {f,} 才能 成 为 正 
交 归 一 基 . 

定义 10 岁 中 的 正 交 归 一 序列 {f,} 叫 完 备 的 (complete), 若 多 中 除 零 元 外 
不 存在 与 每 个 f, 都 正 交 的 元 素 ( 即 不 能 通过 给 {/,,} 添加 新 元 素 而 得 到 “更 大 ”的 
正 交 归 一 序列 ). 

{f} 的 完备 性 保证 多 的 任 一 元 素 f 都 可 用 {f,} 线性 表 出 , 因此 罗 的 任 一 完 
备 的 正 交 归 一 序列 (如 果 存 在 ) 都 是 多 的 正 交 归 一 基 [ 证 明 见 Roman(1975) 定 理 
10.4(4)]. 改 用 {fe,} 代表 完备 的 正 交 归 一 序列 , 则 任 一 f eZ 都 可 用 {e,} 线性 表 出 
[ 见 式 (B-1-10)]. 由 式 (B-1-10) 和 (B-1-11) 得 


Cn = (en, 7), (B-1-12) 

故 J=> (6 je, . (B-1-13) 
[选读 B-1-3] 

由 正 交 归 一 序列 构成 的 正 交 归 一 基 {e,} 虽然 有 无 限 多 个 元 素 ,但 hn 为 自然 数 
就 表明 {e,} 是 可 数 的 (countable)( 可 以 一 个 一 个 地 数 ). 然而 , 并 非 任意 Hilbert 空间 
多 都 有 可 数 的 正 交 归 一 基 , 因此 还 要 谈 及 不 可 数 的 正 交 归 一 基 {e,} ,其 中 必 只 用 
于 识别 子 集中 的 元 素 , 不 代表 自然 数 ，{e,} 不 是 序列 而 是 不 可 数 子 集 . 下 面 给 出 最 
一 般 的 Hilbert 空间 的 基底 定义 : 

定义 11 必 的 子 集 {e,} (其 元 素 个 数 可 以 无 限 , 而且 可 以 不 可 数 ) 称 为 懈 的 
一 个 基底 , 车 {e，} 是 线性 独立 的 , 且 .上 = 必 , 其 中 

:= {f e 庆 | 了 /可 表 为 {ea} 中 的 有 限 个 元 素 的 线性 组 合 }. 

每 一 Hilbert 空间 都 有 正 交 归 一 基 [ 证 明 见 Reed and Simon(1980) 定 理 IL5], 但 
只 当 它 具有 可 分 性 (separability, 定义 略 ) 时 才 有 可 数 的 正 交 归 一 基 [ 见 
Roman(1975) 定理 10.2(5) and 10.2(7)]. 可 喜 的 是 , 实用 中 遇 到 的 Hilbert 空间 多 数 是 
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可 分 的 ,平方 可 积 函 数 空间 世 (RR”) 就 是 一 例 . 

若 {es} 为 可 数 基 , 则 任 一 了 Ee 略 自然 可 以 表 为 基 和 拓 的 取 和 展开 式 (B-1-13). 有 
趣 的 是 , 即使 {e。} 为 不 可 数 基 , 任 一 fe 放 仍 可 用 式 (B-1-13) 表 示 , 这 是 因为 泛 函 
分 析 有 如 下 结论 [证 明 见 Reed and Simon(1980) 定 理 IL6]: V/ e 多 ,满足 (@,,f)z0 
的 eu 必 组 成 可 数 子 集 , 即 /在 {e,} 中 挑 出 一 个 可 数 子 集 {e,} (不 同 f 挑 出 的 子 集 
可 不 同 ), 用 它 可 把 表 为 可 数 项 之 和 . 结论 :即使 是 不 可 分 的 Hilbert 空间 , 其 任 一 
元 素 乒 仍 可 用 基 夭 表 为 可 数 项 之 和 , 即 式 (B-1-13) 仍 成 立 . [选读 B-1-3 完 ] 


B.1.3 Hilbert 空间 上 的 线性 算 符 


定义 12 映射 4: 多 -多 称 为 多 上 的 算 符 (operatonD, 数学 书 一 般 译作 算 
子 . 4 作用 于 fe» 的 结果 记 作 4f. 4 称 为 线性 算 符 (linear operator), 若 
Alcfitcs fo)=cAf t+cAp, Vfh,fy ez, cc eC. 
定义 13 算 符 4: 罗 一 多 和 有 :多 今 多 称 为 相等 的 , 若 4=BJ vf ex. 


今后 如 无 特别 声明 , 行文 中 的 算 符 均 指 线性 算 符 . 多 上 全 体 线性 算 符 的 集合 
了 (多 ) 也 是 个 复 矢 量 空间 , 只 要 用 如 下 的 自然 方式 定义 加 法 和 数 乘 : 


加 法 (4+ 如 ) 丰 := 4f+h4f, VA,h eI(F),f ey; (B-1-14) 

数 乘 (cA)f := oAf), VAeZ(F),f ez,ceC; (B-1-15) 

[ -2( 和 ) 的 零 元 (也 叫 零 算 符 ) 是 这 样 的 算 符 , 它 作 用 于 任意 f e 罗 都 得 多 的 
零 元 .] 


算 符 分 为 有 界 算 符 和 无 界 算 符 两 大 类 (定义 见 下 节 ). 本 节 只 讨论 有 界 算 符 . 
定义 14 多 上 的 一 个 线性 算 符 4: 多 一 多 自然 诱导 出 多 * 上 的 一 个 线性 算 
符 A* : 多" 一 多 ,定义 为 
(TCD := 7TC4 门 ， YJe 罗 Te (B-1-16) 
易 见 4*n( 作 为 从 居 到 C 的 映射 ) 是 线性 的 , 还 可 证 明 它 是 连续 的 ,因此 4*ne Y”， 
从 而 保证 作 是 从 多" 到 多 "的 映射 . 这样 定 义 的 4* 称 为 算 符 4 的 对 偶 算 符 (dual 
operator). 


图 B-2 用 映射 v 和 全 定义 4 
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注 5 QA4 和 4 是 两 个 不 同 Hilbert 空间 上 的 算 符 , 其 中 4: 多 一 多 而 4: 
多 "> 多” .四 请 读者 证 明 :(a) 4 的确 是 线性 算 符 ，(b) 4* 与 4 的 对 应 关系 是 线性 
的 , 即 
(4+4 六 =4 +h, (cd4) =cd 
多 上 的 任 一 线性 算 符 4 的 对 偶 算 符 4* 又 可 自然 诱导 出 必 上 的 一 个 线性 算 符 


4 和 :多多 . 设 v: 多 全 多" 是 小 节 B.1.1 中 的 一 一 、 到 上 、 反 线性 映射 , 则 
Vf ee 这 ,由 图 B-2 所 示 的 映射 路 径 可 知 有 唯一 的 he 多 与 之 对 应 , 故 可 自然 地 定 


六 
4f 太 := (B-1-17) 
就 是 说 , 41 由 如 下 的 复合 映射 定义 : 
Al:=v loA'ov. (B-1-18) 
v 的 反 线性 性 导致 v” 的 反 线性 性 , 加 上 4* 的 线性 性 , 便 知 41 是 线性 的 . 
定义 15 式 (B-1-18) 定 义 的 4i : P 二 必 叫 4 的 伴随 算 符 (adjoint operator). 
注 6 4 和 4i 都 是 上 的 算 符 ,但 4* 是 Z* 上 的 算 符 . 
命题 B-1-3 设 4i 是 4 的 伴随 算 符 , 则 
(f,Ag)=(4'f,g), vge¥. (B-1-19) 
反之 ,车 B: 多 一 多 满 足 
(f,Ag)=(Bf,g8), VvV/,g ee, (B-1-20) 
则 B= 41+. 
证 明  (f,4g)=n(Adg)=(A4'n,)8)=7,(8)=(h,8)=(41f,8), 
其 中 第 一 步 用 到 7y 的 定义 , 第 二 步 用 到 4" 的 定义 , 第 三 步 无 非 是 把 47y 记 作 
7;( 见 图 B-2), 第 五 步 用 到 41 的 定义 式 (B-1-17). 反之 , 式 (B-1-20) 减 式 (B-1-19) 得 
0=(Bf,8)-(4'f,8)=(B/-Af,g), Vf,g ez, 
故 0=Bf-A4f=(B-A41)f Vre 罗 ,因而 B= 4 口 
注 7 可 见 式 (B-1-19) 可 用 作 4i 的 等 价 定义 . 
命题 B-1-4 ”41 与 4 的 对 应 关系 是 反 线性 的 , 即 
(4 +4)1 = 4 +4,', (B-1-21) 


(cA)' =¢At, YeeC. (B-1-22) 
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证 明 “习题 口 
命题 B-1-5 设 4 为 多 上 的 有 界 算 符 , 则 4i+ = 4 
证 明 “习题 . 口 


定义 16 (有 界 ) 线 性 算 符 4: 多 一 多 称 为 自 伴 的 (self-adjoinb) 或 者 厄 米 的 

(hermitean), 若 4= 41, 即 
(f,Ag)=(Af,g), Vf,ge¥. (B-1-23) 

注 8 “ 厄 米 算 符 就 是 自 伴 算 符 ” 的 说 法 只 对 有 界 算 符 成 立 . 对 无 界 算 符 , 自 
伴 性 强 于 厄 米 性 , 详 见 下 节 . 
B.1.4 ”Dirac 的 左右 矢 记 号 

在 Dirac 的 记号 中 ,每 一 fe 多 记 作 | 了/) , 称 为 右 和 拓 (ket); 每 一 7 ep2* 记 作 (|， 
称 为 左 矢 (bra). (| 作用 于 | 了 ) 所 得 复数 记 作 (| 放 , 即 (7| 有 =7(/). 物 理学 家 党 
把 (四 了) 称 为 (| 与 | 了 ) 的 内 积 , 在 泛 函 分 析 中 (| 由 则 是 g, 与 了 的 内 积 , 其 中 
gj = 1(1) e 罗 .记号 (万 中 的 ( ) 可 看 作 一 个 尖 括号 , “括号 ”在 英文 中 是 
“bracket”, 去 掉 字 母 c 并 拆 为 两 半 , 自然 把 左 半 (《 | 称 为 bra, 而 右 半 | ) 称 为 
ket | 力 e 因 在 v: 多 一 多 "映射 下 的 像 7r eZ' 本 应 记 作 (my|, 但 可 简 记 为 (|， 
这 不 会 与 |/) 混淆, 却 可 形象 地 表明 (了 | 就 是 | 了 ) 在 v 映 射 下 的 对 应 物 . 通常 也 把 这 
种 对 应 关系 记 作 (f|<>|/) . 同样 , (|e' 的 逆 像 1( 攻 可 简 记 为 | 从， 即 
(n|<>|) ,原来 的 (f,g)=my(g) 则 可 表 为 (f,g)=(f|g). 实际 上 ,使 用 Dirac 记号 
后 无 需 再 以 拉丁 字母 f, g,… 和 希腊 字母 , 6,… 分 别 代表 必 和 P* 的 元 素 . 设 
|w)e,ceC, 则 clw)e 多 ,也 可 记 作 |cw)， 即 cly)=|ew). 由 定义 1 的 (c) 和 (b) 有 


(wl¢)=(¢lw), (B-1-24) 
(vl|ef)= cz| 纵 ， (B-1-25) 
和 (cy|¢)=c(y|¢), (B-1-26) 


中 (cw| 代 表 |ew) 在 映射 x 下 的 像 , 即 (cw|<>|ew). 注意 到 v 的 反 线性 性 , 得 
(cy|=v(cw)=Erv(y)=c(y 

故 映射 x : 多 一 多 "的 反 线 性 性 体现 为 
(cy|=z(y| (B-1-27) 
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或 cv) <> cy), (B-1-28) 
其 中 5w| 是 复数 = 乘 左 矢 (w| 所 得 的 左 矢 , 也 可 记 为 (y|z. 
算 符 4 作用 于 右 矢 |w)e 居 所 得 的 右 矢 记 作 |4w), 即 4|w)=|Aw) .把 4* 作 用 
于 左 矢 (m|e “的 结果 记 作 4*(n| , 则 4° 的 定义 式 (B-1-16) 可 表 为 
(4 (7|)|7)=(7|(4|7), vf)e¥, (nle¥. (B-1-16") 
现在 说 明 上 式 右边 的 圆 括号 可 以 去 掉 . 先 回 到 不 用 Dirac 记号 的 式 (B-1-16). 因为 
4: 必 方 光 而 7 :多 一 C, 所 以 Jo4: 多 一 @C.7 是 多 上 的 连续 线性 泛 函 保证 
71o4 也 是 , 故 7。4e 多 ". 进 一 步 把 7e。4 简 记 作 74, 则 式 (B-1-16) 又 可 表 为 
(47TCDJ=(oe4CD)=(CL4CD， Vfey, ney’, 
因而 4%7=n4(e ZY"), 用 Dirac 记号 则 为 4"(m|=(m|4, 于 是 式 (B-1-16) 左 边 等 于 
((7|4)| 了 ), 故 式 (B-1-16) 其 实 是 
71D|7)=(7|(4|7)). (B-1-29) 
上 式 表明 圆 括号 没有 必要 , (|4| 了) 有 明确 含义 , 它 既 可 理解 为 ((m|4)|/), 也 可 理 
解 为 (n|(4|7)). 有 人 把 人 i 记 作 4", 则 他 们 的 (m|4 是 我 们 的 (7|4+ = 4Y (|. 
命题 B-1-6 Aly) © (wl|4i. (B-1-30) 
证 明 因 4|w)=|4w)<3(4w|, 故 只 须 证 (4w|b)=((w|41)|$) vib)eZ. 由 
式 (B-1-29) 得 


(wv|4)|0)=(w| 4G) =(y|4'¢)=(4y|0), 


其 中 第 一 步 用 到 式 (B-1-29), 第 二 步 用 到 41|4) =|419) ,第 三 步 用 到 式 (B-1-19) 及 
4f+ = 4 (命题 B-1-5). 口 
由 式 (B-1-30) 和 (B-1-27) 可 知 任 一 算 符 4 的 本 征 方程 4|w)=c|w) 的 左 矢 形式 


为 
(vy|41=(w|z. (B-1-31) 
设 和 e,} 是 多 的 正 交 归 一 基 , 则 可 定义 多 上 的 线性 算 符 定 |e, ) (e, | 为 
e)(e|)|w) := ,le,)(e, lv) ez, vv)ey. (B-1-32) 


与 式 (B-1-13) 结 合 得 
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DG | (B-1-33) 
其 中 了 代表 单位 算 符 ( 恒 等 映 射 ) 其 定义 为 7|w) := |w) Vv|w)eY . 式 (B-1-33) 便 
是 量子 力学 中 常用 的 完备 性 关系 . 


B.1.5 态 矢 和 射线 


量子 系统 每 一 时 刻 的 态 由 Hilbert 空间 必 中 的 一 个 矢量 ( 右 矢 |w) ) 表 示 , 因此 右 
矢 叫 做 态 矢 (state vecton. 然而 态 矢 与 态 的 对 应 关系 不 是 一 一 的 . Dirac(1981)P.17 说 
过 (大 意 ): 设 由 |w) 代表 的 态 与 自己 蕉 加 , 结果 将 对 应 于 态 矢 
ci|w)+cz|w)=(c1 +cz)|w) ,其 中 ci 和 cs 是 任意 复数 .我 们 应 该 假定 , 除了 
c1+cs =0 的 情况 外 , 结果 态 (cy +c,)|w) 与 原始 态 |w) 相同 , 即 态 矢 (ci +c,)|w) 
和 |w) 应 代表 相同 的 态 . (“自己 与 自己 苹 加 不 会 得 出 新 态 ”, 请 注意 这 与 经 典 物理 
非常 不 同 .) 就 是 说 , 右 矢 |w) 和 c|w) (c 为 任意 非 零 复数 ) 代 表 同 一 状态 . 于 是 , 若 
对 多 的 任意 非 零 元 素 |w) 定义 多 的 子 集 := {clw)| ceC,cz0} ,并 称 记 为 过 
|w) 的 一 条 射线 (ray), 则 一 条 射线 对 应 于 量子 系统 的 一 个 态 . 以 多 中 的 所 有 射线 为 
元 素 的 集合 用 叫 射线 空间 (ray space), 对 讨论 “AA 几何 相 ”( 见 $C.2) 有 重要 作用 . 


§ B.2 无 界 算 符 及 其 自 伴 性 


8$B.1 讨 论 的 是 “多 上 的 ”“ 有 界 ” 线 性 算 符 .下面 先 解释 这 两 个 定语 的 含义 . 

“多 上 的 算 符 (operator on 罗 )” 是 指 从 多 到 多 的 映射 , 其 定义 域 是 整个 
铬 . 然而 量子 力学 中 大 多 数 算 符 4 的 定义 域 ( 记 作 Dy ) 都 只 能 是 多 的 一 个 真子 集 ， 
即 4 只 能 是 从 DC 多 (Dz 略 ) 到 多 的 映射 . 这 称 为 多 中 的 算 符 (operator in 
多 ).” 以 1 维 空间 的 波 函 数 空间 多 = 蕊 (BR) 为 例 . (如 前 所 述 , 此 乃 无 限 维 Hilbert 
空间 . ) 定义 位 置 算 符 (position operatoD 瑟 : D, -> 王 ( 相 为 

(XX) := xy xX), Vy e Dr,xeR. (B-2-1) 

上 式 的 含义 是 : 作用 于 Dy 的 任 一 元 素 y 的 结果 是 这 样 一 个 波 函 数 , 其 在 点 
xe 民 的 值 等 于 yw 在 点 x 的 值 w(x) 乘 以 x. 算 符 XX 的 定义 域 D, x 号 (R), 因为 
3y eL( 四 使 zy g 蕊 (R) .例如 ,函数 | 


@ 这 种 用 on 和 in 形容 算 符 定义 域 的 约定 只 在 部 分 文献 中 采用 . 在 不 采用 这 种 约定 的 文献 [如 Reed and 
Simon(1980)] 中 “operator on 多 ”不 表明 该 算 符 的 定义 域 是 Y . 
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l/l/x, x2>1 
w(x)= 


0 ， x<l 


是 平方 可 积 的 , 但 函数 
1 x>1 


(Xy)(x) = xy(x)= | a 


却 非 平方 可 积 , 说 明 y eC( 风 而 y gDx .因而 位 置 算 符 只 是 己 (R) 中 [而 非 
LR) 上 ] 的 线性 算 符 . 第 二 个 例子 是 动量 算 符 (momentum operator) 已 : 
六 下 L(R), 其 定义 为 


(Py)(%) := - 访 cy 加 ， Vy eD;. (B-2-2) 


Dp 是 忆 (R) 的 这 样 的 子 集 , 其 中 每 个 元 素 y(x) 几乎 处 处 可 微 , ”而且 


dy epg, 


并 非 忆 (RQ) 的 每 个 元 素 都 满足 这 一 条 件 , 所 以 D, # 世 (R), 即 动 量 算 符 P 也 只 是 
世人) 中 [而 非 己 (R) 上 ] 的 线性 算 符 . 

下 面 介 绍 有 界 算 符 的 定义 . 

定义 1 线性 算 符 4: Di(C 多 ) 一 多 称 为 有 界 算 符 (bounded operator), 车 
3M>0 使 


VAf,Af) < MY(F ,I), VieD,, (B-2-3) 


否则 称 为 无 界 算 符 (unbounded operator). 

命题 B-2-1 设 4 是 多 上 的 有 界线 性 算 符 , 则 41 [由 式 B-1-18) 定 义 ] 也 是 多 
上 的 有 界线 性 算 符 . 

证 明 见 Roman(1975) 定 理 12.3a(1) 的 证 明 . 口 

对 有 限 维 Hilbert 空间 , 所 有 线性 算 符 都 是 有 界 的 ， 反 之 , 量子 力学 用 到 的 无 限 
维 Hilbert 空间 中 许多 重要 线性 算 符 (例如 位 置 算 符 蕊 ,动量 算 符 已 和 哈 氏 算 符 万 ) 
都 是 无 界 算 符 . 了 的 无 界 性 可 证 明 如 下 :考虑 波 函 数 序列 
{10), 2(X),…, W(X),…} ,其 中 yy (x) 定义 为 


Q 关于 Dp 的 进一步 限制 见 命题 B-2-5 证 明 的 脚注 . 
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1, xel[n, n+1) 
yn (7X) = 
0, xz#[n, n+1) 

则 易 见 yy, e Dx . 由 式 (B-1-1) 有 
op)= = =1, 
另 一 方面 ， 
Cy Xp) = 0 v0) tx= xdr > 
因为 n 可 为 任意 大 的 自然 数 , 所 以 不 存在 M> 0 使 


Vy Ky,) < MV,), Vw,(n). 


可 见 卫 无 界 . 

对 无 界 算 符 的 研究 是 在 20 世纪 20 年 代为 把 量子 力学 置 于 严密 的 数学 基础 之 
上 而 激发 起 来 的 .von Neumann ( 冯 : 诺 依 曼 ) 的 “Allgemeine Eigenwerttheorie 
Hermitescher Functionaloperatoren” [Math. Ann. 102，49~131(1923~1930). ] 和 ML. 
Stone 的 “Linear Transformations in Hilbert Spaces and their Applications to Analysis” 
[Amer. Math. Soc. Colloq. Publ., 15, New York(1932)] 对 这 一 理论 的 发 展 起 了 决定 
性 的 作用 . 虽然 一 般 量子 力学 教材 和 文献 的 某 些 提 法 在 数学 上 不 严格 , 但 都 可 以 严 
格 化 , 因为 存在 着 以 上 述 工作 为 基础 的 数学 上 严密 的 一 整套 量子 力学 理论 (这 套 理 
论 根 本 不 涉及 5 函数 ). 与 此 相反 , 量子 场 论 的 某 些 方面 至 今 尚 无 满意 的 数学 基础 . 

可 以 证 明 , 有 界 算 符 的 定义 域 总 可 延 拓 至 整个 多 , 因此 讨论 有 界 算 符 时 可 只 
关心 多 上 的 算 符 . 然而 对 无 界 算 符 不 能 如 此 简化 , 所 以 涉及 无 界 算 符 时 要 格外 注 
意 定义 域 问题 . 

设 4 是 多 中 的 无 界 算 符 , 定义 域 D; zx 多 .我 们 遇 到 的 第 一 个 问题 是 如 何 定 
义 其 伴随 算 符 41 .首先 回忆 小 节 B.1.3 对 多 上 的 算 符 4 的 对 偶 算 符 4 和 伴随 算 
符 千 的 定义 . 先 用 下 式 定义 4*: 

(Am(f) :=n(4f), Vf ey, (B-2-4) 


再 用 全 借 式 (B-1-18) 定 义 4f . 可 以 证 明 这 样 定义 的 4( 和 4f) 是 多 "上 (和 多 上 ) 
的 有 界 算 符 . 然而 , 的 上 述 定义 对 多 中 的 算 符 4 不 适用 . 由 于 Dy# 放 ,4f 对 
十 不 在 DD, 中 的 f 无 意义 , 因此 式 (B-2-4) 中 的 “vfe 放 ”应 改 为 “vf eD4”. 然 
而 这 样 改 后 的 式 (B-2-4) 就 不 成 其 为 4' 的 定义 , 因为 要 定义 多 ”的 元 素 4*7 必须 定 
义 它 对 多 的 每 一 元 素 的 作用 . 可 见 当 Dyz# 放 时 A4i 需要 另 给 定义 .注意 到 式 
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(B-1-19), 可 考虑 用 下 法 直接 定义 41. 对 给 定 的 fe ,车 存在 唯一 的 he 几 使 
(f,Ag)=(h,,g), vgeD,, (B-2-5) 
就 把 41 了 定义 为 , 即 
AIf :=h,. (B-2-6) 


A1 的 定义 域 自然 为 
Ds, ={fe 必 |3 唯 一 he 必 使 (f ,4g)=(hj,g)jvgeDi}.  (B-2-7) 


用 此 法 定义 4i 的 可 能 性 取决 于 满足 式 (f,4g)=(h,,g)vg e Ds 的 有 hy 的 唯一 性 , 其 
充 要 条 件 将 由 命题 B-2-2 给 出 , 为 讲 此 命题 先 介绍 两 个 术语 :拓扑 空间 也 的 子 集 
U C 卫 称 为 稠密 子 集 (dense subset), 若 辟 = 三 ( 习 代 表 了 的 闭 包 )，Hilbert 空间 罗 
中 的 算 符 4 称 为 稠 定 的 (densely defingd), 车 Dy = 这. 

命题 B-2-2 设 4 是 多 中 的 线性 算 符 ， 太 es 多 ,， 则 满足 

(f,Ag)=(h,g), vgeD, (B-2-8) 

的 ze 罗 是 唯一 的 当 且 仅 当 4 是 稠 定 的 ， 

证 明 [ 选 读 ] - 

(A) 先 证 “ 当 ” 部 分 . 设 有 he 满足 (f,Ag)=(hy,g)Vg eD,s. 令 h"=h-h', 
则 | 

(1",g)=0, vgeD,. (B-2-9) 

欲 证 及 =0 需 要 比 上 式 更 强 的 条 件 , 即 (1,tr)=0Vwe 镶 .4 的 待定 性 万 | = 多 保 
证 万 ,内 存在 点 序列 {g,} , 它 以 y 为 极限 . 由 内 积 的 连续 性 ?可 知 


(h",y)=lim(h",g,)=0, Vy eg, (B-2-10) 


其 中 第 二 步 用 到 geD4 及 式 (B-2-9). 可 见 h"=0, 即 满足 式 (B-2-8) 的 及 必 唯 一 . 

(B) 再 证 “ 仅 当 ”部 分 , 即 “4 非 稠 定 志 he 放 不 唯一 ”. 设 he 这 满足 式 (B-2-8) 
可 以 证 明 , 只 要 DD4# 放 , 则 庆 必 有 非 零 元 甩 与 Dy 的 任 一 元 素 正 交 ,” 即 
(h,8g)=0 VgeD,. 令 h'=h+ 甩 , 便 有 


(h',g)=(h,8)=(f,Ag), vgeD,. 
@ 内 积 的 连续 性 的 含义 如 下 : 设 为 内 积 空 间 ，f eV 和 gey 分 别 是 广 中 序列 和 了} 和 {g,} 的 极限 , 则 


(jg)=1im，(A,sg,) .有 余力 的 读者 可 借用 Schwarz 不 等 式 (见习 题 3) 对 此 作出 证 明 . 
@ DD, 的 正 交 补 ( 见 选读 B-2-1 开头 ) 的 任 一 非 零 元 素 都 可 充当 所 
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可 见 满足 式 (B-2-8) 的 有 不 唯一 . 口 
由 命题 B-2-2 可 知 , 当 且 仅 当 多 中 的 算 符 4 为 稠 定时 , 其 伴随 算 符 41 可 由 式 
(B-2-5) 和 (B-2-6) 定 义 , 其 定义 域 由 式 (B-2-7) 表 示 . 式 (B-2-5) 和 (B-2-6) 结 合 得 


(f,4g)=(4'f, g), vgeD,,f eD,, feDr+- (B-2-11) 


不 难 证 明 这 样 定义 的 4i 是 线性 的 , 而 且 若 4 是 多 上 的 有 界 算 符 , 则 这 样 定义 的 
4 与 由 式 (B-1-19) 定 义 的 41 相同 (这 时 4 寻 也 是 多 上 的 有 界 算 符 ). 考虑 到 命题 
B-2-2, 今后 凡 谈 到 算 符 4 的 伴随 算 符 4+ 时 都 默认 4 是 稠 定 的 . 可 以 证 明 位 置 和 动 
量 算 符 都 是 稠 定 算 符 . 应 该 指出 , D, 稠密 并 不 保证 了 , 稠密 . 在 最 坏 的 情况 下 ， 
D ,可 以 “小 ”到 只 含 零 元 的 程度 , 即 DP， ={0}. 幸好 这 种 情况 很 少 出 现 . 定义 域 
不 稠密 的 无 界 算 符 在 量子 力学 中 没有 什么 用 处 . 

算 符 的 厄 米 性 对 量子 力学 的 重要 性 是 众所周知 的 . 上 节 已 对 多 上 的 算 符 4 的 
厄 米 性 下 了 如 下 定义 : 


(f,A4g)=(4f,g), vf,g eP. [ 即 式 (B-1-23)] 

多 中 的 算 符 4: Ds 一 多 的 厄 米 性 仍 可 用 上 式 定义 , 只 须 把 式 中 的 VH,g es 多 改 
为 vf,g e D, .然而 , 泛 函 分 析 有 个 Hellinger-Toeplitz 定理 , 它 断 言 Hilbert 空间 入 
上 满足 式 (B-1-23) 的 算 符 4 必然 有 界 . 这 就 导致 如 下 的 严酷 结论 :无 界 的 厄 米 算 符 
的 定义 域 不 可 能 是 全 多 . 因此 涉及 无 界 厄 米 算 符 时 必须 格外 注意 定义 域 问题 . 下 
面 将 看 到 , 无 界 算 符 的 厄 米 性 和 自 伴 性 的 关键 区 别 就 在 于 定义 域 . 

设 4, 了 3 是 多 上 的 算 符 , 则 其 和 、 积 及 相等 的 定义 十 分 简单 : 

和 (4+B)f := 41+B1，VYres 罗 ， 

积 (4B)f := A(Bf), ve 多 ， 

相等 4=B 当 且 仅 当 4f=Bf, vf ee . 
然而 对 多 中 的 算 符 就 要 麻烦 一 些 . 例如 ，4 + 8B 的 定义 域 只 能 是 Dy 门 Ds ,而 4B 
的 定义 域 则 还 涉及 8 的 值 域 , 因为 只 当 Bf e D, 时 4Bf 才 有 意义 . 4 与 B 的 相等 性 
和 相互 包含 性 则 由 如 下 定义 规定 : 

定义 2 设 4,B8 是 多 中 的 线性 算 符 , 其 定义 域 分 别 为 Dj 和 Das , 则 

(a) 4=B 若 D,=Ds 而 且 A4f=Bf vfeD,=D,; 

(b) 4cB 若 D ,cDs 而 且 A4f=Bf vfeD,[ 把 B 称 为 4 的 延 拓 或 扩张 
(extension)]. 


定义 3 必 中 的 任意 (有 界 或 无 界 ) 笛 定 线性 算 符 4 称 为 厄 米 的 (hermitean), 若 
(f,Ag)=(4f,8), Vf,geD. (B-2-12) 
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命题 B-2-3 ”多 中 的 稠 定 算 符 4 为 厄 米 算 符 的 充 要 条 件 是 4cC 41. 

证 明 

(A) 设 4 为 厄 米 , 则 vfeD, 有 (f,4g)=(hj,g) Vg e DD, .与 式 (B-2-7) 对 比 发 
现 feDg (其 中 的 hy 的 唯一 性 由 4 的 称 定 性 保证 , hy 就 是 4f ). 所 以 
feDi 过 feD,, 因 而 4c 41. 

(B) 设 4c4i, 则 Ds4cD% 且 VfeD4 有 41f=4f, 故 由 式 (B-2-11) 有 

(f,4Ag)=(4f, 8), vf,g eDy, 二 
可 见 4 是 厄 米 的 . 口 

注 1 讨论 表明 (此 处 只 介绍 结论 ), 若 厄 米 算 符 4 有 界 , 可 把 4 唯一 地 延 拓 为 
和 上 的 有 界 算 符 , 仍 记 作 4 (唯一 性 由 万 ,的 稠密 性 保证 ). 同样 ，4+ 也 可 被 唯一 地 
延 拓 为 多 上 的 有 界 算 符 , 而 且 (1j,4g)=(4j,gJ=Ctr g) Vf,ge 庆 .可 见 命题 
B-2-3 中 的 4c 4i 对 有 界 厄 米 算 符 4 可 表 为 4= 41 .然而 确实 存在 Dy # DD ( 因 
而 441i) 的 无 界 厄 米 算 符 4 , 对 这 种 算 符 一 般 只 能 写 4 c 41. 这 说 明 对 无 界 算 符 
4 来 说 , 4= 41 是 比 4c A4i 更 高 的 要 求 .满足 4= 4i 的 算 符 非常 重要 ,值得 赋予 
专 名 : 

定义 4 必 中 的 任意 (有 界 或 无 界 ) 稠 定 算 符 4 称 为 自 伴 的 (self-adjoint), 车 
A= 4i. 

由 命题 B-2-3 后 的 注 和 定义 4 可 知 , 无 界 算 符 的 自 伴 性 强 于 厄 米 性 . 偏偏 量子 
力学 中 多 数 算 符 是 无 界 算 符 , 因此 区 分 厄 米 性 和 自 伴 性 就 成 为 重要 问题 . 厄 米 性 和 
自 伴 性 的 关键 差别 在 于 定义 域 , 所 以 对 量子 力学 的 算 符 应 该 特别 注意 定义 域 及 其 
有 关 问 题 (例如 定义 域 的 延 拓 或 压缩 以 及 算 符 的 性 质 在 定义 域 延 拓 或 压缩 时 的 可 
能 改变 ). 讨 论 量子 力学 问题 时 出 现 的 若干 混淆 正 是 不 注意 算 符 的 定义 域 问题 所 致 . 

命题 B-2-4 ”二 (R) 中 的 位 置 算 符 XX : D, -> 忆 (R) 是 自 伴 算 符 . 

证 明 ”前 已 述 及 是 稠 定 的 , 由 下 式 易 见 多 是 厄 米 的 : 


U0,x8)= [70 xet)dr= rf Cet) = (7,8), fg eDr. 


由 命题 B-2-3 可 知 久 ci, 因此 为 证 自 伴 性 只 须 证 Xt1c 久 . 设 fe Dyt, 则 
由 式 (B-2-11) 可 知 Vge Dx 有 (f,Xg)=(X1f, g), 即 


FO xedxr=[ (XI) x)e(x)dx, 


人 @@ 4 为 厄 米 不 保证 41 为 厄 米 . 事实 上 , 对 厄 米 算 符 4 有 4c 41 c At {证明 见 Roman(1975)], 却 未 必 有 
AtcAtt. 
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故 
万 17G- CD)GD|sCDdr=o0 vg eDx, f eD,. (B-2-13) 
因为 在 有 界 区 间 (a,b) 外 为 零 的 任 一 函数 都 属于 Dx , 可 取 


g(x)= xf (x)—(XIf)x) ， x el(a,b), 
0 ， x g(a,b), 


从 而 由 式 (B-2-13) 得 所 1x 了 (9 一 (XY)0C9|? dx=0, 故 在 (a,5) 上 "有 
xf 00)=(X) 0). 


因 (a,5b) 任意 , 故 Yxe 恨 有 xf(x)=(X1f)(X). 而 fe Dy 保证 Xif eR), 所 以 上 
式 可 改写 为 (好 )(x)=(Xif)(x) . 可见 feDyt 导致 feDx .加 之 


Xf=Xif vpe D4, 便 有 XtcX. 口 
命题 B-2-5 LL (R) 中 的 动量 算 符 P : D, ->D(R) 是 自 伴 算 符 . 
证 阴 可 参阅 , 例如 , Kreyszig(1978). 口 


注 2 PP 的 定义 式 (B-2-2) 中 的 -i 对 保证 厄 米 性 有 关键 作用 . 

知道 和 PP 是 自 伴 算 符 后 , 自然 希望 哈 氏 算 符 石 也 是 自 伴 算 符 . 虽然 动能 和 
势能 算 符 的 自 伴 性 的 证 明 相 对 简单 , 作为 它们 之 和 的 哈 氏 算 符 的 自 伴 性 的 证 明 却 
要 困难 得 多 (这 也 许 有 点 出 人 意料 ). 幸好 , 泛 函 分 析 中 存在 各 种 定理 (如 Kato 定理 )， 
在 许多 场合 下 可 用 以 证 明 哈 氏 算 符 的 自 伴 性 . 在 一 般 性 讨论 中 则 假定 哈 氏 算 符 是 
自 伴 算 符 . 

无 论 从 历史 发 展 还 是 当今 教学 的 角度 看 , 如 果 一 味 追 求 数学 严格 性 , 量子 力学 
也 许 寸步 难 行 . 物理 学 家 通常 采用 的 实际 可 行 的 做 法 是 默认 有 限 维 的 结论 也 适用 
于 无 限 维 ( 把 有 限 项 之 和 改 为 无 限 项 之 和 或 积分 ), 借助 于 这 种 默认 并 配 以 Dirac 巧 
妙 发 明 的 5 函数, 往往 可 以 简单 快捷 地 得 出 正确 结果 . 不 妨 称 这 种 做 法 为 物理 做 法 . 
然而 学 生 在 学 习 过 程 中 可 能 出 现 某 些 困 扰 , 甚至 达到 百 思 不 解 的 程度 . 例如 , 教科 
书 上 都 说 动量 算 符 P 和 位 置 算 符 X 的 本 征 矢 ( 本 征 函数 ) 构 成 Hilbert 空间 的 正 交 
归 一 基底 , P 的 本 征 矢 是 平面 波 exp(ih-15.7), 蕊 的 本 征 矢 是 53( 一 为 ) .然而 前 者 
因为 非 平方 可 积 而 不 属于 Hilbert 空间 [ 指 己 (R)], 后 者 则 根本 不 是 通常 意义 下 的 
区 数 , 哆 谈 不 上 属于 LL(R'). 连 空间 的 元 素 都 不 是 , 怎么 竟 成 为 该 空间 的 基 矢 ? 这 


GD 更 准确 的 提 法 是 “在 (a,5) 上 几乎 处 处 ”, 即 测度 为 零 的 集 可 以 例外 . 
@ 证 明 厄 米 性 需要 分 部 积分 . 为 此 对 P 的 定义 域 Dp 要 作 进 一 步 限制 :Dp 只 含 CR) 中 这 样 的 函数 , 它们 在 每 
一 有 界 区 间 [a,5] 上 绝对 连续 [含义 见 Kreyszig(1978)] 且 导数 属于 上 (RR) . 可 证 Dp 足 稠 密 的 . 
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正如 把 不 是 委员 的 人 说 成 是 常委 那样 不 可 思议 . 由 此 还 会 引申 出 许多 难以 回答 的 
问题 , 例如 :谐振 子 的 波 函 数 |w) 既 可 用 能 量 本 征 矢 表 为 分 立 的 取 和 式 
jw)=%y,|n) ,也 可 用 位 置 (或 动量 ) 本 征 矢 表 为 连续 的 取 和 式 
|w) = El Cly)dx , 这 个 Hilbert 空间 的 维 数 如 何 考虑 ?[ 虽 然 都 是 oo , 但 可 数 的 oo 
与 不 可 数 的 wo 并 不 相同 .] 其 实 , 泛 函 分 析 对 所 有 这 些 问 题 都 能 给 出 数学 上 严密 的 
回答 (因而 可 充当 “后 台 ”). 下 面 略 做 一 点 粗浅 介绍 . 

众所周知 , 有 限 维 Hilbert 空间 多 的 厄 米 (因而 自 伴 ) 算 符 4 存在 有 限 个 实 本 征 
值 , 全 部 线性 独立 的 本 征 矢 组 成 多 的 一 组 正 交 归 一 基底 , 任 一 矢量 As 可 用 此 
基底 展开 , 任 一 算 符 可 用 此 基底 表 为 N x N 和 矩阵 NWs dim 和 ). 特 别 是 , 4 自己 在 
此 基底 下 的 矩阵 是 对 角 和 矩阵 , 且 对 角 元 为 实 本 征 值 . 可 惜 这 些 既 简单 又 实用 的 结论 
对 无 限 维 Hilbert 空间 并 不 成 立 . 幸好 无 限 维 Hilbert 空 间 中 的 自 伴 算 符 (不 论 有 界 无 
界 ) 具 有 一 系列 好 的 性 质 , 足以 保证 默认 有 限 维 的 结论 适用 于 无 限 维 的 许多 物理 做 
法 给 出 正确 结果 . 例如 , 自 伴 算 符 的 确 可 以 实现 “对 角 化 ”, 不 过 不 是 表现 为 有 限 维 
空间 中 那样 简单 的 形式 , 因此 最 好 称 为 广义 对 角 化 . 在 介绍 广义 对 角 化 之 前 , 有 必 
要 说 明 无 限 维 Hilbert 空间 在 涉及 自 伴 算 符 的 问题 上 与 有 限 维 Hilbert 空间 的 诸多 
区 别 . 首先 , 无 限 维 Hilbert 空间 中 无 界 的 厄 米 算 符 未 必 是 自 伴 算 符 , 而 非 自 伴 的 厄 
米 算 符 未 必 能 实现 广义 对 角 化 . 其 次 , 即使 是 自 伴 算 符 , 也 未 必 存 在 本 征 值 和 本 征 
矢 , 更 不 用 说 本 征 矢 构成 基底 . 以 最 常用 的 L(R) 中 的 位 置 、 动 量 和 哈 氏 算 符 为 例 . 
位 置 算 符 和 动量 算 符 P 虽然 都 是 自 伴 算 符 , 却 根本 没有 本 征 值 和 本 征 矢 (本 征 
函数 ) 因为 根本 不 存在 4eC 和 weD(R) 满足 本 征 方 程 XYy=hAw 和 
Py = yw [如 前 所 述 , exp(ih"1P.7) 和 53(7 一 元) 都 不 属于 志 (R)] 蛤 氏 算 符 石 的 
情况 则 有 所 不 同 : 某 些 系 统 ( 如 谐振 子 ) 的 五 有 完备 的 本 征 矢 (分 立 的 能 量 本 征 态 )， 
而 某 些 系 统 ( 如 自由 质点 ) 则 没有 :其 五 的 本 征 方 程 的 解 是 平面 波 , 因而 不 是 也 (R3) 
的 元 素 ( 矢 量 ), 更 谈 不 上 是 本 征 矢 . ”第 三 , 即使 自 伴 算 符 存在 本 征 值 和 本 征 矢 , 其 
本 征 矢 也 未 必 足 以 构成 基底 , 只 用 本 征 值 也 未 必 足 以 解决 算 符 的 广义 对 角 化 问题 . 
解决 问题 的 根本 途径 是 依靠 本 征 值 概念 的 推广 一 一 谱 (spectrum) 一 一 及 其 有 关 定 
理 . 然而 谱 定 理 不 适用 于 非 自 伴 的 厄 米 算 符 , 这 就 是 严格 规定 可 观察 量 (observable) 
必须 是 自 伴 算 符 ( 而 不 只 是 厄 米 算 符 ) 的 理由 之 一 . (然而 通常 的 物理 讲法 却 把 可 观 
察 量 定义 为 有 完备 本 征 矢 的 厄 米 算 符 . 现在 可 看 出 这 种 讲法 的 不 严格 性 . ) 顺便 


@ 并 非 不 能 用 平面 波 展开 波 函 数 , 事实 上 , 对 任意 波 包 作 平 面 波 展开 不 但 允许 (无 非 是 把 函数 写成 傅 里 叶 积 分 》 
而 且 很 重要 , 只 是 不 应 称 之 为 用 基底 展开 . 根据 泛 函 分 析 , Hilbert 空间 必 有 基底 , 因而 任 一 元 素 可 用 基底 展开 , 但 展 
开 式 一 定 是 可 数 项 之 和 ( = 2 ”cne ) 而 绝 决 不 是 积分 . [就 连 不 可 分 的 Hilbert 空间 ( 它 只 有 不 可 数 基底 ) 也 如 此 ( 见 
选读 B-1-3), 更 何况 动量 算 符 涉及 的 Hilbert 空间 忆 (R’) 是 可 分 空间 .] 
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一 提 , 作为 自 伴 算 符 重要 性 的 另 一 例子 , 我 们 指出 只 有 自 伴 算 符 4 才 可 用 指数 方式 
生成 一 个 决定 量子 系统 动力 学 的 单 参 酉 群 U(1) =e“ , 它 在 量子 力学 中 的 重要 作用 
是 人 所 共 知 的 . 谱 理论 是 泛 函 分 析 中 的 一 个 精彩 而 重要 的 部 分 , 已 超出 本 附录 范围 . 
然而 , 为 使 物理 读者 对 自 伴 算 符 的 广义 对 角 化 (及 相关 问题 ) 有 一 个 粗略 的 了 解 , 我 
们 在 选读 B-2-1 中 对 自 伴 算 符 的 谱 定理 作 一 个 非常 简略 的 介绍 . 

[选读 B-2-1] 


图 B-3 投影 定理 示意 


Hilbert 空间 多 的 子 集 MC 名称 为 多 的 子 空间 (subspacej, 如 果 朵 在 线性 运 
算 ( 加 法 和 数 乘 ) 下 自身 封闭 而 且 用 铬 的 拓扑 衡量 是 闭 集 . 设 M 是 和 的 任 一 子 集 ， 
则 子 集 NM ={f e 庆 |(f,g)=0 Vg eM} 称 为 M 的 正 交 补 (orthogonal complement). 
若 M 是 和 的 子 空间 , 则 可 以 证 明 :@ 人 M1 也 是 多 的 子 空间 ; @ MN M+ = {0} ; 
加 只 要 Mz 放 ,， 则 M1 必 会 非 杖 元 ; 图 存在 如 下 的 投影 定理 : Vf < 多, 唯一 的 
刀 sM 和 万 esM 使 = 万 + 万 .万 称 为 了 在 朵 上 的 投影 (图 B-3). 用 下 式 定义 
到 上 映射 P: 和 一 1 

Pf := fi, vfey, 

则 允 见 P 是 线性 算 符 , 其 定义 域 Dp = 放 , 值 域 R。 = JjM , 称 为 到 M 上 的 投影 算 符 
(projection operator onto M ), 简称 M 上 的 投影 算 符 . 

给 定 Hilbert 空间 庆 上 (或 中 ) 的 任 一 线性 算 符 4, 若 34eC,fePY(f#0) 使 
Af =4f , 则 称 和 4 为 4 的 一 个 本 征 值 (eigenvalue), 称 了 为 4 的 、 相 应 于 本 征 值 和 4 的 
本 征 矢 (eigenvector). V4sC , 以 Mi 代表 4 的 、 相 应 于 44 的 所 有 本 征 矢 (以 及 
0< 久 ) 的 集合 , 则 Mi 的 闭 包 Mi 是 多 的 子 空间 , 称 为 4 的 、 相 应 于 本 征 值 4 的 本 
征 空间 (eigenspace), 对 有 限 维 庆 有 MM = Mi . 若 Mi 的 维 数 m>1, 就 说 4 是 m 重 
简 并 的 (m-fold degenerate). 自 伴 算 符 的 、 相 应 于 不 同 本 征 值 的 本 征 空间 互相 正 交 . 
有 限 维 Hilbert 空间 上 的 厄 米 算 符 4 可 用 自己 的 独立 本 征 矢 构 成 的 基底 表 为 对 角 
敌阵 , 而 且 对 角 元 为 本 征 值 (实数 ). 为 了 把 这 一 简单 而 重要 的 性 质 尽 可 能 推广 到 无 
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限 维 的 多 ,有 必要 改 用 算 符 语 言 (脱离 基底 ) 表 述 . 先 看 一 个 简单 例子 . 设 4 是 3 维 
Hilbert 空间 上 的 龙 米 算 符 , el,e,eie 镶 是 4 的 本 征 和 拓 ( 三 者 线性 独立 ), 满足 


4el =4e， 4e =4e)， 4ei =7e;， 


则 4 的 本 征 值 为 4 和 7, 相应 的 本 征 空 间 M4 和 MM; 分 别 是 由 {a,ej} 和 生成 的 子 
空间 . 以 甩 筷 分 别 代表 到 M 和 Mj 上 的 投影 算 符 , 则 它们 在 基底 {@,e@,,e3} 下 
的 给 阵 分 别 是 diag(110) 和 diag(0,0,.D) . 因为 4 在 此 基底 下 的 矩阵 是 以 本 征 值 为 对 
角 元 的 对 角 和 矩阵 , 即 diag(4,4,7), 所 以 有 延 阵 元 等 式 4, =4(P)y+7CP))， 配 上 基 
矢 便 得 算 符 等 式 4=4P+7P .一 般 地 , 可 以 证 明 , 设 加 (k=1,…,K<N) 是 
N(<oo) 维 Hilbert 空间 多 上 尼 米 算 符 4 的 不 同 本 征 值 ,已 是 从 知 到 Mi; 上 的 投影 
算 符 , 则 4 可 用 已 作 如 下 线性 表 出 : 


A (B-2-14) 
而 且 PP. 满足 
(a) 1=D 4R, (b) PP,=0O 若 kj， (B-2-15) 


其 中 了 是 恒 等 算 符 , O 是 零 算 符 , 定 义 为 O(f)=0e 必 Vre 知 .请 注意 式 (B-2-14) 
及 (B-2-15) 是 算 符 等 式 (而 非 矩 阵 等 式 ), 这 其 实 是 用 简单 得 多 的 投影 算 符 表 示 算 符 
4 ,也 可 称 为 “把 算 符 4 对 角 化 ”. 在 知 是 有 限 维 时 ，“ 把 厄 米 算 符 4 对 角 化 ”和 
“寻找 4 的 全 部 本 征 矢 ” 可 以 看 作 同 一 问题 , 然而 当 儿 是 无 限 维 时 情况 就 要 复杂 
得 多 , 因为 厄 米 (甚至 自 伴 ) 算 符 未 必 有 本 征 秋 , 即使 有 也 未 必 完 备 , 即 未 必 能 构成 
基底 . 这 时 就 要 借用 本 征 值 概念 的 推广 -一 一 来 实现 广义 对 角 化 . 算 符 4 的 谱 
是 复数 空间 CC 中 的 一 个 闭 子 集 a(4). 车 4 有 本 征 值 4, 则 4 ea(A), 然而 o(A4) 中 
的 点 ( 谱 点 ) 却 不 一 定 是 4 的 本 征 值 . 谱 理 论 的 一 个 重要 结论 是 自 伴 算 符 4 的 谱 点 
必 为 实数 , (可 以 是 也 可 以 不 是 4 的 本 征 值 . 这 可 看 作 是 对 “ 龙 米 算 符 的 本 征 值 必 为 
实数 ”这 一 不 准确 物理 提 法 的 准确 化 . 然而 , 龙 米 而 非 自 伴 的 算 符 的 谱 却 可 包含 非 
实数 . ) 动量 算 符 已 ( 勿 与 投影 算 符 已 相 混 ) 和 位 置 算 符 下 是 两 个 特殊 的 无 界 自 伴 
算 符 , 它们 的 谱 e(P) 和 a(Z) 是 C 中 的 整个 实数 轴 , 而 且 只 有 连续 谱 , 任 一 谱 点 都 
不 是 本 征 值 . 所 谓 对 自 伴 算 符 4 实现 广义 对 角 化 , 就 是 要 把 4 表示 为 式 (B-2-14) 的 
推广 形式 .为 了 介绍 推广 的 思路 , 先 定义 一 个 投影 算 符 族 人 ,| = 0,1…, 开 <N} 如 
Ff: 


o := O( 零 算 符 )，O := i=1,2,.…,K. (B-2-16) 


由 此 易 见 
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只 = -0 (<k<K), (B-2-17) 
Qk = 及 =7 [用 到 式 (B-2-15a)]. (B-2-18) 
借助 于 式 (B-2-17) 可 把 式 (B-2-14) 改 写 为 
4=> 了 (Cs -2 (B-2-14") 


为 把 上 式 改 写成 便于 推广 到 连续 谱 的 形式 , 定义 一 个 新 的 、 不 可 数 的 投影 算 符 族 
{E114 eR 有 R} 如 下 : 
O 若 4<， 
Ei := Or 若 机 <4<hn, (k=1,2,.…,K-1) (B-2-19) 
7 若 4>Ak. 
图 B-4 有 助 于 读者 理解 Ei 的 上 述 定义 , 图 中 模 轴 代表 外 (实数 ), 纵 轴 象 征 性 地 代表 
算 符 E4 . 虽然 至 今 仍 只 是 对 有 分 立 谱 的 算 符 4 的 投影 展开 式 的 改写 , 但 已 提供 强 
烈 上 暗示 : 当 4 有 连续 谱 时 , 分立 的 投影 算 符 书 大 概 可 被 单 参 投影 算 符 族 
{E114e 恨 } [ 称 为 4 的 谱 族 (spectral familyj] 所 代替 , 式 (B-2-14') 和 (B-2-18) 的 求 和 
则 应 改 为 积分 : 


A=[ AdE,, (B-2-20) 


A Na As3 Aa 
图 B-4 ,定义 示意 


十 o0 
| dE,, (B-2-21) 


由 于 忆 是 算 符 (一 般 不 是 数 ), 上 两 式 的 含义 还 应 解释 . 以 式 (B-2-21) 为 例 , 其 含义 
是 


G8)=[ df ,Big), WgeY.  B-221) 


上 式 左边 就 是 (f,g) ,右边 积分 意义 明确 : 因 ig ee 这, 故 (f,Big) 无 非 是 个 依赖 
于 4 的 复数 ( 实 变数 1 的 复 值 函 数 ), 记 作 (4 和), 则 式 (B-2-21) 右 边 的 准确 含义 可 用 
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Lebesgue 积分 阐述 , 粗略 地 理解 就 是 广 四 (1) d4 . 
以 上 只 是 半 直 观 性 的 思辨, 但 谱 理论 的 严格 讨论 表明 这 一 思辩 是 可 行 的 , 这 里 
只 介绍 谱 理 论 中 对 量子 力学 最 为 重要 的 一 个 定理 : 


命题 B-2-6( 自 伴 算 符 的 谱 分 解 定 理 )，Hilbert 空间 (可 以 是 无 限 维 ) 杂 中 任 一 
稠 定 自 伴 算 符 4( 不 论 有 无 界 , 也 不 论 有 无 本 征 值 ) 有 唯一 的 谱 族 {Ei |4eR} 使 4 


可 被 表 为 
4= 三 4dEi, (B-2-22) 
具体 含义 是 
,Ag)=| df ,Bi8), Wgex. (B222) 
证 明 咯 . 


式 (B-2-22) 可 看 作 (B-2-14) 的 推广 ,因而 可 称 为 4 的 广义 对 角 化 形式 . EE， Pe 
一 系列 相对 简单 的 性 质 , 式 (B-2-22) 可 理解 为 把 自 伴 算 符 4 约 化 为 简单 得 多 的 无 数 
投影 算 符 Ei. 

例 1 找 出 P= 已 (RR) 中 位 置 算 符 卫 的 谱 族 并 用 谱 分 解 定理 把 对 表 为 广义 对 
角 化 形式 . 

解 ” 谱 族 {E1} 中 的 儿 是 任意 实数 ,也 可 改写 为 x. Vxe 妥 定义 映射 
瑟 . : 和 全 为 

(8,8)07) := be )》 YE Vgey, (B-2-23) 
3 用 > 其 
则 互 .是 从 铬 到 困 的 子 空间 M, = 后 Ee 罗 Rn=0 vVy> 好 上 的 投影 算 符 , 因此 
{EB. |xe 腿 } 是 一 个 单 参 投影 算 符 族 . 可 以 验证 它 满足 谱 族 的 条 件 (特别 是 , 它 的 确 
是 恒 等 算 符 的 分 解 , 即 了 = 六 dE,). 现在 证 明 位 置 算 符 了 可 用 它 表 为 如 下 的 广义 
对 角 化 形式 : 


00 


X=| xdF (B-2-24) 


x" 


vg eDy, fe =L(R) 有 


Ux8)=[ FOxet) r= xd [70) 0) db (B-2-25) 
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借用 式 (B-2-23) 可 把 上 式 右边 d 后 的 积分 表 为 
[L700 = FO B80) y=0,E.8), 
所 以 式 (B-2-25) 成 为 


Of,X8)= | xddf, Eg), vgeDr,f ey, 


此 即 式 (B-2-24). [ 解 毕 ] 

自 伴 算 符 的 谱 分 解 定理 功能 强大 , 它 原 则 上 可 对 量子 力学 中 基于 默认 自 伴 算 
符 有 完备 本 征 矢 的 各 种 物理 说 法 和 做 法 给 出 明确 、 严 格 的 解释 (充当 后 台 ). 例如 ， 
用 位 置 算 符 站 的 “本 征 和 失 ”| 切 表示 的 “完备 性 关系 ”7 = [|x)(x| dx 其实 是 下 的 
谱 族 下 .|xe 民 } 的 单位 分 解 了 = [六 dB。 的 物理 写法 ,而 = 六 xdx|x)x| 则 是 
1=/ dE, 的 物理 写法 . 总 之 , 量子 力学 中 许多 数学 上 不 严密 的 物理 做 法 之 所 以 


能 给 出 正确 结果 , 是 因为 所 涉及 的 算 符 是 自 伴 算 符 , 结果 的 正确 性 由 谱 定 理 瞳 中 保 
证 . 然而 谱 定 理 不 适用 于 非 自 伴 的 厄 米 算 符 , 因此 分 清 厄 米 性 和 自 伴 性 至 关 紧 
要 . Roman(1975)P.533 的 脚注 告 诚 说 :“ 缺 包 经 验 的 量子 力学 学 生 的 一 个 常 犯 错误 
是 无 视 无 界 性 以 及 失 于 区 分 厄 米 和 自 伴 算 符 . 这 一 失察 可 能 导致 灾难 性 后 果 . ”我 
们 绝 非 提倡 放弃 行 之 有 效 的 种 种 物理 做 法 , 只 想 使 读者 了 解 其 结果 的 正确 性 的 本 
质 原因 和 适用 范围 ,并 在 一 旦 遇 到 百 思 不 解 的 问题 时 提供 一 条 可 能 思路 . 
Kreyszig(1978) 是 一 本 泛 肖 分 析 入 门 教材 , 其 最 末 一 章 提供 了 一 种 数学 上 严密 (而 
又 不 过 多 使 用 数学 ) 的 、 介 绍 量子 力学 基本 原理 的 讲法 . [选读 B-2-1 完 ] 


习 题 
“1. 设 广 是 内 积 空间 , 它 (作为 矢量 空间 ) 的 零 元 记 作 0, 试 证 (0,g)=0eC vegey. 
2. 验证 用 式 (B-1-1) 定 义 的 (f,g) 满足 内 积 定义 ($B.1 定义 1) 的 4 个 条 件 . 
3. 设 了 是 内 积 空间 , 试 证 如 下 不 等 式 ( 称 为 Schwarz 不 等 式 ): 


I,g)P<(f,f)(g,g) Wg eV. [|(f,g)| 代 表 复 数 (f,g) 的 模 ] 


提示 : 令 h= 了 -f(g,/)/(g,g)]g, 利 用 (hh, 及 >0. 

4. 试 证 命题 B-1-1 中 的 映射 x: > 斑 是 一 一 的 和 反 线 性 的 . 

5. 验证 由 式 (B-1-4) 定 义 的 多 " 的 内 积 满足 内 积 定义 的 4 个 条 件 . 
“6. 试 证 Hillbert 空间 的 任 一 正 交 归 一 序列 都 线性 独立 . 

7. 试 证 由 式 (B-1-16) 定 义 的 4 : 多 一 YY' 是 线性 的 . 


附录 B 量子 力学 数学 基础 简介 “221 ， 


8. 试 证 由 式 (B-1-16) 定 义 的 4 与 4 的 对 应 关系 是 线性 的 , 即 
(4+4) = +hr (A) =ed'. 


“9. 试 证 由 式 (B-1-17) 或 (B-1-18) 定 义 的 4 与 4 的 对 应 关系 是 反 线性 的 (命题 B-1-4). 
10. 试 证 命题 B-1-5, 即 41t = 4 对 多 上 的 有 界 算 符 4 成 立 . 
11. 设 {je} 是 必 的 正 交 归 一 基 , 试 证 算 符 等 式 》 |e,)(e,|=T. 
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相位 问题 历来 是 物理 学 的 重要 问题 . 在 Berry(1984) 明 确 提出 几何 相 概 念 之 前 ， 
物理 学 家 早已 在 许多 有 具体 领域 中 注意 并 学 会 处 理 与 该 领域 有 关 的 几何 相 问 题 ( 虽 
然 还 没有 “几何 相 ” 一 词 ). 例如 , 光学 中 的 Pancharatnam 相 导 致 可 测量 的 干涉 效 
应 ; 名 分 子 物 理学 中 的 分 子 AB 效应 对 分 子 的 动力 学 有 重要 影响 . AB 效应 是 
Aharonov-Bohm 效应 的 简称 . 经 典 电磁 理论 引入 标 势 和 矢 势 的 目的 是 便于 计算 电 
磁场 强 , 势 的 规范 变换 对 场 没 有 影响 , 因此 普遍 认为 场 有 物理 意义 而 势 则 只 是 辅助 
量 . 量子 力学 的 表述 需要 哈密 顿 正则 形式 , 而 在 电磁 方程 的 正则 形式 中 出 现 的 是 电 
磁 矢 势 4 而 非 磁场 B( 详 见 下 册 第 15 章 ). 尽管 如 此 , 人 们 长 期 以 来 仍 以 为 即使 在 量 
子 力学 中 电磁 势 仍 无 独立 意义 . 1959 年 , Aharonov 和 Bohm( 简 称 AB) 首 次 对 此 提出 
异议 [Aharonov and Bohm(1959)], 他 们 建议 做 图 C-1 的 实验 :把 通电 直 长 螺 线 管 放 
在 图 示 位 置 , 电子 束 在 4 处 一 分 为 二 , 分 别 经 螺 线 管 两 侧 (可 用 金属 稍 使 之 避 开 螺 
线 管 ) 后 在 已 处 汇合 并 发 生 干 涉 . 螺 线 管 外 部 磁场 为 零 而 矢 势 却 不 会 处 处 为 零 , 因 
为 


$A.d= /B43=0#0. 
L MY 


(其 中 工 是 绕 螺 线 管 一 周 的 闭 曲 线 , 8 是 以 工 为 边线 的 曲面 . ) 哈 氏 量 太 中 含 4, 量 
子 力学 的 计算 表明 两 个 分 电子 束 到 达 政 时 相位 不 同 , 因而 AB 的 文章 预言 干涉 花样 
与 没有 螺 线 管 时 有 别 . 实验 (1960) 果 然 证 实 了 AB 的 预言 , 后 人 遂 称 此 现象 为 AB 效 
应 . 电子 束 涉及 的 磁场 六 无 论 螺 线 管 存在 与 否 都 为 零 , 只 要 坚持 场 的 作用 的 局 域 性 ， 
就 只 能 承认 在 此 情况 下 矢 势 4 确 有 物理 意义 . Berry(1984) 首 次 明确 提出 带 有 普遍 
性 的 几何 相 概念 , 起 到 了 “一 石 激 起 千 层 浪 ” 的 作用 . 从 此 , 对 几何 相 的 研究 成 了 国 
际 物理 界 的 热点 之 一 , 在 国际 重要 学 术 刊 物 上 发 表 的 有 关 文 章 不 计 其 数 , 内 容 多 数 
集中 在 两 方面 :@ 探 讨 几何 相 在 众多 物理 领域 中 的 表现 及 其 实验 验证 ; @ 在 理论 上 
对 Berry 几何 相 作 不 断 深入 的 研究 和 推广 , 其 中 若干 理论 物理 和 数学 高 手 的 精彩 文 


Vc 
图 C-1 AB 实验 示意 ( 取 自 AB 文 ) 
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章 更 是 起 到 推波助澜 的 重要 作用 . 此 外 , 几何 相 还 在 某 些 领域 找到 了 实际 应 用 的 可 
能 性 , 例如 用 Berry 几何 相 原 则 上 可 以 制造 逻辑 门 从 而 用 于 量子 计算 , 并 有 许多 优 
点 . 本 附录 § C.1 介 绍 Berry 相 的 基本 概念 和 推导 , § C.2 介绍 Aharonov 和 Anandan 
对 Berry 相 的 推广 (简称 AA 几何 相 ), 并 简介 Samuel 等 对 AA 相 的 进一步 推广 的 思 
路 . 阅读 本 附录 之 前 最 好 先 阅读 附录 B 的 小 节 B.1.4 和 B.1.5 . 


SC.1 Berry 几何 相 
在 非 相 对 论 量子 力学 中 , 系统 的 态 矢 |w(D)) 按 桩 定 户 方 程 


本 d|w(D) 
dt 
演化 , 演化 过 程 可 用 Hilbert 空间 多 中 的 一 条 以 时 间 + 为 参数 的 曲线 描述 . 若 系 统 
的 哈 氏 量 豆 不 含 时 , 则 系统 能 量 守恒 , 并 存在 严格 的 定 态 . 这 里 只 讨论 瑟 有 分 立 本 
征 态 的 情况 . 设 系 统 的 初 态 为 矿 的 第 n 本 征 态 , 即 |w(0))=|n) ,其 中 |n) 满 足 


=H |w()) (C-1-1) 


H|n)=E,|n), (C-1-2) 
则 系统 在 任 一 时 刻 t 的 态 为 
[wD))=e™O|n), (C-1-3) 
其 中 
A (=A EB,t. (C-1-4) 


这 表明 |w()) 与 |w(0))=|n) 位 于 居中 的 同一 射线 上 ,差别 只 在 于 一 个 相 因子 

exp[i, (四 ], 通常 称 为 动力 学 相 因 子 , 4, (1) 则 称 为 动力 学 相 (dynamical phase). 容 
易 验 证 式 (C-1-3)、(C-1-4) 满 足 薛 定 谓 方 程 (C-1-1). 

下 面 讨论 HH 随时 间 变 化 的 情况 . 设 五 依赖 于 一 组 随时 间 而 变 的 参数 

及 = (Xi, 区 [例如 人 0 ,三 ,3) 代表 磁场 的 三 个 分 量 ], 则 五 = H(R(7)) 将 通过 

参数 尺 依 赖 于 上 所 有 可 能 参数 只 的 集合 己 叫 参数 空间 (parameter space), 设 它 是 一 

个 流 形 . 尺 随 t 的 变化 对 应 于 尸 中 的 一 条 以 t 为 参数 的 曲线 . 系统 的 演化 遵从 薛 定 廖 
方程 

40) 

dt 


我 们 只 讨论 H(R)(vRe 了) 有 分 立 本 征 值 且 无 简 并 的 情况 . 如 果 初 态 |w(0)) 是 


=H(R()) |w()). (C-1-5) 
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HH(R(0)) 的 第 本 征 态 |n(R(0))), 而且 R 随 t 的 变化 足够 缓慢 , 则 根据 量子 力学 的 
缓 变 定理 (adiabatic theorem, 又 译作 浸 渐 定理 或 绝热 定理 ), 系统 在 每 一 时 刻 t 近似 
处 于 HH(R()) 的 第 n 本 征 态 |n(R())) , 即 近 似 有 

|w()) = expli4, (D1|n (RO), (C-1-6) 
其 中 |n(R)) 满足 本 征 方程 

H(R)|n(R)) = E,(R)|n(R)). (C-1-7) 
应 当 说 明 , 方 程 (C-1-7) 只 能 把 |n(R)) 确 定 到 “ 差 一 个 相 因 子 ” 的 程度 , 因为 若 |n(R)) 
满足 式 (C-1-7), 则 ew 中)|n(R)) [其 中 HA(R) 为 R 的 任意 实 值 函数 ] 也 满足 式 (C-1-7). 
为 确定 起 见 , 我 们 对 参数 空间 P 中 每 点 指定 一 个 |n(R)), 从 而 使 | 几 成 为 由 己 到 
多 的 映射 , 即 YR es 忆 有 唯一 的 |a(R))e 多 与 之 对 应 .我 们 要 求 这 个 映射 是 C1( 可 
微 ) 的 , 其 他 则 完全 任意 . 后 面 将 看 到 这 种 任意 性 并 不 影响 我 们 关心 的 结果 . 

设 参数 尺 从 := 0 开始 缓慢 变化 , 经 时 间 了 后 恢复 原 值 , 则 这 一 过 程 对 应 于 参数 
空间 P 中 的 一 条 闭 曲线 C(t) , 且 C(7) = C(0) . 设 系统 初 态 为 jw(0)) =|n(R(0))) [其 
中 R(0) 其 实 就 是 C(0) ], 则 由 缓 变 定理 可 知 系统 在 时 刻 t 的 态 |w()) 满 足 式 (C-1-6)， 
即 |w(D)) 与 |n (R CD) 只 差 一 个 相 因 子 exp[i4, (9 ,其 中 心 (0 是 + 的 某 一 实 值 函 
数 . 长 期 以 来 , 人 们 似乎 默认 ?2 (0) 由 下 式 表示 : 


1 (D=- 训 1 [5, (R (2) dt’. (C-1-8) 


然而 用 此 罗 () 代 入 式 (C-1-6) 所 得 的 |w(D)) 一 般 不 满足 苹 定 填 方程 (C-1-5). 
Berry(1984) 指 出 式 (C-1-8) 应 修正 为 
h(t) = 7 (1) + y(t), (C-1-9) 
其 中 
17, (人 = 一 四 站 (1)) df ， (C-1-10) 


而 附加 相 y(t) 则 可 由 苹 定 谓 方程 确定 . 把 式 (C-1-6)、(C-1-9) 代 入 苹 定 谓 方 程 
(C-1-5), 利用 式 (C-1-7) 和 (C-1-10), 经 计算 得 


dy (D _.d i 
|n(RO)=i |" (ROO) (C-1-11) 


用 (n(R(D)| 作用 于 上 式 两 边 ,注意 到 归 一 化 条 件 (n(R(2))|n(R(D)) =1, 有 


附录 C ”量子 力学 的 几何 相 “225， 


7 A (n(ROVES InCROO). (C-1-12) 
在 进一步 讨论 之 前 , 应 分 清 两 类 随 1 而 变 的 量 : ,|n) 入, 等 本 来 是 RR 的 “函数 ” 
(是 从 流 形 己 到 某 一 集合 的 映射 ) 只 因 P 中 指定 了 一 条 以 1 为 参数 的 曲线 C(t) 才 诱 
导出 的 函数 玉 (R()), |n(R(D) 和 BE, (RO); @|w),7, 和 yy 等 并 非 R 的 函数 (并 非 
从 P 到 某 一 集合 的 映射 ), 不 能 指 着 忆 中 一 点 R 问 其 |w),m 和 yy 的 值 . 例如 ,C0) 
和 C(T) 是 的 同一 点 , 但 它们 有 不 同 的 y, 值 . 从 物理 角度 看 , 系统 的 演化 是 指 |w) 
随 t 而 变 , 因此 有 一 元 函数 y(t) , 它 可 看 作 及 上 的 标量 场 , 一 般 说 7 (站 = (0) .由 
于 dy, /dt 满足 式 (C-1-12), 该 式 右边 由 流 形 P 及 其 上 的 闭 曲线 C(t) 的 几何 决定 , 所 
以 有 可 能 对 yy, 作 几 何 解 释 . 为 此 , 我 们 希望 把 y, 解释 为 C(1) c P 上 的 标量 场 . 然而 
这 是 不 可 能 的 , 因为 , 例如 , C(0) 和 C(7T) 是 C(t)cP 的 同一 点 ,但 yy,(7)#y,(0). 
解决 办 法 是 考虑 “几乎 闭合 ”的 曲线 C' : (0,7) -> 忆 , 满足 CD = CU vte(0,7). 
以 C' 简 记 曲线 映射 的 像 , 则 C' 是 尸 的 1 维 子 流 形 . 这 时 可 自然 地 把 y, 解释 为 C" 上 
的 标量 场 ( 即 y, : C' 一 及 ), 把 dy, /dt 解释 为 曲线 C' 的 切 矢 8/8t 作用 于 y 的 结果 ， 
即 


d (0) 本 
各 -| 训 j=(am)( 训 } (C-1-13) 


其 中 第 二 步 用 到 $ 2.3 中 由 函数 (现在 是 y, ) 定 义 的 对 偶 矢量 场 df (现在 是 dy, ) 的 
式 (2-3-7), (dy (8/67) 代表 C' 上 的 1 形式 场 dy, 对 C' 上 的 切 矢 场 9/8t 作用 的 结果 . 
因此 


式 (C-1-12) 左 边 = 加 在 点 R(t)e C' 的 值 . (C-1-14) 


下 面 再 介绍 对 式 (C-1-12) 右 边 的 理解 . 为 此 先 补充 一 点 数学 知识 [ 见 Bleecker 
(1981)]. 

如 所 和 流 形 M 上 的 函数 了 是 指 映射 f : M 一 到 . 函数 也 可 看 作 0 形式 场 ， 
若 以 Ayy(0) 代表 M 上 全 体 光滑 0 形式 场 的 集合 , 则 fe Aw(0). 量子 力学 经 常用 到 
流 形 MM 上 的 复 值 函 数 f, 即 了 : M 一 C, 可 记 作 f eA(0,C), 而 Ayw(0) 则 可 看 作 
A:(0, 民 ) 的 简写 . Ayy (0) 入 (0,C) 的 元 素 可 分 别称 为 M 上 的 实 值 0 形式 场 和 复 
值 0 形式 场 . 注意 到 及 和 CC 都 是 矢量 空间 , 推广 到 任意 矢量 空间 2 便 可 定义 M 上 
的 “9 值 0 形式 场 ” 如 下 . 

定义 1 设 罗 是 丸 维 实 (或 复 ) 矢 量 空 间 ，fe,…:ei} 是 2 的 一 个 基 
底 ，f',…,f* 是 流 形 M 上 的 RR 个 实 值 (或 复 值 ) 光 滑 函 数 ， 即 
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六 e 4 (0， 及 或 C ) ， 则 
J = Flel +…+ Ren = fre， (重复 > 表示 对 > 从 1 到 尺 求 和 ) 
称 为 M 上 的 一 个 (光滑 ) 值 0 形式 场 (9 -valued 0-form field), 记 作 F s 4 (0,2)， 
它 是 由 M 到 的 上 映射 ,其 在 M 中 任 一 点 p 的 值 f(p) 由 下 式 定义 : 
f(p):= f(Dat: +f "(per=f"(p)e, es2 

定义 2 设 岁 是 R 维 实 ( 或 复 ) 矢 量 空间 , {fe@,…,ex} 是 的 一 个 基 
底 , 9 ,…,g* 是 流 形 M 上 R 个 光滑 的 实 值 (或 复 值 )/ 形式 场 , 即 
9 ,…,9* E Aw(1, 民 或 C ), 则 

p=9 el 十 十 多 ep = 多 "er 

称 为 M 上 的 一 个 多 值 ! 形式 场 , 记 作 ge 4 人 2) , 它 在 好 中 任 一 点 六 的 值 p|， 把 
疡 点 的 ! 个 矢量 台 ,……,z 英 射 为 2 的 一 个 元 素 : 

82 (VD) :eg 人 ,PP)E2 [请 注意 g"|, (v1,…,v,)e 恨 或 C] 

定义 3 设 g=g'e,e Uy(1,>), 则 9g 的 外 微分 dg 定义 为 

dp := e,(dg'’ )e Mll +1,92), 
它 在 MM 中 任 一 点 p 的 值 dgy|, 把 p 点 的 1+1 个 矢量 ,…,v, 映射 为 纪 的 一 个 元 素 : 
dg | (Ui, Ui) := @, dp | (Vi Vn) EY . 


注 1 不 难 证 明 由 定义 2, 3 定义 的 g 和 dg 与 所 选 的 基底 {e ,…,en} 无 关 . 

定义 1~3 涉及 的 2 可 推广 为 无 限 维 Hilbert 空间 多 .例如 式 (C-1-7) 后 一 段 的 
|n) 可 看 作 P 上 的 多 值 0 形式 场 , 即 |n)e 4s(0, 多 ) ,因为 VRe PP 有 了 唯一 的 
|n(R))e 必 . 设 和 e,} 为 居 的 基底 , 则 |n(R))=n"(R)|e,) (右边 是 nm"(R)|e,) 的 
简写 ), 其 中 产 s 4,(0,O). 进一步 说 , |n) 6 4,(0, 多 ) 还 导致 |dn)e 4 多) ,用 略 的 
基 矢 展开 则 为 |dm = (dn”)|e,), 其 中 dn' € 4,(1,C). 

现在 回 到 式 (C-1-12). 把 |n) s 4。(0, 必 ) 的 定义 域 限制 于 C' 上 便 诱导 出 |n()). 
因 


de = | 
"0)= 地 (n" (D) |e,))=dn 加 


-lon 


故 时 四 -ol (C-1-15) 


RD 
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其 中 (n|dn)e 44(1,C) ,含义 是 :对 卫 中 任 一 点 R 及 RR 点 的 任 一 矢量 v, 有 
(n|dn)|, (v)=(n(R)|dnli (v) eC. 


于 是 
式 (C-1-12) 右 边 =i(n|dn)(6/67) 在 点 RD) eC' 的 值 . (C-1-16) 
对 比 式 (C-1-14) 和 (C-1-16), 考虑 到 yy, 只 在 C' 上 有 定义 , 便 得 C' 上 的 1 形式 场 等 式 
dy, =i(n|(dn)” ), (C-1-17) 


其 中 |(dn) ) 是 |dn) 限制 在 C' 上 每 点 的 切 空间 的 结果 . (|(dn)” ) 与 |dn) 的 关系 类 
似 于 § 5.2 末 的 搓 与 4 的 关系 ). y, 为 实 值 函 数 表明 i(n|(dn)”)e A(1,R), 即 
itz|(do 六 是 C 上 的 实 值 1 形式 场 . 这 一 结论 也 可 从 另 一 侧面 验证 :由 归 一 化 条 件 
1=(njn) 得 0=(njdn)+(dn|n)=(n|dn)+(n|ldn) ， 设 (ndn)=atibp ， 其 中 
a,be Abll, BR, 则 0=2a, 故 (n|dn)=ip, i(n|dn) =-be As(l,R). WIm(n|(dn) ) 
代表 (n|(dn 六 ) 的 虚 部 , 则 式 (C-1-17) 可 改写 为 


dy =~Im(n|(dn) ). (C-1-171) 
参数 在 中 沿 C 转 一 圈 所 获得 的 7 的 增 量 为 y,(7) 一 yx,(0), 简 记 作 y,,(C), 则 
1,(O)=—Im$, (lm) =-Img. (nldn), (C-1-18) 


上 式 中 间 是 1 维 流 形 C' 上 的 实 值 1 形式 场 -Im(n|(dn)” ) 的 积分 . 令 a=-Im(n|dn)， 
则 
da=— Im(dn|^|dn) € A,(2,R), 


于 是 式 (C-1-18) 可 用 Stokes 定理 改写 为 ? 


1.(O)=—Im)| (anlaldn), (C-1-19) 
其 中 5S 是 了 中 以 C 为 边线 的 任 一 曲面 (图 C-2). 上 式 亦 可 表 为 
.0=-)| %, E (C-1-20) 
其 中 
G = Im (dn|^|dn) (C-1-21) 


Q@ 我 们 要 求 C 是 这 样 的 闭 曲 线 , 它 是 P 中 茶 曲 面 的 边界 , 从 而 可 用 Stokes 定 理 把 闭 曲 线 积分 化 为 曲面 积分 
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称 为 相位 2 形式 (phase 2-form), 是 参数 空间 ( 流 形 )P 上 的 一 个 实 值 2 形式 场 , 即 
Ges 小 (2,R) . 


己 


图 C-2 参数 空间 P 中 以 闭 曲 线 C 为 边线 的 任 一 曲面 8 

前 已 指出 , 本 征 方程 (C-1-7) 仅 能 把 |z(R))》 确定 到 差 一 个 相 因子 的 程度 , 只 是 由 
于 事先 对 参数 空间 了 的 每 点 RR 指定 了 一 个 |n(R)) 才 使 In(R)) 成 为 P 上 的 一 个 0 形 
式 场 . 如 果 改 用 另 一 种 指定 , 就 会 得 到 另 一 个 0 形式 场 |n'(R)). 任意 两 种 指定 的 结 
果 |n(R)) 和 |n'(R)) 最 多 只 差 一 个 相 因子 , 可 设 |n(R))=e* 四 |n(R)), 从 而 
《nm(R)|=(n(R)| eY [这 是 式 (B-1-28) 的 应 用 ] 及 |dn') =ex |dn) +i (du) e* |n), 故 
(mldn)=(n|e erlgn) +(n|e i(d) ev|n)=(n|dn)+idu. (C-1-22) 
这 表明 (m'|dn') (nldn), 由 式 (C-1-18) 似 乎 会 得 到 不 同 的 y,(C) , 其 实 这 只 是 一 种 
错觉.(mdn') (ndn) 不 表明 路 (wd) 和 (nldn) ,事实 上 , 式 (C-1-18) 可 改写 为 
式 (C-1-19), 后 者 只 涉及 (dn|^|dn) 的 积分 , 对 式 (C-1-22) 两 边 求 外 微分 得 
(dm|A|an”)=(dn|^|dn) ,可见 y;(C) 在 变换 |n(R) 忆 |n'(R)) 下 不 变 . 于 是 可 称 
|n(R)) 局 |n'(R)) 为 规范 变换 , 并 说 y,(C) 有 规范 不 变性 .由 式 (C-1-18) 或 (C-1-19) 还 
可 知 y,(C) 只 取决 于 曲线 C( 指 映射 C 的 像 ) 而 与 其 参数 化 无 关 . (这 里 的 参数 是 指 曲 
线 的 参数 !, 勿 与 物理 参数 丸 相 混 , ) 可 见 Berry 的 附加 相 y,(C) 完全 由 参数 空间 P 
及 其 中 的 一 条 闭合 曲线 ( 指 映射 的 像 ) 的 几何 性 质 决定 , 因此 称 为 系统 演化 一 周 所 

获得 的 Berry 几何 相 (Berry's geometrical phase), 而 由 式 (C-1-10) 求 得 的 


Af7 
1,(T)=h | E,(R())dt (C-1-23) 


则 称 为 系统 演化 一 周 所 获得 的 动力 学 相 . 与 几何 相 不 同 , 式 (C-1-23) 表 明 动 力学 相 
与 参数 RR 如 何 经 历 曲 线 C( 指 “ 走 得 快慢 ”) 有 关 , 亦 即 与 C 的 参数 化 有 关 . 形象 地 
说 , 设想 某 人 在 参数 空间 PP 中 沿 曲 线 C 足 够 缓慢 地 旅行 一 周 , 则 几何 相 y,(C) 只 取 
决 于 他 旅行 的 路 线 , 而 动力 学 相 w,(C) 还 取决 于 他 在 旅行 过 程 中 在 经 过 各 处 时 行 
走 得 快慢 . 例如 , 设 他 在 时 刻 e[0,7] 停 下 休息 一 段 时 间 An , 他 将 获得 附加 的 动力 
学 相 -- 加 1 已 (RGD)AN . 


附录 C 量子 力学 的 几何 相 * 229. 


Berry(1984) 指 出 , 要 使 |dn) 有 意义 就 要 事先 把 |n) 指定 为 R 的 单 值 函数 , 而 这 
给 |dn) 的 直接 计算 带 来 不 便 , 因此 他 又 设法 把 @, 改 用 不 涉及 |dn) 的 形式 表 出 . 利 
用 完备 性 关系 >， |m)(m|= 了 把 式 (C-1-21) 改 写 为 


D,=Im2,, (dn|m) A (mldn)=ImD?,,, (dnlm) A(mldny,  (C-1-24) 


上 式 的 第 二 步 用 到 如 下 事实 : (dn|n) 和 ^(n|dn)=(n|dn) 和 ^(n|dn)=ib 入 i=0 ,其 中 
b=(n|dn). 由 本 征 方程 (C-1-7) 得 Hldn)+ (dH)|n)=E,|dn)+(dE,)|n). 以 (m|#(n| 
作用 于 两 边 得 

(mlH|an) + (mldH|n)=(m|E,|dn) + (m|dE,|n)=E,(m|dn),  (C-1-25) 
上 式 左边 第 一 项 可 改写 为 

(mlHldn) = (mlH'|dn) =((m|Em)|dn) = E,,(mldn), (C-1-26) 

其 中 第 一 步 用 到 哈 氏 算 符 互 的 自 伴 性 , 即 态 = H1 ,第 二 步 用 到 本 征 方 程 
HIm)= Em|m) 的 左 矢 形式 (m|H1 =(m|E, [ 见 式 (B-1-31)], 第 三 步 是 因为 自 伴 算 符 
本 征 值 为 实数 . 由 式 (C-1-25)、(C-1-26) 可 得 (m|dn)=(m|dH|n)AE, —E,)( 对 mz#*n). 
类 似 地 , 从 (n| 玉 1 =(n|E, 出 发 又 得 (dn|m) =(n|dH|m)A(E, -EE,)( 对 mz#n). 于 是 
式 (C-1-21) 可 改写 为 


p,m oleae) ， 
mn (EE,) 

与 式 (C-1-21) 不 同 , 现在 的 B, 不 含 (dn| 和 |dn), 因此 谈 B, 时 无 须 事先 约定 P 中 每 
点 怀 如 何 对 应 于 唯一 的 |n(R)) . 事实 上 , 以 本 征 方程 (C-1-7) 的 任 一 解 |n(R)) 和 
|m(R)) 代入 式 (C-1-27) 都 可 求 得 同一 @, (R) (请 读者 自行 验证 ) 
[选读 C-1-1] 

然而 , 依 笔者 管见 , 式 (C-1-27) 的 适用 范 可 能 比 式 (C-1-21) 要 窜 . 关键 是 对 d 瑞 
的 准确 含义 如 何 解释 . 先 讨 论 多 是 有 限 维 Hilbert 空间 这 一 简单 情况 (例如 只 涉及 
自 旋 的 Hilbert 空间 ), 这 时 多 上 的 算 符 必 然 有 界 . 以 B 代 表 庆 上 一 切线 性 算 符 的 
集合 , 则 @ 是 有 限 维 线性 空间 , 因此 万 可 解释 为 及 e Ap(0,G), dH 也 可 相应 地 解 
释 为 dH E Ap(1,G), 意义 明确 . 然而 ,如 果 必 是 无 限 维 Hilbert 空间 , 则 媚 只 是 多 
中 (而 非 多 上 ) 的 算 符 , 而 且 无 界 . 这 时 6@ 的 定义 变 得 非常 微妙 . (例如 , B 代表 以 什 
么 子 集 为 定义 域 的 全 体 算 符 的 集合 ?) 无 论 如 何 定义 , B 现在 只 能 是 无 限 维 线性 空 
间 , 而 且 难 以 保证 它 一 定 有 基底 , 即使 有 , 也 难以 保证 它 的 任 一 元 素 一 定 能 用 基 矢 


(C-1-27) 
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表 为 可 数 项 之 和 的 形式 . 这 导致 “已 上 的 @@ 值 形式 场 Ap(0,G)” 在 定义 上 过 到 困难 
(至 少 无 法 用 定义 2), 从 而 使 对 dH 的 解释 发 生 困 难 . 因此 , 笔者 不 敢 说 式 (C-1-27) 在 
一 般 情况 下 有 明确 意义 . 

[选读 C-1-1 完 ] 

以 上 是 对 Berry 文章 基本 思想 的 解释 , 侧重 于 几何 角度 . 该 文 还 包含 以 下 三 方 
面 内 容 :QD 简 并 情况 的 讨论 ; @ 绥 变 磁场 中 的 自 旋 粒子 的 几何 相 及 其 实验 验证 的 建 
议 ，@AB 效应 作为 Berry 几何 相 的 特例 的 讨论 . 不 再 详 述 . 

理解 Berry 相 的 两 个 关键 概念 是 不 可 积 性 (non-integrability) 和 组 变性 . 不 可 积 
性 [也 称 不 完整 性 (anholonomy)] 在 这 里 是 指 y, 不 能 表 为 R 的 函数 , 即 y 不 能 被 定 
义 为 P 上 的 0 形式 场 , 特别 是 y, (7T) zy,(0). 一 般 地 , 如 果 某 些 变量 在 情况 变化 一 
周 后 不 能 恢复 原 值 而 其 他 (引起 情况 变化 的 ) 变 量 都 已 恢复 原 值 , 就 说 存在 不 可 积 
性 . 最 简单 的 例子 是 广义 黎 曼 空间 中 矢量 沿 闭 曲线 转 一 周 不 恢复 原 值 的 现象 . 傅 科 
摆 的 摆平 面 在 地 球 旋转 一 周 后 有 所 变化 则 是 不 可 积 性 在 经 典 力学 中 的 例子 . Berry 
文章 的 发 表 引 起 了 人 们 在 各 自 熟 悉 的 领域 中 寻找 几何 相 的 热潮 . 

Simon(1983) 在 对 Berry 文 的 原始 版 本 作 评 述 时 从 微分 几何 的 高 度 指出 Berry 
几何 相 与 纤维 从 上 的 联络 有 密切 联系 :Berry 相 可 解释 为 以 参数 空间 为 底 流 形 的 某 
种 纤维 从 上 的 一 个 “和 乐 ”(holonomy). 关于 纤维 从 、 从 上 的 联络 及 曲率 等 问题 将 
在 下 册 附 录 I 中 详 述 . 


SC.2 AA 几何 相 


Berry(1984) 发 表 后 不 久 , Aharonov 和 Anandan (简称 AA) 就 发 表 文 章 把 几何 相 
概念 作 了 推广 [Aharonov and Anandan(1987)]. 该 文 指 出 , 在 量子 系统 的 各 种 演化 中 
有 一 类 特别 重要 , 其 特点 是 演化 的 末 态 与 初 态 属于 同一 量子 态 (属于 Hilbert 空间 中 
的 同一 射线 ), 即 两 者 的 态 矢 之 间 只 差 一 个 相 因 子 . 该 文 称 这 类 演化 为 循环 演化 
(cyclic evolution). Berry 文章 研究 的 都 是 循环 演化 , 它们 是 依靠 以 下 三 个 条 件 实现 
的 :演化 起 因 于 系统 的 参数 在 参数 空间 P 中 走出 一 条 闭 曲线 ; @ 系 统 的 演化 是 组 
变 过 程 ; @ 系 统 的 初 态 是 能 量 的 本 征 态 . Berry 特别 强调 缓 变 过 程 , 因为 以 能 量 本 征 
态 为 初 态 的 系统 在 缓 变 过 程 中 的 每 一 时 刻 都 近似 为 能 量 本 征 态 , 于 是 当 参 数 回 到 
初 值 时 , 末 态 与 初 态 只 差 一 个 相 因 子 , 从 而 实现 循环 演化 . 然而 AA 文 则 指出 , 即使 
上 述 三 个 条 件 全 都 不 满足 (特别 是 , 即使 非 缓 变 ), 也 有 可 能 实现 循环 演化 (文中 举 了 
具体 例子 ); 而 只 要 是 循环 演化 , 演化 一 周 所 获得 的 相位 就 可 以 自然 分 为 动力 学 相 
和 和 几何 相 两 部 分 , 而 且 在 满足 Berry 的 三 个 条 件 时 这 两 部 分 将 分 别 等 于 Berry 的 动 
力学 相 和 几何 相 . 因此 AA 的 循环 演化 可 看 作 Berry 的 循环 演化 的 推广 . 下 面 介绍 
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AA 文 的 主要 思想 . 
以 多 代表 多 中 所 有 射线 的 集合 (射线 空间 ), 则 存在 从 多 一 0} 到 多 的 自然 的 投 
影 映 射 x : 多-{0 一 多 ,定义 为 


zw》 := |w) 所 在 射线 ，Y|w)e 多 一 人 0 
设 哈 氏 算 符 为 有 (1) 的 系统 从 任意 归 一 化 初 态 |w(0)) 出 发 按 薛 定 刘 方 程 


d 
wl) =H() lv)) (C-2-1) 
演化 , 而 且 ( 不 论 什 么 原因 ) 末 态 |w()) 与 初 态 在 同一 射线 上 , 即 
[wT))=e*|y(0)), geR. (C-2-2) 


上 式 表明 这 是 一 个 循环 演化 , 对 应 于 多 中 一 条 以 时 间 1 为 参数 的 曲线 C : 
[07] 一 多 ,其 始末 两 点 在 同一 射线 上 , 因此 其 投影 C=xoC : [0,T] 下 多 是 多 中 
一 条 以 1 为 参数 的 闭 曲 线 , 见 图 C-3. 给 定 这 样 的 曲线 C(1) 后 ,在 多 中 任 选 闭 曲线 
CD) ,满足 x(C())=zx(C()) = CG) ( 仍 见 图 C-3), 则 由 C7) 所 代表 的 “演化 ?| 六 0) 
在 任 一 时 刻 te[0,7] 必 与 |w(?)) 在 同一 射线 上 , 故 存在 实 值 函 数 f: [0, 丰 一 及 使 
[wD)=e |), (C-2-3) 
f(T7)-f(0)=$. (C-2-4) 
由 苹 定 衫 方程 (C-2-1) 得 


-nH00|yO) = (er Og) =i Fy) te EI), 


|¥(7)) 


CD 


| (0)) 
| 区 zy》 = |(0)) co 


CO= WD = 


图 C-3 循环 演化 曲线 C(z) 及 其 投影 [. 中 闭 曲 线 C(1) ] 
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以 i(w(?)| 作 用 两 边 得 9 = -用 (yD)|H OO) +i(y)| | CD) . 积分 得 


$= (vO OO tf pO). C25) 


了 了 
«= (vo a, B=if (VOLE) (C20) 


则 f=a+B. 把 Berry 情况 作为 特例 , 在 该 情况 下 有 |w(D) = exp[i4,(D)]|n(ROD) 


了 了 
cc=- 训 | (n(RO HER RN)) dt = | E,(R(O)dt =7,(7) ， 


即 wx 在 Berry 情 况 下 等 于 动力 学 相 w,(7), 所 以 AA 文 把 a 称 为 动力 学 相 . 另 一 方面 ， 
不 难看 出 8 在 Berry 情况 下 就 是 几何 相 y, [只 须 把 式 (C-1-12) 的 |n(R(D))) 看 作 AA 
的 |(D)) ], 因此 自然 希望 对 一 般 的 循环 演化 来 说 B 也 能 被 解释 为 几何 相 . 事实 
上 , B 的 确 是 一 种 几何 相 , 不 过 一 般 而 言 它 涉及 的 不 是 参数 空间 P 而 是 射线 空间 
多 的 几何 .给 定 多 中 任 一 闭 曲 线 避 :[0,7] 政 多 ,可 在 x-1[C(0)] 上 任 取 一 点 
ee 多 ,定义 多 中 的 闭 曲线 CG: [0,7] 僵 多 使 C(0) = pP，zr(CO)= CQ)[ 见 图 C-4， 

暂 不 看 图 中 的 C(0) ]. 此 C(z) 相应 的 |Y(D)) 按 式 (C-2-6) 决 定 一 个 6 值 , 下 面 证 明 它 
只 由 C(t) 决定 而 与 CCD 的 选 法 无 关 . 设 另 选 C'(1) ,满足 x(C'(1)) = C(t), 则 它 相 应 


0)) 


Gd 


图 C-4 Bp 值 只 取决 于 闭 曲 线 C(z) 
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的 | 产 (D)) 满足 | 交 '(D))=e” 中 |(D)) ,其 中 olt) 相当 任意 , 但 自动 满足 o(0)=o(7). 
由 下 式 可 知 |&(D) 按 式 (C-2-6) 决 定 的 B' 等 于 B: 
人 di _， 人 -icp d idD)1 -~ 
p=i| (yO Oi (FOO Se pa 
.do 


T i : 
= (p00 er Sle) ris9 or p00) le 


.fT nd 7 do(t) 
=if (voOF Sz) = po(r)-o(0)=p . 


可 见 从 C(t) 到 C'(t) 的 变换 可 看 作 一 种 规范 变换 , 而 8 具有 规范 不 变性 , 即 8 只 取 
决 于 射线 空间 .多 中 的 闭 曲线 C(t) . 再 者 , 仿照 上 节 由 式 (C-1-12) 得 出 式 (C-1-18) 的 
讨论 可 知 式 (C-2-6) 可 改写 为 8=i|。 人 Y|d 罗 ,这 表明 与 曲线 C(z) [从 而 C(7) ] 的 
参数 化 无 关 . 可 见 多 中 每 一 ( 非 参 数 化 的 ) 闭 曲线 己 都 有 一 个 确定 的 8 值 , 因此 p 
是 多 中 非 参数 化 闭 曲 线 C@ 的 一 个 几何 性 质 , 故 可 称 为 曲线 C 的 AA 几何 相 . 从 物 
理 上 看 , 多 中 以 多 中 闭 曲 线 C 为 投影 的 曲线 C 有 无 限 多 种 , 它们 代表 量子 系统 在 
各 种 可 能 的 哈 氏 量 H(t) 作用 下 按 薛 定 廖 方 程 所 作 的 各 种 可 能 的 循环 演化 , 这 些 循 
环 演 化 都 有 相同 的 AA 几何 相 . 

AA 几何 相 不 但 比 Berry 几何 相 有 宽广 得 多 的 应 用 范围 , 而 且 , 正如 AA 文 所 指 
出 的 , 由 于 缓 变 定理 只 是 近似 定理 , Berry 几何 相 只 在 缓 变 近似 下 成 立 , 而 AA 几何 
相 则 是 精确 结果 , 完全 不 含 近似 . 

除了 提出 和 论证 AA 几何 相 的 概念 之 外 , AA 文 还 包含 以 下 内 容 : 讨论 了 两 
个 (也 可 说 三 个 ) 例 子 , 说 明 在 缓 变 近似 不 成 立时 AA 相 也 可 以 出 现 并 且 原 则 上 可 以 
观测 . 其 中 一 个 例子 (外 磁场 中 的 电子 ) 表 明 AB 效 应 是 AA 相 的 一 个 特例 , 另 一 例子 
涉及 Berry 及 许多 人 都 讨论 过 的 自 旋 1/2 粒子 在 时 变 外 磁场 中 的 进 动 问题 , 事实 上 ， 
磁 共 振 的 AA 相 已 被 实验 所 测 出 . 这 两 个 应 用 例子 的 一 个 附带 作用 是 表明 “在 参数 
空间 中 走 一 条 闭 曲线 ”对 于 实现 循环 演化 既 非 必要 条 件 也 非 充分 条 件 . @ 指 出 AA 
相 是 以 射线 空间 多 为 底 流 形 的 某 一 主 纤维 从 (其 丛 流 形 为 多 - {} ) 上 的 和 乐 . 此 
处 不 再 介绍 ， 

有 趣 的 是 ,AA 对 Berry 相 的 推广 又 进一步 被 Samuel and Bhandari(1988) 所 推广 . 
如 前 所 述 , 谈 及 AA 相 的 前 提 是 系统 作 循环 演化 (用 数学 语言 说 就 是 给 定 射线 空间 
多 的 一 条 闭 曲线 ), 而 Samuel 和 Bhandari 则 指出 这 也 不 是 谈 及 几何 相 的 必要 条 件 : 
给 定 多 中 任 一 非 闭合 曲线 (对 应 于 一 个 非 循环 演化 , 即 初 态 和 末 态 不 在 多 的 同一 
射线 的 演化 ), 他 们 都 能 设法 使 之 闭合 起 来 . 这 种 “闭合 术 ” 基 于 如 下 思路 :利用 多 
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的 内 积 可 给 .多 定义 一 个 度 规 , 有 度 规 就 可 谈 及 测 地 线 , 因此 可 用 测 地 线 把 非 闭合 线 
的 两 端 连接 而 成 一 条 闭合 曲线 , 从 而 可 谈 及 其 几何 相 . 虽然 连接 两 端点 的 测 地 线 并 
不 唯一 ,但 他 们 证 明 几何 相 与 所 选 测 地 线 无 关 . 于 是 得 出 惊人 结论 : 射线 空间 .多 中 
的 任 一 曲线 (不 论 闭合 与 否 ) 都 有 一 个 推广 后 的 AA 几何 相 (不 妨 称 为 SB 几何 相 )! 很 
难 想象 还 有 比 “SB 几何 相 ” 更 一 般 的 结论 了 , 因为 它 涵盖 了 所 有 想象 得 出 来 的 量 
子 演化 过 程 . 这 一 做 法 与 本 附录 开始 时 谈 到 的 Pancharatnam 在 光学 中 的 工作 有 密 
切 关 系 . 事实 上 , Samuel 等 正 是 受到 该 工作 的 启发 而 提出 这 一 推广 方案 的 . 


附录 D 能 量 条 件 


爱 因 斯 坦 方程 的 精确 解 似乎 并 不 难 求 . 设 g,, 为 任意 度 规 , 算出 其 爱 因 斯 坦 张 
量 G。 后 ,gw 便 可 看 作 相应 于 能 动 张 量 7 = G,,/8r 的 度 规 , 因而 是 爱 因 斯 坦 方程 
的 一 个 解 . 问题 在 于 这 样 任意 得 出 的 7 未必 是 某 种 物质 场 的 能 动 张 量 , 所 以 这 样 
的 “ 解 ” 未 必 有 物理 意义 . 根据 对 各 种 已 知 物质 场 的 观察 和 物理 上 的 考虑 , 人 们 普 
饥 相信 任何 物质 场 的 能 动 张 量 必须 满足 若干 “合理 的 ”条 件 (至 少 在 经 典 广义 相对 
论 范畴 内 ), 统称 能 量 条 件 (energy condition), 大 致 包含 以 下 三 方面 内 容 : 


1. 弱 能 量 条 件 (weak energy condition) 
本 条 件 要 求 任 一 瞬时 观 者 (p,2Z") 测 得 的 能 量 密度 非 负 ., (这 在 经 典 物理 中 自然 
是 合理 要 求 , 但 有 迹象 表明 在 量子 物理 中 存在 反例 . ) 弱 能 量 条 件 也 可 用 数学 语言 
T 22zlb > 0，V 类 时 矢量 场 z2 . (D-1) 
2. 强 能 量 条 件 (strong energy condition) 


在 证 明 奇 性 定理 时 , 人 们 发 现在 一 个 重要 方程 中 出 现 RZ”2Z? 项 , 其 中 Rs 是 
里 奇 张 量 , Z“ 是 单位 类 时 矢量 场 . 利用 爱 因 斯 坦 方程 可 把 该 项 表 为 


RUZ2Z2 =8n(T,,2"2° + (D-2) 


讨论 表明 , 如 果 上 式 右边 大 于 或 等 于 零 , 再 加 上 某 些 合理 条 件 , 奇 性 定理 就 得 以 证 
明 . 对 7 = g%7.。 > 0 的 情况 , 弱 能 量 条 件 自然 保证 上 式 右边 大 于 或 等 于 零 ; 当 压 强 
为 负 以 至 7<0 时 , 人 们 从 物理 考虑 出 发 相信 和 负 压 强 的 绝对 值 不 会 大 到 使 
7,sZ”Z$ +7/2<0, 即 相信 经 典 物质 场 还 满足 如 下 的 强 能 量 条件 : 


T ,ZeZ5 >-37， Y 单 位 类 时 矢量 场 Z。 ， (D-3) 
请 注意 强 、 弱 能 量 条 件 互 不 理 含 . 
3. 主 能 量 条 件 (dominant energy condition) 


本 条 件 要 求 任 一 瞬时 观 者 (p,2") 测 得 的 4 动量 密度 WW” =- 7“5Z?( 见 8$6.4 定 
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义 D) 是 指向 未 来 的 类 时 或 类 光 矢 量 , 其 物理 解释 是 物质 场 的 能 量 流动 速率 小 于 或 
等 于 光速 . ”下面 为 类 时 和 类 光 的 W" 各 举 一 例 . 

例 1 人 尘埃 的 能 动 张 量 为 Te。 = pU,U, 其 中 U? 是 尘埃 的 4 速 场 (指向 未 来 类 
时 矢量 场 ). 任 一 瞬时 观 者 (p,2Z") 测 得 的 4 动量 密度 

两" =-7T°,2? =-pU"U, Zt= ypU®, 

其 中 y=-U2*. 因 Us* 和 2? 都 是 指向 未 来 类 时 秋 量 , 故 由 命题 11-1-1(1) 可 知 
7 >0. 注意 到 p>0 (默认 弱 能 量 条 件 成 立 ), 便 知 WW* 为 指向 未 来 类 时 矢量 . 

例 2 类 光电 磁场 满足 ,Fw =0 [ 见 式 (8-4-8a)], 由 式 (7-2-6) 可 知 其 能 动 张 量 
为 

1 


Tp 三 二 (D-4) 
nT 


选 正 交 归 一 4 标 架 {(e,)?} 使 eo)? 为 指向 未 来 类 时 , 则 (eo)? 可 看 作 某 瞬时 观 者 的 
4 速 2“, 他 测 得 的 电场 和 磁场 为 E。 = Fs(eo)* 和 B=-“F,(eo》. 以 E,B 分 别 代 
表 E” 和 B” 的 长 度 , 则 由 Fj; 的 类 光 性 可 知 B? = 瑚 ，g,pE*B* =0[ 式 (8-4-11)], 故 
可 重 选 {(e,)*} 的 空间 基 矢 使 五 = (已 0,0), B=(0,E,0). 令 


如 = 万 (eo)” + (e3)°], 


则 大 "为 指向 未 来 类 光 矢 量 场 .由 瓦 .= 》 ,Fs(e*)。^(e”)。 [ 见 式 (5-1-6)] 不 难 证 明 


F, =V2Ek, A(el),, (D-5) 
代入 式 (D-4) 得 
T= Ek,, (D-6) 
27 


于 是 任 一 瞬时 观 者 (p,2Z") 测 FF 所 得 的 4 动量 密度 为 
到" = -7°,2) = Ek,2. (D7) 
27 
”和 和 2” 分 别 为 指向 未 来 的 类 光 和 类 时 矢量 , 由 命题 11-1-1(1) 可 知 嫩 Z* <0, 于 是 
@ 其 准确 含义 是 : 设 工 满足 主 能 量 条 件 , 则 由 Ve7。 =0 可 以 证 明 7 在 非 编 时 间 集 9 上 为 零 必 导 致 它 在 


D*(S) 上 为 零 . 注意 到 D*(S) 的 定义 ( 见 $11.4), 这 一 结论 便 可 解释 为 能 量 (物质 ) 的 流动 不 能 超 光 速 . 详 见 Hawking 
and Ellis(1973) 引 理 4.3.1. 
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式 (D-7) 说 明 丈 “是 指向 未 来 类 光 矢 量 , 满足 主 能 量 条 件 . W” 的 类 光 性 是 电磁 场 
已 5 的 类 光 性 的 结果 ， 

注 1 因为 纯 辐射 场 的 能 动 张 量 也 可 表 为 与 式 (D-6) 类 似 的 形式 ( 见 小 节 8.9.1), 
所 以 任 一 瞬时 观 者 测 纯 辐 射 场所 得 的 4 动量 密度 丈 ” 也 类 光 . 

注 2 常 遇 到 这 样 的 问题 :“ 黑 体 辐射 (如 恒温 箱 内 或 宇宙 背景 的 电磁 辐射 ) 由 
大 量 光子 组 成 (“光子 气 ”), 其 相应 的 电磁 场 F, (或 和 B) 取 怎样 的 表达 式 ? 其 能 
动 张 量 7 为 什么 不 取 式 (D-6) 的 形式 而 取 理 想 流 体 的 形式 ( 见 86.5), 而 且 压 强 等 于 
能 量 密度 的 1/3?” 下 面 是 答案 . 

黑体 辐射 的 电磁 场 随时 间 迅 速 变化 , 对 恒温 箱 观 者 , 光子 的 运动 平均 而 言 没 有 
一 个 特殊 的 方向 (该 观 者 是 各 向 同性 观 者 ), 所 以 他 测 得 的 电场 和 磁场 的 时 间 
平均 值 皆 为 零 . 但 是 , E? 和 B? 等 二 次 项 的 时 间 平 均值 却 非 零 , 因而 黑体 辐射 的 T, 
即使 平均 而 言 也 非 零 , 并 取 理 想 流 体 7 的 形式 (虽然 了。 的 瞬时 值 不 取 这 种 形式 ), 
它 在 各 向 同性 系 的 分 量 排 成 矩阵 (7,,)= diag(p,p,p,p) .(p 为 能 量 密度 , p 为 正 压 
强 . ) 这 与 非 相干 光 的 又 加 类 似 . 两 束 相 干 光 又 加 时 要 对 EE 的 瞬时 值 求 和 , 其 结果 
依赖 于 两 者 在 各 点 的 相位 差 ( 于 是 出 现 干涉 花样 )， 然 而 非 相 干 光 的 又 加 却 是 强度 
(正比 于 E?) 且 加. 电磁 场 能 动 张 量 瞬 时 值 的 迹 恒 为 零 ( 第 8 章 习题 和 , 这 种 无 迹 性 
在 取 时 间 平 均 中 不 改变 , 因而 平均 后 ( 即 黑体 辐射 的 7 ) 仍 然 无 迹 , 即 7T*j =0, 与 
(7,)=diag(p,p,p,p) 结合 得 0=7T*j =--p+3p，, 由 此 可 知 辐射 压强 p= p/3. 

设 Z*,2Z” 是 任意 两 个 指向 未 来 单位 类 时 矢量 场 , 则 

T ZZ =7T?oZ2Z; =— WIZ;. 
由 此 以 及 命题 11-1-1(1) 可 知 主 能 量 条 件 又 可 纯 数学 地 表述 为 
Tu*u* > 0，v 指 向 未 来 类 时 矢量 场 w*,u“*( 等 号 只 适用 于 7 =0). (D-8) 


若 取 wu” =w”, 则 上 式 回 到 式 (D-1), 可 见 主 能 量 条 件 蕴含 弱 能 量 条 件 . 三 个 能 量 条 
件 之 间 除 此 蕴含 关系 外 是 相互 独立 的 . 

如 能 选择 正 交 归 一 基底 使 7 的 矩阵 为 对 角 矩 阵 , 则 能 量 条 件 可 表述 为 更 加 具 
体 实 用 的 形式 . 7 是 对 称 张 量 保证 存在 基底 使 Zu 的 矩阵 为 对 角 和 矩阵 . 然而 , 由 于 
时 空 度 规 gw 的 非 正定 性 , 能 完成 这 一 任务 (能 把 7 对 角 化 ) 的 基底 未 必 正 交 妇 一 . 
某 些 T, 在 任何 正 交 归 一 基底 下 的 矩阵 都 不 是 对 角 甜 阵 . 例如 , 式 (D-6) 的 72 在 导 
出 该 式 所 用 的 正 交 归 一 标 架 的 分 量 7,, 的 矩阵 
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就 是 非 对 角 的 , 而 且 不 存在 可 使 它 表 为 对 角 和 矩阵 的 正 交 归 一 标 架 . 幸好 , 除 零 质 量 
的 场 外 , 所 有 被 认为 物理 上 合理 的 物质 场 的 Ts 都 可 用 正 交 归 一 基底 对 角 化 [ 见 
Hawking and Ellis(1973); Wald(1984)], 即 存在 正 交 归 一 标 架 {(e,)“} [其 中 (eo)” 指 
向 未 来 类 时 ] 使 区 ,可 表 为 
Ts = ple")a(e"), + pi(e')a(e), + ps(e’),(e’);, + pa(e’),(e’),, (D-10) 
式 中 jp 可 解释 为 以 (eo)* 为 4 速 的 观 者 测 得 的 能 量 密度 ，p, p,, ps 则 称 为 他 测 得 的 
主 压强 (principal pressure). 对 于 可 由 式 (D-10) 表 述 的 工 , , 能 量 条 件 有 如 下 等 价 表 
述 : 
命题 D-1 设 存在 正 交 归 一 标 架 {(e,)*} [其 中 (eo)? 指向 未 来 类 时 ] 使 ,可 表 
为 式 (D-10), 则 
(1) 弱 能 量 条 件 等 价 于 


00 
0 0 0 
0 0 0 
00 1 


D>0 且 prtp,>0, i=1,2,3, (D-11) 
(2) 强 能 量 条 件 等 价 于 
P+>P>0 且 p+ 记 >0，i=12,3， (D-12) 


(3) 主 能 量 条 件 等 价 于 
p> | pil, i=1,2,3. (D-13) 


证 明 我 们 只 对 (1) 给 出 证 明 . (2), (3) 的 证 明 留 作 练 习 . 

(A) 设 Tpusu” >0 Y 类 时 矢量 zx? , 欲 证 式 (D-11). 先 取 zx? 为 (eu)*, 则 由 式 
(D-10) 可 得 Twozeszx = p, 故 Tu”u* >0 导 致 p>0. 再 取 

2 =(1+&)(eo)”+(e1)”( 其 中 为 任 一 正 数 )， 
则 ww? 显然 类 时 . 由 式 (D-10) 得 Tu 人 us = p(1+e)* + pi. 由 条 件 0<7T,,u?us 得 
o<limtpQ +e)? +p]=p+pi, 

同 理 可 证 0< p+ ps 和 0< p+ p;. 

(B) 设 式 (D-11) 成 立 , 欲 证 Tu?w* >0 Y 类 时 矢量 ze . 设 w* 是 wr 在 式 (D-10) 
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所 用 标 架 的 分 量 , 令 w =yo，P2 = 站? (Co)? , 则 由 we 的 类 时 性 可 得 <2 > .由 式 
(D-10) 得 
Tu = po” +2 DC 
不 失 一 般 性 ， 设 疡 为 Pi, Pr, D3 中 的 最 小 者 ， 则 
Tpuu® > pg? + piB?>(p+pP1)B?， (第 二 步 用 到 p>0) 

故 由 p>0 和 p+ pi>0 可 得 Tu”*us >0. 口 

注 3 由 上 述 命 题 也 可 看 出 主 能 量 条 件 蕴 售 弱 能 量 条 件 . @ 条 件 (D-13) 表 明 
主 能 量 条 件 等 价 于 7,, 在 上 述 正 交 归 一 标 架 的 第 0 分 量 (能 量 密度 ) 大 于 ( 优 于 , 即 
dominates) 任 一 其 他 分 量 ( 的 绝对 值 ), 这 可 看 作 “ 主 能 量 条 件 ”(dominant energy 
condition) 一 词 的 来 源 . 
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§E.1 奇 性 定理 简介 


广义 相对 论 的 奇 性 疑难 几乎 与 广义 相对 论 同时 诞生 . 最 令 人 困惑 (因而 最 难 接 
受 ) 的 是 恒星 晚期 替 缩 和 字 宙 开端 的 时 空 奇 性 . 数 年 后 一 些 先驱 人 物 (如 Eddington) 
对 坐标 奇 性 和 时 空 奇 性 的 本 质 差 别 的 注意 代表 着 认识 的 一 大 进步 . Chandrasekhar 
在 1931 年 推出 白矮星 质量 上 限 后 就 已 意识 到 大 质量 恒星 的 晚年 命运 有 待 进一步 
揣测 , 但 Eddington 断然 否定 黑洞 ( 含 时 空 奇 点 ) 存 在 的 可 能 性 . Oppenheimer and 
Volkoff1939) 把 Chandrasekhar 和 朗 道 的 工作 拓展 到 中 子 星 , 指出 满足 适当 条 件 的 
恒星 到 了 晚期 必然 无 限 收 缩 . 稍 后 ，Oppenheimer and Snyder(1939) 对 球 对 称 均匀 
密度 尘埃 球 (dust ball) 的 晚期 径 向 场 缩 作 了 定量 计算 (求解 爱 因 斯 坦 方程 ), 其 结果 
强烈 暗示 大 质量 球 对 称 恒 星 在 热 核燃料 耗 尽 后 将 志 缩 成 黑洞 . 这 实际 上 是 爱 因 斯 
坦 方程 有 史 以 来 第 一 个 描写 黑洞 形成 的 精确 解 , 其 重要 性 不 容 低 估 . 可 惜 爱 因 斯 坦 
至 少 直到 1942 年 尚未 注意 到 这 一 文章 . 由 于 已 经 放弃 宇宙 常数 , 爱 因 斯 坦 被 迫 承 
认 Friedmann 宇 宙 模 型 中 存在 初始 奇 性 , 然而 直至 生命 末期 他 仍 不 相信 这 些 奇 性 会 
存在 于 真实 世界 中 . 那 时 许多 物理 学 家 认为 恒星 晚期 南 缩 导致 的 奇 性 只 是 由 于 恒 
星 模型 的 理想 球 对 称 性 所 致 ,而 宇宙 的 原初 奇 性 则 源 于 宇宙 模型 的 均匀 性 和 各 向 
同性 性 . 真实 恒星 和 宇宙 不 可 能 有 模型 中 那样 精确 的 对 称 性 , 因此 他 们 认为 真实 世 
界 未 必 存 在 奇 性 . Lifshitz 和 Khalatnikoy 还 用 场 方 程 在 奇 点 附近 的 寡 级 数 解 支持 上 
述 论 点 . 然而 ，Penrose 和 Hawking 在 1965~1970 年 的 独辟蹊径 的 研究 表明 , 无 需 
依赖 对 称 性 假设 , 大 质量 恒星 晚期 替 缩 和 字 宙 原初 的 奇 性 在 一 定 条 件 下 都 是 不 可 
避免 的 . 他 们 的 工作 主要 是 抽象 推理 , 所 用 工具 (技术 ) 包 括 新 近 发 展 起 来 的 类 光 ( 时 ) 
测 地 线 汇 理论 \ 时 空 整体 因果 结构 和 整体 微分 拓扑 理论 . 整个 推理 可 看 作 这 三 种 理 
论 (技术 ) 的 有 机 结合 . Penrose 的 开创 性 论文 [Penrose(1965a)] 可 视 为 第 一 个 不 要 求 
对 称 性 的 奇 性 定理 , 证 明 中 的 一 个 关键 概念 是 陷 俘 面 . 时 空中 的 2 维 类 空 闭 曲 面 ( 通 
常 是 2 球面 ) 称 为 陷 俘 面 (trapped surface), 如 果 与 它 正 交 的 外 向 和 内 向 类 光 测 地 线 
都 会 聚 .? 这 是 十 分 非 同 寻 常 的 曲面 , 只 存在 于 引力 异常 强大 的 时 空 区 域 . 要 理解 
陷 俘 面 最 好 从 非 陷 俘 的 2 维 面谈 起 . 设 二 是 闵 氏 时 空中 某 惯性 系 的 一 个 同时 面 ， 


@ $14.1 讲 过 类 时 线 汇 的 膨胀 9 的 概念 . 类 似 地 可 定义 类 光 测 地 线 汇 的 膨胀 昌 . 当 6 为 负 ( 正 ) 时 , 该 线 汇 称 为 
会 聚 (发 散 ) 的 . 路 俘 面 的 准确 定义 见 下 册 第 16 章 . 
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Sc 是 一 个 2 维 球面 光源 , 它 的 每 点 都 向 四 面 八方 发 光 , 其 中 两 条 光线 正 交 于 球 
面 并 分 居 内 外 两 侧 , 相应 的 光子 世界 线 ( 测 地 线 ) 分 别称 为 内 向 和 外 向 线 . 从 球面 各 
点 发 出 的 这 两 条 线 分 别 组 成 内 向 和 外 向 类 光 测 地 线 族 , 其 中 每 条 都 同 8 正 交 (图 
E-1). 内 向 测 地 线 族 处 处 会 聚 而 外 向 测 地 线 族 处 处 发 散 . 一 小 段 时 间 后 , 内 外 向 光 
子 分 别 到 达 球 面 ( 波 前 ) 8 和 8 , 其 面积 分 别 小 于 和 大 于 5 的 面积 . 这 样 的 5 当然 再 
正常 不 过 . 然而 , 由 球 对 称 星 体 夫 缩 形成 的 黑洞 内 部 的 2 维 类 空 面 7( 图 E-2) 的 表现 
却 非 常 不 同 . 由 于 黑洞 内 引力 异常 强大 , 从 了 发 出 的 两 族 类 光 测 地 线 中 不 但 内 向 测 
地 线 会 聚 , 就 连 “ 外 向 ” 测 地 线 也 会 聚 [ 它 虽 企 图 向 外 (逃离 黑洞 ), 但 强大 的 引力 迫 
使 它 不 得 不 向 内 (指向 奇 点 )]. 于 是 两 族 测 地 线 在 下 一 时 刻 到 达 的 球面 S 和 5S, 的 面 
积 都 比 7 的 面积 小 [图 E-2(b)]. 读者 不 妨 在 图 9-13 或 图 12-9 的 黑洞 区 如 内 补 画 几 
条 类 空 双 曲线 (等 7 线 ), 它们 的 7 值 自 然 是 从 < 2M 开始 自 下 而 上 渐 减 , 直到 逼近 奇 
性 时 7 一 0. 在 某 条 双 曲 线 上 任 取 一 点 (代表 一 个 半径 为 疡 的 2 维 球面 ) 再 从 p 
出 发 画 两 个 向 左上 方 和 右上 方 的 45° 箭 头 (表示 p 所 发 出 的 两 族 类 光 测 地 线 ), 便 会 
发 现 它们 在 一 小 段 时 间 后 到 达 的 双 曲 线 的 x 值 都 小 于 x,, 即 到 达 的 两 个 球面 的 面 
积 都 小 于 代表 的 球面 了 的 面积 . 这 了 就 是 陷 俘 面 的 直观 例子 . 事实 上 , 施 瓦 西 时 
空中 任何 != 常 数 , r = 常数 <2M 的 2 维 球面 都 是 陷 俘 面 . 陷 俘 面 的 存在 是 引力 场 
甚 强 (以 致 企 图 向 外 的 类 光 测 地 线 也 被 迫 向 内 ) 的 结果 . 由 于 任何 粒子 都 不 能 超 光 
速 , 陷 俘 面 8 内 的 物质 只 能 陷入 越 来 越 小 的 2 维 闭 曲面 内 , 于 是 , 诸如 时 空 奇 点 一 
类 怪事 的 出 现 看 来 是 自然 的 . 对 非 球 对 称 恒星 , 只 要 初始 状态 与 球 对 称 差 别 不 是 太 
大 , 恒星 在 替 缩 到 一 定 程 度 时 (引力 足够 强 时 ) 也 会 出 现 陷 俘 面 [证 明 见 Hawking and 
Ellis(1973)P.301]. Penrose 的 第 一 个 奇 性 定理 的 实质 是 :只 要 时 空 满足 某 些 合理 的 
因果 条 件 (整体 双 曲 条 件 ) 和 能 量 条 件 , 则 陷 俘 面 的 存在 必然 导致 不 完备 类 光 测 地 
线 的 存在 . 根据 § 9.4 关于 时 空 奇 性 的 定义 1', 便 知 必然 存在 时 空 奇 性 . 重要 的 是 这 
个 定理 不 以 球 对 称 性 为 条 件 , 该 文 第 58 页 原 话 为 :“ 对 球 对 称 性 的 偏离 不 能 防止 时 
空 奇 点 的 出 现 . ” 

上 述 文 章 只 是 Penrose 的 一 系列 关于 奇 性 的 文章 的 第 一 篇 , 它 的 出 现 立即 引起 
一 批 同行 的 注意 , 他 们 尽快 熟悉 有 关 工 具 并 寻找 能 做 出 成 果 的 课题 . Hawking 便 是 
其 中 的 佼佼 者 , 他 马上 意识 到 Penrose 的 证 明 可 以 被 “ 底 朝 天 ”地 用 到 宇宙 的 研究 
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《b) 陷 俘 面 了 及 其 类 光 测 地 线 汇 的 放大 ， 
Si 和 8 的 面积 都 小 于 了 的 面积 
图 E-2 Oppenheimer-Snyder 十 缩 均匀 密度 尘埃 球 的 陶 分 面 

中 , 很 快 便 发 表 文 章 [Hawking(1965)] 证 明 k =0 或 -1 的 RW 宇宙 在 7 值 足够 大 ( 字 
宙 尺 度 ) 时 由 t= 常数 和 x = 常数 定义 的 8 是 (时 间 反 演 的 ) 陷 俘 面 . 该 文 表明 , 只 要 
满足 能 量 条 件 , 局 部 非 均匀 性 不 会 影响 宇宙 原初 奇 性 的 存在 . Hawking 紧 接 着 与 
Ellis 合作 发 表 了 第 二 篇 论文 [Hawking and Ellis(1965)]. 此 后 , 一 系列 有 关 文章 的 预 
印 件 相继 出 现 . 由 于 所 需 的 某 些 工具 当时 尚 不 够 成 熟 , 某 些 结果 (或 证 明 ) 并 不 正 
确 . Hawking 的 第 三 篇 文章 (1967) 对 预 印 件 的 某 些 结果 作 了 改正 , 并 增加 了 新 的 结 
果 . 其 实 所 有 奇 性 定理 都 离 不 开 以 下 三 个 前 提 条 件 :@ 能 量 条 件 ，@ 整 体 因果 性 条 
件 ， 包 时 空中 某 些 区 域 的 引力 强 到 任何 物质 一 旦 被 俘获 就 无 法 逃逸 的 程度 . (其 表 
现 可 以 是 陷 俘 面 , 也 可 以 是 其 他 形式 , 例如 要 求 宇宙 的 空间 截面 为 闭 曲面 , 这 表明 
没有 外 部 地 区 可 供 逃 逸 . ) 各 种 奇 性 定理 无 非 是 说 , 只 要 上 述 三 类 条 件 的 某 种 适当 
组 合成 立 , 时 空 就 必然 存在 不 完备 类 时 或 类 光 测 地 线 . 如 果 要 弱化 三 类 条 件 的 某 一 
类 , 就 要 对 其 他 两 类 适当 强化 . 第 一 个 奇 性 定理 的 最 大 缺点 就 是 因果 性 条 件 太 强 
《要求 时 空 为 整体 双 曲 ), 因而 它 对 “物理 时 空 是 否 真 有 奇 性 ”的 问题 并 未 给 出 完全 
肯定 的 回答 , 因为 人 们 可 以 说 “我 宁愿 要 非 整体 双 曲 的 非 奇 异 时 空 也 不 愿 接受 整体 
双 曲 的 奇异 时 空 ”, 从 而 否定 时 空 奇 性 . 第 一 个 定理 的 这 一 缺点 在 Hawking 和 
Penrose 合作 证 明 的 最 末 一 个 奇 性 定理 [Hawking and Penrose(1970)] 中 得 到 很 好 的 
克服 . 该 定理 把 因果 条 件 从 要 求 最 高 的 整体 双 曲 条 件 降 至 要 求 最 低 的 编 时 条 件 , 其 
代价 是 要 用 最 强 的 一 种 能 量 条 件 , 称 为 普通 能 量 条 件 (generic energy condition), 它 
除 要 求 时 空 满 足 强 能 量 条 件 ( 见 附录 D) 外 还 要 求 每 一 类 光 或 类 时 测 地 线 含 有 满足 
如 下 条 件 的 一 个 点 : 用 Rearekrikeke 关 0， 其 中 大 是 该 线 的 切 矢 ,R 是 降 指标 
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后 的 时 空 黎 曼 张 量 . 虽然 在 某 些 特殊 的 (不 “普通 ”的 )、 理 想 化 的 时 空 模型 中 这 一 
条 件 可 以 不 满足 , 但 有 理由 相信 它 在 物理 真实 
的 “普通 ”时 空中 是 满足 的 . 至 于 第 三 类 条 件 ， 
该 定理 的 要 求 是 最 一 般 的 , 即 要 求 下 列 三 者 中 
至 少 有 一 者 成 立 :(a) 存 在 一 个 陷 俘 面 ，(b) 存 在 
一 个 无 边缘 的 紧 致 非 编 时 集 ，(@) 存 在 pe M ， 
使 得 由 zp 发 出 的 、 指 向 过 去 (或 未 来 ) 的 类 光 测 
地 线 汇 在 走 过 适 当 的 仿 射 参 数 后 重新 变 得 会 4 
聚 ( 见 图 E-3). (就 是 说 , 虽然 从 p 出 发 的 类 光 测 
地 线 是 发 散 的 , 但 由 于 物质 或 时 空 曲率 的 作用 ， ”图 E-3 从 pp 发 出 的 指向 过 去 类 
它们 逐渐 变 得 会 聚 .) 条 件 (0) 与 陷 爷 面 的 存在 。” 光 测 地 线 汇 在 49 处 开始 重新 会 聚 
性 有 密切 联系 , 但 用 (c) 的 表述 形式 可 使 它 在 某 
些 情况 下 的 应 用 更 方便 . 例如 , 由 第 10 章 可 知 我 们 的 字 宙 (至 少 从 光子 退 耦 时 刻 i 
开始 至 今 ) 可 以 相当 好 地 用 Robertson-Walker 模型 描述 . 设 p 代表 我 们 (银河 系 ) 的 
当今 时 刻 . 可 以 证 明 从 p 发 出 的 指向 过 去 的 类 光 测 地 线 汇 在 比 大 得 多 的 时 刻 
(由 图 E-3 的 g 点 代表 ) 就 开始 重新 会 聚 , 即 宇宙 时 空 满足 条 件 (c). 因此 由 最 未 一 个 
奇 性 定理 可 知 它 必 定 存在 奇 性 . 

时 空 奇 性 的 定义 一 直 是 个 有 争论 的 问题 . 用 测 地 不 完备 性 所 下 的 定义 虽然 被 
多 数 人 所 接受 , 它 本 身 仍 有 缺点 ( 见 小 节 9.4.1). 事实 上 , 仍然 存在 与 之 密切 相关 却 
并 不 完全 等 价 的 若干 其 他 定义 [ 见 Earman(1999)]. 例如 , “时 空 称 为 奇异 的 , 若菜 
个 有 关 物 理 量 发 散 ”. @“ 时 空 称 为 奇异 的 , 若 其 中 因 某 些 点 被 控 去 而 存在 “ 洞 '”. 
请 注意 有 “ 洞 ”的 时 空 必然 测 地 不 完备 ( 见 小 节 9.4.1), 但 却 存在 着 测 地 不 完备 的 无 
“ 洞 ” 时 空 [ 见 Wald(1984)]. 自然 要 问 : 奇 性 定理 证 明 存在 的 奇 性 是 哪个 定义 的 奇 
性 ?答案 是 用 测 地 不 完备 性 定义 的 奇 性 . 所 有 奇 性 定理 所 证 明 的 无 非 是 如 下 结论 : 
只 要 满足 定理 条 件 , 则 时 空 至 少 存在 一 条 不 完备 的 类 时 或 类 光 测 地 线 . 至 于 是 否 有 
某 个 物理 量 (如 曲率 或 密度 ) 发 散 , 则 几乎 没有 给 出 任何 回答 . 

小 节 10.3.1 的 1 曾 指出 奇 性 定理 是 经 典 广义 相对 论 范 畴 的 定理 , 完全 不 涉及 量 
子 理论 . (事实 上 , 能 量 条 件 在 量子 理论 中 可 以 不 满足 . ) 鉴于 奇 性 是 如 此 之 奇怪 ， 
也 可 换 一 角度 看 待 奇 性 定理 :与 其 说 奇 性 定理 证 明了 奇 性 的 存在 性 , 不 如 说 它 表明 
经 典 广义 相对 论 在 时 空 曲率 很 大 时 的 不 适用 性 一 那 时 必须 考虑 量子 理论 . 不 少 
学 者 (如 Hawking) 相 信 在 量子 广义 相对 论 中 奇 性 不 再 存在 , 但 其 他 学 者 对 此 还 有 不 
同 看 法 , 例如 , 见 Penrose 在 The Nature of Space and Time[Hawking and Penrose 
(1996)] 第 二 章 末 答 问 中 的 论述 . 

注 1 Penrose 和 Hawking 于 1994 年 在 英国 剑桥 大 学 举行 了 一 场 关 于 宇宙 本 
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性 的 最 基本 观念 的 学 术 辩 论 , 实质 问题 是 如 何 把 广义 相对 论 与 量子 理论 有 机 地 结 
合 以 形成 一 套 量子 引力 论 ( 其 中 自然 离 不 开 奇 性 问题 ). 从 某 种 意义 上 说 , 这 是 大 约 
60 年 前 Bohr( 玻 尔 ) 和 Einstein( 爱 因 斯 坦 ) 的 那 场 关于 量子 力学 基础 的 辩论 的 继续 ， 
其 中 Penrose 和 Hawking 分 别 扮演 Einstein 和 Bohr 的 角色 . Penrose 和 Hawking 两 
人 在 经 典 理 论 方面 的 观点 相当 一 致 , 但 在 涉及 量子 理论 时 却 存在 明显 分 歧 . 
Hawking and Penrose(1996)( 有 中 译本 ) 的 1~6 章 是 两 人 的 讲演 (每 人 三 次 ), 第 7 章 主 
要 是 他 们 之 间 的 辩论 . 


SE.2 宇宙 监督 假设 


上 节 讲 过 , 爱 因 斯 坦 方程 的 第 一 个 描写 黑洞 的 精确 解 是 Oppenheimer-Snyder 
均匀 密度 尘埃 球 解 , 它 细致 地 描写 了 一 个 具体 的 球 对 称 黑 洞 的 形成 过 程 . 图 E-4 左 
边 是 在 坐标 系 笃 ,r} ( 见 小 节 9.4.6) 中 的 2 维 时 空 图 , 右边 是 其 Penrose 图 . Birkhoff 
定理 保证 星 外 区 域 有 施 瓦 西 度 规 . 此 图 的 一 大 特点 是 存在 绝对 事件 视界 五 , 它 使 
时 空 区 域 8 不 为 外 部 观 者 所 看 见 . 说 得 更 准确 些 , 设 G 是 五 外 的 任 一 观 者 , 则 不 论 
他 坚持 观测 多 么 长 时 间 , (无 限 长 时 间 , 以 至 他 趋 近 无 限 远 . ) 也 不 会 收 到 从 B 区 发 
来 的 任何 信息 . 通常 称 这 一 现象 为 “黑洞 内 的 信息 不 能 逃逸 到 无 限 远 ”. 从 几何 角 
度 看 , 这 是 因为 事件 视界 五 既是 黑洞 区 B 的 边界 又 是 .+ 的 编 时 过 去 CCx+) 的 
边界 , 即 万 =i7 (7+),” 因 此 黑洞 内 任 一 点 与 .71+ 都 没有 因果 联系 . 这 与 闵 氏 时 空 
的 情况 非常 不 同 . 闵 氏 时 空 的 Penrose 图 (图 12-7) 表 明 荆 (.7*+) 就 是 全 时 空 , 因此 任 
一 时 空 点 所 发 信号 都 能 到 达 .71+ , 不 存在 黑洞 区 . 虽然 奇 点 奇 得 不 可 思议 (物理 定 
律 在 奇 点 失效 ), 但 由 于 藏 在 事件 视界 之 内 , 视界 外 的 观 者 (直至 无 限 远 ) 对 奇 性 无 所 
察觉 . 然而 图 E-4 所 描述 的 只 是 标准 的 球 对 称 韦 缩 (其 中 Birkhoff 定理 起 到 重要 
作用 ), 它 是 否 有 代表 性 仍然 存在 疑问 . 奇 性 的 存在 不 是 问题 :根据 奇 性 定理 , 当 垢 
缩 导致 足够 大 量 物质 聚集 于 足够 小 区 域 时 奇 性 必 将 出 现 , 问题 在 于 不 能 保证 这 奇 
性 一 定 藏 在 一 个 (绝对 ) 事 件 视界 之 内 , 因而 不 能 肯定 非 球 对 称 十 缩 一 定 导 致 黑洞 . 
人 们 把 不 藏 在 事件 视界 之 内 的 奇 点 称 为 裸 育 点 (naked singularity), 利用 这 一 术语 可 
以 说 , 满足 奇 性 定理 条 件 时 , 恒星 晚期 志 缩 的 结果 要 么 是 黑洞 , 要 么 是 裸 奇 点 . 人 们 


@@ 准确 地 应 为 瑟 = 让 (. 产 ) 门 M ,其 中 M 为 物理 时 空 . (请 注意 与 非 物理 时 空 好 > M 的 区 别 , 见 $12.4. ) 补 上 
fnM 由 在 除去 所 有 无 限 远 点 (它们 在 好 内 而 不 在 M 内 ). 有 又 分 为 两 部 分 : 星 外 (真空) 部 分 是 由 + = 24 刻画 的 类 
光 超 曲面 , 星 内 (物质 ) 部 分 则 是 这 样 的 类 光 超 曲面, 它 是 p 点 (星体 球 心 的 某 一 时 刻 ) 的 编 时 未 来 的 边界 , 与 7 = 2M 
超 曲 面 在 星体 表面 光滑 连接 . 
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E_4 球 对 称 星体 晚期 圳 缩 成 黑洞 . 7 为 陷 俘 面 . 右 图 为 Penrose 图 


通常 认为 非 裸 奇 点 比 裸 奇 点 要 无 害 得 多 . 为 了 气 除 裸 奇 点 存在 的 可 能 性 , Penrose 
曾 于 1969 年 提出 如 下 的 宇宙 监督 (cosmic censorship) 假 设 : 任 何 物理 上 真实 的 拥 缩 
都 不 造成 裸 奇 点 , 形象 地 说 就 是 “上 帝 异 恶 裸 奇 点 ”. 这 一 假设 并 不 排除 爱 因 斯 坦 
方程 存在 含有 裸 奇 性 的 解 , (事实 上 早已 知道 存在 若干 含有 裸 奇 性 的 解 , 如 M <0 
的 施 瓦 西 解 和 Taub 的 平面 对 称 真空 解 . ) 甚至 也 不 排除 从 非常 正规 的 初始 状态 演 
化 为 裸 奇 点 的 声 缩 解 . (这 种 解 的 确 存在 ， 但 没有 理由 相信 它们 所 代表 的 特殊 情况 
会 出 现在 真实 的 圾 缩 中 . ) 宇宙 监督 假设 所 排除 (禁止 ) 的 只 是 稳定 地 导致 裸 奇 点 的 
任何 夫 缩 过 程 , 其 中 雪 缩 物质 的 物 态 方程 在 适当 意义 上 说 并 不 过 于 特殊 或 物理 上 
不 真实 , 准确 提 法 见 Wald(1984) 和 Wald(1999). 如 果 字 宙 监 督 假设 成 立 , 满足 奇 性 
定理 条 件 的 夫 缩 结果 就 只 能 是 黑洞 . 注意 到 黑洞 无 毛 猜想 ( 见 $13.6), 恒星 在 经 历 不 
稳定 声 缩 期 ( 那 时 要 发 射 引力 波 ) 后 终 将 成 为 稳定 的 Kerr-Newman 黑洞 . 这 是 一 个 
非常 诱 人 的 简单 结果 . ( 同 球 对称 的 圾 缩 结果 一 一 施 瓦 西 黑洞 -相当 类 似 , 只 是 
略微 复杂 一 些 . ) 反之 , 如 果 宇宙 监督 假设 不 正确 , 我 们 就 必须 面 对 作为 声 缩 结果 
的 形形色色 的 裸 奇 点 , 问题 就 要 复杂 得 多 . 然而 , 尽管 大 量 的 黑洞 微 扰 计算 (以 及 其 
他 考虑 ) 倾 向 于 支持 这 一 假设 , 人 们 至 今 仍然 既 不 能 严格 证 明 它 也 无 法 举 出 足够 有 
力 的 反例 推翻 它 . ”Penrose 以 及 许多 学 者 在 这 两 个 方面 都 曾 做 过 大 量 努 力 , 也 曾 
经 并 且 正 在 不 断 取 得 研究 成 果 , 但 至 今 未 能 得 出 明确 的 肯定 或 否定 结论 [虽然 有 利 


名 字 宙 监督 假设 在 量子 引力 论 中 很 可 能 不 成 立 . 特别 是 , Hawking 关于 黑洞 的 量子 辐射 过 程 (从 “蒸发 ”到 “ 爆 
炸 ”) 会 导致 裸 寄 点 . 正文 中 关心 的 只 是 在 经 典 广义 相对 论 范畴 内 这 一 假设 的 正确 性 . 
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于 这 一 假设 的 证 据 越 来 越 多 ( 强 )]. 这 早已 成 为 经 典 广义 相对 论 的 一 个 老大 难 问 题 . 
目前 似乎 多 数 人 相信 这 一 假设 至 少 在 一 定 意义 上 正确 . Wald(1999) 对 有 利于 和 不 
利于 这 一 假设 的 主要 讨论 方法 和 论据 做 了 回顾 , 特别 是 介绍 了 有 利于 这 一 假设 的 

注 1 也 宇宙 监督 假设 的 证 明 (或 否定 ) 的 高 难度 来 自 多 方面 原因 , 其 中 之 一 是 
假设 中 涉及 某 些 难以 准确 化 的 提 法 . 例如 , 该 假设 要 求 系统 的 初 态 由 某 个 柯 西 面 上 
的 普通 的 (generic) 非 奇异 初始 数据 描述 , 并 断言 这 种 初 态 按照 经 典 广 义 相对 论 和 
合理 的 态 方程 演化 的 结果 不 会 包含 裸 奇 点 . 然而 上 述 提 法 中 的 “普通 的 ”和 “合理 
的 ”两 词 的 含义 都 难以 准确 界定 . @ 黑 洞 和 裸 奇 点 原本 都 是 对 渐 近 平 直 时 空 定义 的 ， 
然而 , 由 于 暗 能 量 的 发 现 等 原因 , 渐 近 anti-de Sitter 时 空 ( 见 8 J.6) 越 来 越 受 到 重 - 
视 . Hertog et al.(2003) 给 出 了 一 个 在 渐 近 anti-de Sitter 时 空中 存在 裸 奇 点 的 例子 , 声 
称 这 是 宇宙 监督 假设 的 反例 , 但 翌年 又 载 文 [Hertog et al.(2004)] 表 示 发 现 上 文 存在 
一 个 未 能 克服 的 漏洞 , 因此 明确 地 说 在 渐 近 anti-de Sitter 时 空中 是 否 真有 反例 仍然 
是 个 开放 课题 . 

注 2 ”Censor 一 词 是 指 政府 部 门 对 书面 和 声 像 出 版 物 的 审查 和 监察 , 他 们 有 
权 要 求 删除 其 中 的 淫 狠 内 容 . 不 妨 由 此 体会 Penrose 把 禁止 裸 奇 性 的 假设 称 为 


cosmic censorship 的 幽默 用 心 . 有 鉴于 此 , 译 为 宇宙 监察 假设 也 许 更 为 贴切 . 

以 上 讨论 的 裸 奇 性 也 可 称 为 “整体 性 裸 奇 性 ”, 因为 黑洞 的 事件 视界 是 二 (7 1) 
的 边界 , 而 .7+ 是 个 整体 概念 . Penrose 在 后 来 的 许多 文献 中 又 表达 出 进一步 的 看 
法 (与 1969 年 提出 字 宙 监督 假设 时 的 看 法 不 尽 相 同 ), 他 认为 , 在 只 涉及 时 空 的 某 一 
局 部 地 区 的 物理 时 本 来 就 不 应 关心 从 奇 点 发 出 的 光线 是 否 能 最 终 到 达 无 限 远 的 问 
题 , 位 于 事件 视界 以 内 的 观 者 虽然 不 在 无 限 远 , 但 却 可 能 收 到 从 奇 性 处 发 出 的 光线 ， 
从 而 带 来 使 物理 学 家 深 感 头痛 的 不 可 预言 性 . 他 指出 , 图 E-4 右 侧 的 奇 性 之 所 以 比 
较 “ 无 害 ”, 关键 不 在 于 它 藏 在 事件 视界 妃 之 内 , 而 是 因为 它 是 类 空 的 . 反之 , 如 果 
时 空 存在 类 时 奇 性 , 则 不 论 它 是 否 藏 在 某 个 事件 视界 之 内 , 它 附近 的 观 者 都 会 收 到 
它 发 出 的 光线 , 即 他 会 受到 不 可 预言 的 影响 . [笔者 注 :类 时 奇 性 的 存在 使 得 时 空 没 
有 柯 西 面 , 于 是 , 更 形象 地 说 , 假定 你 是 奇 点 附近 的 一 个 观 者 , 从 奇 点 飞 出 一 颗 定 时 
炸弹 在 你 身上 爆炸 , 这 一 爆炸 事件 就 不 能 根据 某 个 柯 西 面 上 的 初始 数据 加 以 预言 . ] 
所 以 , 即使 所 有 奇 性 都 藏 在 事件 视界 之 内 , 仍然 不 能 解决 问题 . 要 从 根本 上 解决 问 
题 , 就 得 要 求 (假设 ) 任 何 真 实时 空 不 存在 类 时 奇 性 . Penrose 把 类 时 奇 性 称 为 局 部 裸 
奇 性 , 把 不 存在 局 部 裸 奇 性 的 这 一 要 求 (假设 ) 称 为 强 宇宙 监督 原理 , 详 见 下 节 . 然 
而 , 度 规 在 奇 性 处 失去 定义 , 奇 性 的 ”类 时 ”性 如 何 定义 ?下 节 将 同时 回答 这 一 问题 . 

一 个 常见 的 问题 是 :RW 宇宙 的 大 爆炸 奇 性 是 不 是 裸 奇 性 ?( 人 们 心中 非常 清楚 : 
如 果 大 爆炸 竟然 属于 裸 奇 性 , 岂 不 是 也 要 被 宇宙 监督 原理 所 禁止 ?) 问题 的 答案 取 
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决 于 你 谈 的 是 整体 裸 奇 性 还 是 局 部 裸 奇 性 . 对 前 者 , 问题 根本 无 意义 , 因为 定义 整 
体 裸 奇 性 时 只 关心 星体 的 替 缩 问题 , 或 者 说 只 关心 渐 近 平 直 时 空 (可 谈 及 其 无 限 
远 ), 而 RW 时 空 并 非 渐 近 平 直 . 对 后 者 的 答案 则 是 :按照 下 节 关 于 局 部 裸 奇 性 的 定 
义 , 大 爆炸 奇 性 不 是 局 部 裸 奇 性 . 直观 地 说 , 强 宇 宙 监 督 假设 要 排除 的 是 类 时 奇 性 ， 
而 大 爆炸 奇 性 直观 看 来 是 类 空 的 , 不 属于 被 排除 之 列 . 详 见 下 节 . 


§E.3 用 TIP 语言 表述 强 宇 宙 监 督 假 设 [选读 ] 


为 了 给 局 部 裸 奇 性 下 一 个 准确 定义 , Penrose 借用 了 “理想 点 ”以 及 TIP 和 TIF 
等 概念 [ 见 Geroch, Kronheimer, and Penrose(1972)]. 下 面 首 先 介绍 这 些 概 念 , 读 过 本 
书 第 11 章 的 读者 对 此 不 难 理解 . 奇 点 和 无 限 远 点 都 不 是 时 空 点 , 但 可 用 一 种 巧妙 
手法 把 它们 看 作 时 空 点 的 某 种 推广 , 称 为 理想 点 . 设 (M,gw) 是 强 因果 时 空 , 则 
vp,qgeM 有 Pp=9 人 [pp)=I(9) ,因而 时 空 点 与 可 表 为 IT (P) 的 开 子 集 一 一 对 
应 .为 推广 时 空 点 以 获得 理想 点 的 概念 就 要 研究 1 (p) 的 性 质 , 为 此 先 建立 如 下 两 
个 概念 : 

定义 1 球 cM 称 为 过 去 集 (past set), 若 开 =I (WV). 过 去 集 WW 称 为 不 可 分 过 
去 集 (indecomposable past set), 简称 IP ( 读 做 ip), 若 歼 不 能 
表 为 4 册 B, 其 中 4,B 为 过 去 集 而 且 4#W,BzW. 多 4 

不 难看 出 任 一 时 空 点 p 对 应 的 1(p) 是 一 个 IP .图 > 
E-5 的 玩 是 过 去 集 , 却 不 是 IP, 因 它 可 表 为 过 去 集 I(P) 和 图 E-5 不 是 IP 的 过 去 
I-(qg) 之 并 ,而 且 I-(p)zW, I-(g)#W. . 集 到 

并 非 每 个 IP 都 可 表 为 T(p, pe M 的 形式 . 例如 , 设 
刺 =I(D)，, 则 PK 于 .把 忆 从 M 中 挖 去 , WW 不 改变 ,但 不 再 能 表 为 1 (p),peM 的 
形式 . 于 是 又 有 如 下 定义 : 

定义 2 设 画 是 一 个 IP. 若 有 peM 使 开 =I1 (p), 则 称 W 为 一 个 PIP 
(ProperIP , 读 做 pip), 否则 称 为 一 个 TIP (TerminalIP , 读 做 tip). 

既然 每 个 PIP 对 应 于 一 个 时 空 点 , 仿 此 可 把 每 个 TIP 称 为 一 个 理想 a 
point). 下 面 的 讨论 有 助 于 直观 地 理解 理想 点 . 设 丽 是 PIP , 则 3psHM 使 
W = TC): ee a hed 则 下 = Rd a 


因此 , 有 i 类 时 线 构成 一 个 等 价 类 , 等 价 类 Be 时 线 描述 
同一 个 PIP . 自然 想到 是 否 也 可 用 类 时 线 的 等 价 类 描述 TIP. 下 述 命题 是 这 种 描述 
的 理论 基础 . 
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命题 E-3-1 WC M 是 TIP 的 充 要 条 件 是 存在 未 来 不 可 延 类 时 线 y 使 
W=1 (y). 

证 明 见 Hawking and Ellis(1973) 命 题 6.8.1 的 证 明 (P.218). 口 

只 要 存在 一 条 未 来 不 可 延 类 时 线 y 满足 画 =1-(y), 便 有 一 系列 未 来 不 可 延 类 
时 线 , 其 中 每 条 y' 满 足 画 =I(y')( 见 图 E-6). 自然 把 y 和 y' 称 为 等 价 的 , 因为 它们 
对 应 于 同一 理想 点 丽 ( 图 中 为 直观 起 见 又 记 作 方 ) 可 见 , 与 每 个 PIP 对 应 于 类 时 线 
的 一 个 等 价 类 一 样 ,每 个 TIP 也 对 应 于 类 时 线 的 一 个 等 价 类 , 不 过 这 些 类 时 线 都 是 
未 来 不 可 延 的 , 它们 本 来 没有 未 来 端点 , 但 不 妨 认为 它们 对 应 的 TIP 所 代表 的 理想 
点 是 它们 的 “未 来 端点 ”. 这 些 “ 未 来 端点 ”不 是 时 空 点 , 但 可 看 作 时 空 的 某 种 边 
界 的 点 , 图 E-7 是 理想 点 的 一 些 直观 例子 . : 


图 E-7 最 大 延 拓 施 瓦 西 时 空 的 Penrose 图 . 材 是 PIP ,对 应 于 时 空 点 ; 
万 和 了 所 是 TIP ,分 别 对 应 于 理想 点 名 和 及 


虽然 图 E-6 和 E-7 让 人 感到 每 个 理想 点 是 很 直观 的 一 “点 ? ,但 应 该 清醒 地 记 
住 理想 点 其 实 不 过 是 TIP 的 另 一 称谓 .对 于 某 些 时 空 ,理想 点 可 以 很 不 像 一 个 点 . 考 
虑 由 线 元 


ds =2° (df? +dz’)+z(dx* +dy’), z>0 (E-1) 
代表 的 Taub 平 面 对 称 真空 时 空 ( 详 见 $8.6), 它 有 到 达 z=0 的 不 完备 类 光 测 地 线 , 而 
且 存在 s.p. 曲率 发 散 性 , 所 以 z=0 是 时 空 奇 性 ( 裸 奇 性 ) 所 在 处 . 设 y 是 一 条 未 来 不 
可 延 类 时 线 , 其 z 一 0, ! 一 c (常数 ), 则 可 证 [ 见 Kuang et al(1986)] 
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IT(y)={(t,z,x,y)|t+z<c,z>0}. (E-2) 


与 直观 想象 不 同 , 上 式 表 明 I-(y) 不 是 “ 锥 形 ” 而 是 “ 辟 
形 ”.( 图 EE-8, 可 沿 六》 方向 延伸 . ) 设 y 和 y' 是 两 条 未 
来 不 可 延 类 时 线 , 满足 z->0, 1 一 c, x 一 4q,，y 一 b 和 
z 0, 1 一 c, XxX’ 一 a( 二 a), y' 玉 5b'(z5), 则 直观 看 
来 它们 各 自 趋 于 不 同 的 “未 来 端点 ”, 但 式 (E-2) 却 说 
明 它 们 对 应 于 同一 个 TIP[ 即 I (y) =I-(y”)], 因而 对 
应 于 同一 理想 点 . 就 是 说 ,图 E-8 中 由 z=0,t=c 定 义 
的 2 维 面 (图 中 压缩 一 维 ) 的 所 有 点 都 应 看 作 同 一 理想 
点. 可见 Taub 时 空 的 全 体 奇 异 理想 点 的 集合 是 1 维 而 。 四 3 ,7 和 雪 向 ” 
非 3 维 集 . 以 上 结果 也 适用 于 RN 奇 性 . Ee 

用 类 时 线 等 价 类 描述 TIP 的 一 个 好 处 是 便于 区 分 无 限 远 理想 点 和 奇异 理想 点 ， 
下 面 是 Penrose(1978) 的 定义 . 

定义 3 设 丽 是 TIP. 球 称 为 无 限 远 TIP( 记 作 oo-TIP), 车 存在 线 长 为 无 限 
的 类 时 线 y 使 历 =1 (y) [从 任 一 起 点 ( 即 过 去 端点 ) 开 始 向 未 来 计算 线 长 都 得 无 限 
大 ], 否则 称 为 奇异 TIP .? 

注 1 人 @ 闵 氏 时 空 的 TIP 都 是 oo-TIP , 因为 它们 要 么 对 应 于 六 ,要么 对 应 于 
.+ 的 某 点 .前 者 可 取 类 时 测 地 线 (惯性 坐标 x, y,z 为 常数 的 线 ) 为 y ; 后 者 可 取 类 
时 双 曲 线 为 y . 两 种 情况 下 y 的 线 长 都 无 限 . @ 任 何 时 空 的 任何 TIP 都 存在 线 长 有 
限 的 类 时 线 y 使 I-(y) 等 于 该 TIP ,2 问题 在 于 有 些 时 空 的 有 些 TIP 不 存在 线 长 无 
限 的 类 时 线 y 使 二 (7y) 等 于 该 TIP ,这 些 TIP 就 称 为 奇异 TIP . 因此 , 粗略 地 说 , 所 
有 观 者 都 在 有 限 固有 时 间 内 “到 达 ” 奇 异 理想 点 , 而 总 有 观 者 只 在 经 历 无 限 长 国有 
时 间 后 才 “到达” 无 限 远 理想 点 . 

把 过 去 改 为 未 来 便 可 得 到 IF ( 读 做 让 , PIF 和 TIF 等 概念 及 类 似 性 质 . 

既然 奇 性 可 用 奇异 TIP (或 TIF) 代 表 , 局 部 裸 奇 性 也 应 该 可 以 通过 定义 局 部 裸 
奇 TIP(TIF) 加 以 定义 . 构思 时 首先 应 该 注意 , 无 论 如 何 定义 , 大 爆炸 奇 性 都 不 应 被 


@ 定义 3 其实 并 不 很 好 , 因为 对 某 些 时 空 , 明明 是 代表 奇 点 的 TIP 按 此 判 据 也 成 了 oo-TIP( 因 而 不 是 奇异 TIP). 
有 鉴于 此 , Penrose 又 提出 另 一 (不 等 价 的 ) 判 据 ( 此 处 称 为 定义 3): 一 个 TIP 称 为 类 光 有 限 的 Caull-finite), 若 它 可 表 为 
三 ( 罗 ,其 中 是 仿 射 长 度 有 限 的 类 光 测 地 线 ; 否则 称 为 类 光 无 限 的 (null-infinitej, 类 光 有 限 的 TIP 对 应 的 理想 点 可 看 
作 奇 异 理想 点 . [ 详 见 Penrose(1978)]. 事实 上 , Kuang et al.(1986) 在 研究 Taub 的 平面 对 称 真空 时 空 时 发 现 , 虽然 该 时 
空 的 全 部 TIP 明明 应 该 分 为 -TIP 和 奇异 TIP 两 部 分 , [后 者 应 是 z= 0 的 点 ,是 时 空 奇 性 ( 且 为 曲率 奇 性 ). ] 但 按 定 
义 3 判断 却 全 部 是 co-TIPI 反 之 , 若 改 用 定义 3" 判断 , 则 与 z=0 对 应 的 所 有 TIP 都 是 奇异 TIP, 这 才 在 物理 上 合理 . 

@ 例如 , 设 刺 是 闵 氏 时 空中 由 1<z 定义 的 TIP, y 是 由 XxX=0, y=0,Z+f=(z 一 1)"? >0 定义 的 类 时 线 , 则 
玉 =I(y) 且 y 的 线 长 有 限 . 
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视 作 局 部 裸 奇 性 , 否则 要 么 强 宇 宙 监 督 假 设 不 成 立 , 要 么 招致 所 有 广义 相对 论 ( 特 
别 是 宇宙 论 ) 学 者 的 群起 围攻 . Penrose 提出 如 下 定义 : 


粒子 (星系 ) 


图 E-9 大 爆炸 奇 性 不 裸 , 因为 任 一 奇异 TIF 都 不 含 于 任 一 PIF 中 


定义 4 含 于 PIP 中 的 TIP 称 为 局 部 裸 (locally naked)TIP. 对 偶 地 , 含 于 PIF 
中 的 TIF 称 为 局 部 裸 TIF . 对 应 于 局 部 裸 TIP 或 局 部 裸 TIF 的 奇异 理想 点 称 为 局 
部 裸 奇 点 . 

因为 大 爆炸 奇 性 的 任 一 奇异 TIF 都 不 含 于 任 一 PIF 中 (图 E-9), 上 述 定义 保证 
它 不 是 局 部 裸 的 

此 外 , 出 于 某 些 考虑 , Penrose 还 认为 不 但 局 部 裸 的 奇异 TIP(TIF) 不 应 存在 ， 
而 且 连 局 部 裸 的 o-TIP(co-TIF ) 也 不 应 存在 ，[ 认 为 两 者 “一 样 粮 ”, 见 Penrose 
(1978); Penrose(1979); Hawking and Penrose(1996).] 于 是 又 假设 真实 时 空 不 存在 
局 部 裸 的 TIP 和 TIF, 并 称 之 为 强 宇宙 监督 假设 . 

事实 上 , 时 空 (M,g，) 不 存在 局 部 裸 TIP 和 不 存在 局 部 裸 TIF 这 两 个 要 求 互 相 
等 价 , 因为 它们 都 等 价 于 要 求 (M,g，) 为 整体 双 曲 时 空 [证 明 见 Penrose(1979)]. 可 
见 强 宇宙 监督 实际 上 假设 所 有 真实 时 空 都 为 整体 双 曲 . 从 这 个 角度 看 , 大 爆炸 奇 性 
之 所 以 不 被 强 宇宙 监督 所 禁止 , 是 因为 RW 宇宙 本 来 就 是 整体 双 曲 时 空 . 整体 双 曲 
性 是 一 个 很 强 的 要 求 . 然而 , 即使 这 一 要 求 得 到 满足 , 仍 不 足以 排除 某 些 我 们 不 项 
望 出 现 的 特殊 情况 . 因此 Penrose(1978) 又 在 强 宇宙 监督 的 基础 上 提出 进一步 的 假 
设 , 略 . 

强 宇 宙 监 督 假 设 还 有 第 三 种 等 价 表述 , 为 此 先 要 介绍 Penrose 关于 理想 点 集 
合 的 类 时 性 的 如 下 定义 : 

全 体 未 来 理想 点 (TIP ) 的 集合 称 为 类 时 的 , 若 每 个 TIP 都 含 于 一 个 PIP 中 ; 称 
为 类 光 的 , 若 每 个 TIP 都 含 于 另 一 个 TIP 但 不 含 于 一 个 PIP 中 ; 称 为 类 空 的 , 若 每 
个 TIP 都 不 含 于 一 个 IP 中 , 未 来 边界 称 为 非 编 时 的 (achronaD, 若 它 是 类 空 或 类 光 
的 .过 去 理想 点 的 集合 的 类 时 、 类 光 和 类 空 性 可 对 偶 地 定义 .利用 这 一 术语 就 可 给 
出 强 宇宙 监督 假设 的 第 三 种 表述 , 见 下 面 的 小 结 之 (3). 
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小 结 “” 强 宇宙 监督 假设 有 以 下 三 种 等 价 提 法 : 

(1) 真实 时 空 不 存在 局 部 裸 的 TIP 和 TIF. 

(2) 真实 时 空 是 整体 双 曲 时 空 . 

(3) 真实 时 空 的 TIP (和 TIF) 的 集合 是 非 编 时 的 (因而 不 是 类 时 的 ). 

作为 例子 , 先 看 球 对 称 袁 缩 导 致 的 施 瓦 西 奇 性 . 由 图 E-4 右边 的 共 形 Penrose 
图 可 知 这 奇 性 是 类 空 (而 且 非 编 时 ) 的 , 因此 符合 强 宇宙 监督 原理 . 从 现在 的 观点 看 
来 , 这 种 奇 性 之 所 以 “无 害 ”( 之 所 以 不 是 裸 的 ), 不 但 因为 它 藏 在 事件 视界 之 内 ,更 
因为 它 根 本 就 不 是 编 时 的 . 反之 ,带电 球 对 称 恒 星 (@O < M) 如 果 志 缩 为 RN 黑洞 , 其 
奇 性 是 类 时 的 (图 E-10a). 它 虽 然 也 藏 在 事件 视界 万 之 内 , 却 仍 属于 局 部 裸 之 列 :一 
个 相继 穿越 事件 视界 妃 和 柯 西 视界 (= 广 ) 的 适当 观 者 将 能 看 到 这 一 奇 性 .幸好 这 
种 时 空 ( 指 事件 视界 以 内 ) 是 不 稳定 的 ( 见 选 读 13-1-1), 只 要 略 受 微 扰 就 会 在 其 柯 西 
视界 (= 广 ) 附 近 发 展 出 一 个 类 空 (或 类 光 ) 奇 性 , 见 图 E-10(b), 因而 不 再 为 局 部 裸 , 


(a) RN 奇 性 是 类 时 的 ,但 不 稳定 (b) 微 扰 后 在 柯 西 视 界 附 近 出 现 类 空 (或 类 光 ) 奇 性 
图 E-10 球 对 称 带 电 恒 星 拥 缩 导 致 的 Reissner-Nordstrom 奇 性 [ 见 Penrose(1978) 图 6] 
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奇 性 定理 证 明了 许多 真实 时 空 不 可 避免 地 存在 奇 性 , 但 对 奇 性 的 性 质 并 未 提 
供 任何 信息 . 要 对 此 作 详 细 研 究 就 要 对 奇 性 的 “大 小 ”、“ 形 状 ”、“ 位 置 ”等 一 
系列 概念 赋予 明确 意义 . 奇 点 不 属于 时 空 流 形 的 事实 给 上 述 研究 带 来 许多 困难 . 虽 
然 奇 点 应 从 时 空中 开除 出 去 , 它们 与 时 空 的 千 丝 万 缕 的 联系 肯定 还 会 在 时 空中 留 
下 印记 , 例如 那些 表明 时 空 有 奇 性 的 不 完备 测 地 线 就 是 “ 冲 着 ” 奇 点 去 的 . 一 个 诱 
人 的 设想 是 把 时 空 流 形 M 延 拓 为 “更 大 ”的 集合 M = M U3M , 其 内 部 就 是 M ， 
其 边界 3M 则 代表 所 有 奇 点 的 集合 ( 称 为 奇异 边界 ). 为 反映 边界 点 与 时 空 点 的 “ 血 
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肉 ” 联 系 (而 不 是 生硬 地 拼 在 一 起 ), 3M 应 由 时 空 (M,g,) 的 几何 结构 决定 , 而 且 至 
少 M 的 拓扑 结构 可 以 自然 延 拓 至 集合 肛 . 就 是 说 , 至 少 应 把 诸 定义 为 拓扑 空间 ， 
当 限 于 邮 的 内 部 M 时 , 其 拓扑 应 还 原 为 M 的 拓扑 , 但 车 关心 3M 的 一 点 s( 奇 点 ) 
则 MM 的 拓扑 应 能 描述 s 与 其 他 奇 点 以 及 时 空 点 ( M 的 内 点 ) 之 间 的 “远近 ”关系 . 
更 准确 地 说 , 就 是 要 使 M 的 拓扑 能 反映 M 的 一 个 点 序列 如 何 趋 近 一 个 边界 点 . 如 
能 进一步 给 朵 定义 微分 结构 甚至 度 规 自 然 更 好 [Hawking and Ellis(1973) 第 8.3 节 
对 此 有 所 论述 ]. 如 果 不 能 , 也 可 退 一 步 (在 好 是 拓扑 空间 的 基础 上 ) 考 虑 可 否 把 好 
定义 为 因果 空间 . ( 即 对 对 赋予 因果 结构 , 根据 这 一 结构 , 对 好 的 任 一 对 点 都 可 问 
及 有 无 因果 联系 , 如 果 有 , 还 可 问 及 谁 先 谁 后 . ) 这 一 想法 在 20 世纪 60 年 代 和 70 
年 代 前 期 曾 吸 引 过 许多 著名 学 者 . Geroch(1968b) 提 出 用 不 完备 测 地 线 的 等 价 类 定 
义 奇 异 边界 的 方案 , 所 得 边界 称 为 g 边界. (g-boundary, g 代表 geodesic , 即 测 地 线 . ) 
文 末 计 算 了 6 个 时 空 (包括 施 瓦 西 和 RN 时 空 ) 的 g 边界 , 结果 都 同人 们 在 物理 上 希 
望 的 奇 点 结构 相 吻 合 . Schmidt(1971) 利 用 纤维 从 理论 提出 称 为 b 边界 的 方案 ， 
(bboundary,b 代表 bundle, 即 纤维 从 . ) 依靠 给 每 一 不 完备 曲线 ( 含 非 测 地 线 ) 赋 予 
一 个 端点 而 构成 . 这 被 公认 为 最 漂亮 的 边界 方案 , 然而 具体 计算 却 十 分 困难 , 事实 
上 Schmidt 的 文章 只 提出 理论 而 未 给 出 哪怕 一 个 时 空 的 计算 实例 .Geroch, 
Kronheimer, and Penrose(1972) 又 提出 用 因果 结构 ( 含 TIP 及 理想 点 概念 ) 构 造 的 6 
边界 (c-boundary, c 代表 causal, 即 因果 ) 方 案 , 要 点 如 下 . 把 时 空 (M,g,,) 中 所 有 IP 
的 集合 和 所 有 IF 的 集合 分 别 记 作 材 和 放 . 由 于 每 一 时 空 点 p e M 既 对 应 于 一 个 
PIP 又 对 应 于 一 个 PIF , 应 把 并 集 砂 U MM 中 的 每 一 对 (PIP, PIF ) 认 同 为 一 点 . 认同 
后 的 放 U 履 记 作 M*. 用 自然 方法 给 M* 定 义 拓扑 使 成 拓扑 空间 , 发 现 它 不 一 定 有 
工 性 (TT 的 概念 见 $1.3). 把 M 的 点 按 指 定 规则 作 认 同 后 便 得 一 个 T 拓扑 空间 , 记 
作用, 而 3M = MM 就 称 为 时 空 (M,gw) 的 “ 边界 (包含 奇 点 和 无 限 远 点 ). 这 一 
方案 有 许多 优点 , 但 正如 作者 自己 指出 的 , 这 样 得 到 的 好 不 能 成 为 因果 空间 (无 法 
定义 合理 的 因果 关系 ). 为 克服 这 一 缺点 , Budic and Sachs(1974) 提 出 另 一 套 十 分 不 
同 的 。 边界 方案 . 作者 证 明 , 只 要 (M,g。) 满足 一 定 的 因果 条 件 , 所 得 的 卫 拓扑 空 
间 j 同时 也 是 一 个 因果 空间 , 且 其 因果 结构 是 由 原 时 空 的 因果 结构 延 拓 而 来 ， 
此 便 可 意义 明确 地 谈 及 一 个 时 空 点 同一 个 理想 点 之 间 可 否 传递 信号 (不 超 光 速 ) 的 
问题 . 下 面 把 前 后 两 种 c 边界 方案 分 别称 为 GKP 方案 和 BS 方案 . 上 述 四 种 奇异 边 
界 方案 提出 后 逐渐 暴露 出 一 些 缺 点 和 问题 , 比较 致命 的 有 以 下 几 点 . 

1. Johnson(1977) 指 出 爱 因 斯 坦 方程 的 常见 解 的 b 边界 有 物理 上 无 法 接受 的 拓 
扑 结构 . 例如 , 最 大 延 拓 施 瓦 西 时 空 的 b 边界 含有 这 样 一 个 奇 点 , 它 的 任 一 邻 域 都 
包含 全 时 空 ! 这 表明 连 渐 近 平 直 区 的 任 一 时 空 点 都 是 “任意 靠近 ” 奇 点 的 . 这 在 物 
理 上 显然 无 法 接受 . 
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2. Geroch, Liang, and Wald(1982) 举 出 一 个 人 为 的 奇异 时 空 例 子 , 证 明 g 边 界 方 
案 以 及 一 切 满足 某 些 不 苛刻 条 件 的 奇异 边界 方案 在 这 个 例子 中 都 表现 出 如 下 拓扑 
性 质 : 存 在 一 个 奇 点 s 和 一 个 时 空 点 + 使 的 每 一 邻 域 都 含有 7 . 可 见 这 一 拓扑 不 
但 不 是 TT 的, 就 连 工 的 也 达 不 到 ,[ 注 :拓扑 空间 (X,F) 叫做 开 的 , 如 果 
Vx, ye 了 301,0, eI 使 YeO1,ygO 及 yeO,xg0,.] 因而 被 认为 是 非 物理 
的 拓扑 . 这 表明 g 边界 以 及 一 切 满足 某 些 不 苛刻 条 件 的 奇异 边界 方案 ( 含 b 边界) 都 
只 能 放弃 . 但 c 边界 不 属 此 列 : 两 种 c 边界 方案 都 不 满足 上 面 提 到 的 “不 项 刻 ” 的 
条 件 . 

3. 序 志 全 等 [Kuang, Li, and Liang(1986)] 证 明 , 根据 GKP 方案 的 认同 规则 ， 
Taub 的 平面 对 称 时 空 的 边界 的 奇异 部 分 竟然 只 含 一 个 奇 点 , 而 按照 物理 想象 这 
应 是 一 个 含 无 限 多 奇 点 的 1 维 集合 . (事实 上 , 按照 BS 的 c 边界 方案 , 结论 的 确 是 1 
维 集合 . ) GKP 方案 的 认同 规则 把 这 个 1 维 集合 的 所 有 点 都 不 合理 地 认同 为 一 点 . 
这 表明 GKP 的 c 边界 方案 存在 某 种 困难 , 至 少 远 不 如 原来 以 为 的 那样 有 用 . 

4. 序 志 全 等 [Kuang and Liang(1988a)] 证 明 GKP 方案 的 认同 规则 在 一 个 很 简 
单 的 人 为 例子 中 给 出 不 可 接受 的 结果 一 一 该 规则 对 本 应 认同 的 一 对 ( PIP, PIF ) 竞 
然 不 予 认 同 , 即 它们 浣 被 视 为 M 的 两 个 不 同 元 素 . 而 按照 BS 方案 , 它们 的 确 代表 
M 的 同一 元 素 . GKP 方案 的 上 述 两 个 困难 表明 它 的 认同 规则 很 成 问题 :应 该 认同 
的 两 点 不 予 认 同 , 不 该 认同 的 许多 点 ( 指 Taub 时 空 的 1 维 奇 点 集 ) 却 被 全 部 认同 为 
一 点 ! 这 两 个 困难 在 BS 方案 中 都 不 存在 , 看 来 BS 方案 更 具 可 接受 性 . 然而 , 序 等 的 
1988a 文 的 后 一 部 分 义 证 明了 BS 方案 在 一 个 简单 人 为 例子 中 表现 出 不 可 接受 的 拓 
扑 性 质 . 

GKP 方案 的 上 述 两 个 困难 都 起 因 于 其 认同 规则 . 针对 Kuang, Li and Liang 
(1986) 所 指出 的 问题 , 匈牙利 学 者 Racz 和 Szabados 分 别提 出 , 只 要 对 认同 规则 作 足 
够 修改 便 可 “挽救 ”(Racz 原 话 ) 该 方案 . 两 人 先后 独立 地 发 表 了 自己 的 修正 方 
案 . [Racz(1987); Szabados (1988, 1989). ] 然而 , 序 志 全 等 后 来 指出 [Kuang and 
Liang(1992)] 这 两 种 修正 方案 也 各 自 存在 问题 . 虽然 原则 上 可 以 继续 不 断 创立 新 的 
边界 方案 , 然而 很 难保 证 它 对 一 切 奇异 时 空 都 能 给 出 满意 的 边界 结构 . 反之 , 公平 
地 说 , 举例 证 明 某 一 已 知 方案 给 出 不 满意 结果 比 创 立新 方案 容易 得 多 . 因此 完全 不 
， 敢 肯定 存在 (或 将 出 现 ) 一 个 对 任何 奇异 时 空 都 能 给 出 满意 结果 的 方案 . 用 奇异 边 
界 描述 时 空 奇 性 的 诱 人 设想 看 来 不 得 不 放弃 . 这 当然 丝毫 不 表明 经 典 广 义 相对 论 
中 不 存在 奇 性 , 只 表明 不 能 用 这 一 途径 描述 奇 性 . 

指出 某 一 边界 方案 的 问题 的 通常 手法 是 找 出 某 些 时 空 (可 以 是 爱 因 斯 坦 方 程 
的 解 , 也 可 以 是 人 为 例子 ) 并 证 明 该 边界 方案 对 该 时 空 给 出 不 满意 结果 . 然而 在 满 
意 与 否 的 判断 上 往往 存在 含糊 性 . 特别 是 , 如 果 两 个 不 同方 案 对 同一 时 空 给 出 不 同 
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的 奇异 边界 , 其 中 每 个 都 不 那么 明显 地 不 可 接受 , 那么 哪个 正确 ?( 应 该 具有 一 个 ， 
因为 奇异 边界 就 是 为 描述 给 定时 空 的 奇 性 结构 而 创立 的 . ) 看 来 不 存在 不 含糊 的 
判别 标准 , 因为 “判别 标准 ”本 身 的 提出 就 只 能 是 直观 的 (物理 上 “可 接受 ”和 “不 
可 接受 ”的 区 分 本 身 就 带 有 直观 思辨). 这 是 笔者 倾向 于 相信 用 奇异 边界 描述 奇 性 
的 整个 设想 应 该 放弃 的 又 一 原因 . 


附录 下 Frobenius 定理 


设 v* 是 n 维 流 形 MM (或 其 开 子 集 ) 上 的 处 处 非 零 光滑 矢量 场 . Vp e M , 以 ze 
为 基底 构造 的 万 的 2 维 子 空间 记 作 到 , . 因为 每 点 p 都 有 一 个 这 样 的 子 空间 , 所 以 
2 给 出 了 M 上 的 一 个 1 维 子 空间 场 . 第 2 章 已 讨论 过 v* 的 积分 曲线 的 存在 性 , 结 
论 是 :过 M 的 任 一 点 jp 必 有 一 条 曲线 (现在 指 曲线 映射 的 像 ) 其 上 每 点 g 的 切 矢 都 
属于 玩 ( 且 非 零 ) 本 附录 由 在 推广 这 一 讨论 , 即 讨论 m (< n) 维 子 空间 场 的 积分 “ 曲 
面 ”的 存在 性 . 与 1 维 子 空间 场 不 同 , m (#1) 维 子 空间 场 的 可 积 性 并 非 是 无 条 件 成 
立 的 . 

定义 1 给 n 维 流 形 MM 的 每 点 p 的 切 空间 V, 指 定 一 个 m 维 子 空间 到 ,cc V,， 
就 得 到 M 上 的 一 个 m 维 子 空间 场 天 ,又 称 m 维 分 布 (m-dimensional distribution). © 
妨 维 分 布 丈 称 为 C” 的 , 如 果 任 一 pe M 有 邻 域 U ,其 上 存在 m 个 C” 矢 量 场 
(el1)”,…, (em )” 使 得 Vg eU， {(e1)",, …, (em) ls} 是 到 的 一 组 基 矢 . 今后 谈 到 分 
布 都 指 C” 分 布 . M 上 C” 矢量 场 w? 称 为 属于 到 的 ( 即 可 写 w eT ), 车 
w’|,eW, vpeM. 

定义 2 nm 维 嵌入 子 流 形 Sc M 称 为 m 维 分 布下 的 积分 子 流 形 (integral 
submanifold), 如 果 任 一 geS 的 ( 切 于 5 的 ) 切 空间 重合 于 到 . 球 称 为 可 积 前 
(integrable), 车 Vp e M 及 的 积分 子 流 形 5 使 peS .过 p 的 积分 子 流 形 可 以 “大 
小 不 一 ”( 一 个 含 于 另 一 个 中 ). 积分 子 流 形 称 为 最 大 的 , 若 它 不 含 于 更 大 的 连通 积 
分 子 流 形 中 . 

下 面 的 重要 定理 给 出 球 可 积 的 充 要 条 件 . 

定理 F-1 (Frobenius 定理 , 矢量 表述 ) 7z 维 流 形 MM 上 的 m 维 分 布 玉 可 积 的 充 
要 条 件 是 


[ww eW, Vw,w’eW. (F-1) 

证 明 见 Westenholz(1981) 第 8 章 定理 3.9 的 证 明 . 我 们 只 介绍 必要 性 的 证 明 ， 

即 由 球 可 积 证 明 式 (F-1U 成 立 . 为 此 只 须 证 明 [w We 丈 ，VpsM. 丽 的 可 积 性 
保证 Vpe M 存在 到 的 积分 子 流 形 $S 使 pe5 ,因而 存在 pe MM 的 坐标 领域 OcM ， 
其 前 mm 个 坐标 基 矢 场 (8/3x1)* ,…, (8/8x”)* 切 于 5，, 它们 足以 在 O 上 展开 w* 和 


QD 请 勿 与 选读 B-1-2 的 分 布 (广义 函数 ) 混 同 . 
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w=w |[ 霹 ]， wwe[ 训 | (p 从 1 到 加 取 和 ) 


Ox? DBx2 


以 5。 代表 该 坐标 系 的 普通 导数 算 符 , 则 


[ww ,= ww’ — widsw’), =(wO,w? — Www2)| (ar2) |,eW,. 
p p b p P p 


口 


注 1 当 条 件 (F-1) 满 足 时 , 不 但 m 维 分 布 毛 可 积 , 而 且 Yp e M 都 存在 唯一 的 
最 大 积分 子 流 形 荆 使 pe 区. 这 是 Frobenius 定理 的 整体 表述 中 的 一 个 结论 [ 见 


Westenholz(1981) 第 8 章 定理 3.17]. 


下 面 给 出 一 个 用 Frobenius 定理 求解 偏 微分 方程 组 的 例子 . 
假定 要 求解 关于 未 知 函 数 u(x,y) 的 下 列 偏 微分 方程 组 : 


Ou(x, y) 
(a) Ox 


其 中 (x,y,w) 和 G(x,y,w) 是 两 个 给 定 的 3 元 光滑 函数 . 


=Px yu(x,y), (人 b = G0oy, ube 


(F-2) 


首先 , 如 果 存 在 函数 u(x,y) 满足 方程 组 (F-2), 则 由 式 (F-2a) 和 (F-2b) 分 别 得 到 


827 三 OF Ou _ OF BF 


Or Op ON oy Dy on 


Ou _8G 9G Bu 3G a0 


BxOy Bx udx Ox Bu 


2 A ed =0. 
Oy ou Ox Ou 


(F-3a) 


(F-3b) 


(F-4) 


可 见 式 (F-4) 是 方程 组 (F-2) 有 人 解 的 必要 条 件 . 反之 , 它 是 否 也 是 有 解 的 充分 条 件 ? 下 


而 的 定理 不 但 给 出 肯定 的 回答 , 而 且 还 给 出 更 强 的 结果 . 


定理 F-2 以 x,y,u 代 表 恨 的 自然 坐标 . 若 函 数 F(x,y,w) 和 G(x,y,w) 满足 式 
(F-4), 则 Vgo (xo, y0,u0) € R’ ; 存在 方程 组 (F-2) 的 一 个 解 u(x, y) 3? 满足 u(xo, y0) 过 


Ug. 


证 明 了 上 的 矢量 场 


Q@ 这 一 断言 的 证 明 亦 见 Westenholz(1981) 第 8 章 命题 3.9 的 证 明 ， 
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人 aYy ER 8 了 
wm) -[ 忆 | ro 总 > (Ww,) -已 +Geoa 守 | (F-5) 


给 出 R 上 的 一 个 2 维 分 布 万 . 以 3。 代表 自然 坐标 系 {x,y,w 的 普通 导数 算 符 , 则 


[ms my = 40,00) 00) 8, my 
把 式 (F-5) 代 入 上 式 , 稍 加 计算 便 得 


a_{3YI/aG ,3G) faF ,oF 
[ww] -人 总 (¥ 1p ]- (Ere) 
可 见 [wi,wwJ =0 等 价 于 式 (F-4). 另 一 方面 ， 设 [wi,w 了 =0 成 立 , 则 由 Frobenius 定 


理 可 知 Ygo eR 存在 到 F 的 2 维 最 大 积分 子 流 形 $S 使 go eS .根据 定理 2-2-7 后 的 脚 
注 ，[w,w 了 =0 还 保证 3 上 存在 坐标 系 (坐标 域 全 gq ) {a1,a?} 使 


(wy -( 疡 )， i=12， (F-6) 
8w 


坐标 域 中 任 一 点 g 当然 有 两 个 坐标 ed, a? ， 但 作为 R? 的 一 点 ， 4 又 有 3 个 坐标 
xy ,2 它们 由 cl,a2 决定 , 即 x= x(alaw ,7= yala2)2=xala2). 故 


EE 
0" Ox’ \Ox do’' \Oy dc' \ Ou 
代入 式 (F-6) 后 再 与 (F-5) 对 比 得 
DE F. 
or rar a on 
由 此 解 得 x=Q +o,y=@?+cs( cs6; 为 常数 ). 重 选 ul, w2? 可 使 x*= al,y=w2, 故 
式 (F-7) 给 出 Gu/0x = 下 , 9u/9y=G, 可 见 由 5S 确定 的 u(x,y) 满足 方程 组 (F-2). 又 因 
go =(xo, You0) eS , 故 u(xo， y0)=uo. 口 
以 上 讨论 未 涉及 度 规 . 如 果 M 上 有 度 规 场 g，, 就 可 借用 Frobenius 定理 讨论 
M 上 处 处 非 零 的 C” 矢量 场 v“ 是 否 超 曲面 正 交 这 一 重要 问题 (第 14 章 多 处 涉及 )， 
这 是 因为 v* 在 每 一 pe M 的 切 空间 ,中 挑 出 了 一 个 与 v* 正 交 的 x-1 维 子 空间 
到, , 相应 的 分 布 奈 的 积分 子 流 形 (如 果 存 在 ) 就 是 与 v“ 正 交 的 超 曲面 . vs 的 超 曲 
面 正 交 性 就 等 价 于 相应 的 球 的 可 积 性 . 下 面 讨论 这 一 问题 . 
先 就 无 度 规 的 情况 讨论 . 设 严 是 n 维 流 形 MM 上 的 一 个 n-1 维 分 布 . 满足 如 下 
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条 件 的 余 矢 (对 偶 矢 量 ) 场 o。 称 为 球 的 消灭 (annihilated) 余 矢 场 : 
WW =0, VweW. (F-8) 

Vp e MM ,在 p 的 适当 令 域 上 选择 维基 底 场 {(e,)"} 及 其 对 偶 基 底 场 {le“)。} 使 


(ex1) EeW, 4=2,.…,n, (F-9) 
则 w, 在 此 基底 的 第 4 分 量 @; = @w, (er)* =0, 和 =2,…,n，, 故 
wo。 =@(e!),. (F-10) 


可 见 任 一 pe M 的 V“ 中 的 所 有 消灭 余 矢 构成 的 一 个 1 维 子 空间 ，- 
定理 F-3 nn 维 流 形 M 上 的 n--1 维 分 布 历 可 积 的 充 要 条 件 是 :对 到 的 任 一 
(可 微 的 ) 消 灭 余 矢 场 os 及 任意 pe M , 存在 p 的 开 邻 域 U 及 球 在 U 上 的 消灭 余 
矢 场 4 和 UL 上 的 余 矢 场 y, 使 
do@=M 和 人 VY. (F-11) 
证 明 设 w, 是 到 的 任 一 消灭 余 矢 场 , 则 由 Frobinius 定理 (定理 F-1) 和 式 (F-8) 
得 知 球 可 积 的 充 要 条 件 为 


oj[ww 了 =0，Vww” eW. (F-12) 
用 M 上 任 一 无 挠 导数 算 符 V。 表 出 [ww]?*, 则 上 式 可 改写 为 
OO， (WY,w’ 本 ViW2) =0， Vw, wr eW. (F-12’) 


由 wsw =0 得 V(w,w*)=0, 从 而 
VW =—W Vm,, Vw eW. (F-13) 
代入 式 (F-12), 注意 到 (dw)。, = 2Visao] ,得 
(do) sw w=0, vw,w"eW. (F-14) 
(dw&),s 在 任 一 对 偶 基 底 场 {(e*),} 的 表示 式 为 [ 见 式 (5-1-6)] 
(Go) = 了 (dojw(eo)s A(e), ，( 对 Jv 从 1 到 n 取 和 ) (EF-15) 
其 中 
(dw)w =(do)as (ey) (ey) . [ 见 式 (5-1-7)] (F-16) 


Vp e M ,在 p 的 适当 邻 域 U 上 选择 基底 场 {(e,)*} 使 (ei)” eT, 4=2,…,n, 则 由 
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(e'),(ex)” =0 可 知 (el)。 是 球 的 消灭 余 矢 场 .由 式 (FE-16) 和 (F-14) 又 知 (do)。 在 这 
个 基底 的 分 量 (dw)w 满足 
(dw)ar =(d@)ss (er) (es) =0, A,T=2,.,n, 
于 是 式 (F-15) 简 化 为 
(dojw =(do)v(e)oA(e' 为 ， (对 v 从 1 到 nn 取 和 ) 

令 Ha i (e) ， Wp =(d@)y (er )， 得 (d@)a, Ha 八 Wp 过 此 即 式 (F-11). 上 述 推理 可 道 ， 
” 即 由 (dew) =A 人 Wi 可 得 式 (F-12), 故 到 可 积 . 口 

当 M 上 有 度 规 场 g， 时 , 由 定理 F-3 还 可 证 明 如 下 重要 定理 : 

定理 F-4 (M,g,) 上 处 处 非 零 的 C” 矢 量 场 wv" 是 超 曲 面 正 交 的 充 要 条 件 是 
以 下 三 条 之 任 一 (其 中 vv 是 指 v, = gpv”): 


(a) M 上 有 余 矢 场 w, 使 

dy=vVA 人 YY, (F-17a) 
(b) vAdv=0, (F-17b) 
(9 设 Y, 为 任 一 无 挠 导数 算 符 , 则 

ViaoV Ve] =0， (E-17c) 


证 明 VYpe M, v|, 按 下 式 定义 了 VV 的 一 个 nn 一 1 维 子 空间 到, : 
W, := {We V, [giv we =0}, 
所 以 “定义 了 M 上 的 一 个 n-1 维 分 布 玉 .v= gasv? 由 于 满足 v,w” =0 而 显然 
是 下 的 消灭 余 矢 场 , 而 且 任 一 消灭 余 矢 场 jv, 都 可 表 为 w 乘 以 函数 , 故 由 定理 F-3 
可 知 v* 超 曲面 正 交 的 充 要 条 件 是 条 件 (a). 另 一 方面 , 由 mA^dp=3Ue(dy)a] = 
3vU[e 2V[avpl = 6U[eV aVp] 可 知 条 件 (b) 与 (c) 等 价 ， 于 是 只 须 证 明 它 们 还 等 价 于 (a). 由 
(a) 可 知 vAdv=vVv 和 AVAdy =0, 故 (a) 过 (b) .为 证 (b) 僵 (a), 可 选 局 域 对 偶 基 底 
场 {(e*),} 使 (e )。 =v, 并 把 (dv), 在 此 基底 按 式 (5-1-6) 展 开 : 


dy - 2) (dV) er Ae’ = > (dv) el Ae” + >》 (dv)ar er er . (F-18) 
v=] Mr=2 


Lv=1 


于 是 由 (b) 得 
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0=vAdy -edp=7 >， (du)sr elA ezAer， 
ze2 


所 以 (dv)i; =0 4,7=2,…,n .代入 式 (F-18), 令 z = (de , 便 得 dp=pAy， 
此 即 条 件 (a). 口 
注 2 由 式 (F-17c) 可 知 2 维 流 形 上 处 处 非 零 的 矢量 场 (如 果 存 在 ) 必 超 曲面 正 


交 . 
定理 F-3 可 称 为 Frobenius 定理 在 dimW =7 -1 的 特例 下 的 对 偶 表 述 . 不 难 将 
这 一 表述 推广 至 dimW =m(m<n) 的 一 般 情况 , 只 须 注意 这 时 pe M 的 全 体 消灭 


余 矢 构成 ”的 一 个 nm 维 子 空间 . 推广 后 的 对 偶 表 述 为 : 
定理 F-5 (Frobenius 定理 , 对 侦 表 述 ) nn 维 流 形 MM 上 的 m 维 分 布下 可 积 的 充 
要 条 件 是 :对 到 的 任 一 (可 微 的 ) 消 灭 余 矢 场 w, 及 任意 pe M ,存在 p 的 开 邻 域 U 
及 U 上 的 n-m 个 处 处 独立 的 消灭 余 矢 场 (x*), 和 nn-~-m 个 余 矢 场 
(人 ) (Gg =1,…,n 一 m) 使 
do=ApAyV 7" (对 Qa 从 1 到 nn 一 m 取 和 ) (F-19) 


证 明 练习 . 


附录 G ” 李 群 和 李 代 数 
8$G.1 群 论 初 步 


定义 1 集合 G 配 以 满足 以 下 条 件 的 映射 GxG 一 G( 叫 群 乘法 ) 称 为 群 
(group): 

(a) (8182)83 = 81(8283), V81,82,83 EG; 

(b) 3 恒 等 元 (identity element)e eG 使 eg =ge=g,， VgeG; 

(Cc) Vg sG, 导 道 元 (inverse element)g eG 使 elg=gg 1=e. 

注 1 便 等 元 是 唯一 的 , 任 一 群 元 的 逆 元 也 是 唯一 的 . 

定义 2 乘法 满足 交换 律 的 群 ( 即 gh= he Vg,heG ) 称 为 阿 贝 尔 群 (Abelian 
group). 只 含有 限 个 元 素 的 群 叫 有 限 群 (finite group), 否则 叫 无 限 群 (infinite group)， 
群 G 的 子 集 五 称 为 G 的 子 群 (subgroup), 车 且 用 G 的 乘法 为 乘法 也 构成 群 . 

定义 3 设 G 和 G' 是 群 .映射 14:G 一 G' 叫 同 态 (homomorphism), 若 

AH(8182)= L(g1)H(82), Vg, 82 EG. 

定理 G-1-1 同 态 映射 wp : G 一 G' 有 以 下 性 质 : 

(a) 若 e,e' 各 为 G, G' 的 恒 等 元 , 则 1(e) = e- 

(me )=A8) ， VgeG. 

(9AG] 是 G' 的 子 群 , 当 G 是 阿 贝尔 群 时 MG] 是 G' 的 阿 贝 尔 子 群 . 

证 明 练习 . 

定义 4 一 一 到 上 的 同 态 映 射 称 为 同 构 (isomorphism). 当 有 可 能 与 矢量 空间 
之 间 的 同 构 混淆 时 又 明确 地 把 群 之 间 的 同 构 称 为 群 同 构 . 同 构 j : G ~ G 称 为 群 
G 上 的 自 同 构 (automorphism). 

例 1 vg eG ,可 构造 一 个 称 为 伴随 同 构 (adjoint isomorphism) 的 自 同 构 映 射 ， 
又 称 内 自 同 构 (inner automorphism), 记 作 1 了。 : G 一 G ,定义 为 


1,(h):=ghg™!, YheG. (G-1-1) 


注 2 今后 常 把 两 个 同 构 的 群 视 作 一 样 , 并 用 等 号 表示 . 
定义 5 ” 群 G 和 G’( 看 作 两 个 集合 ) 的 卡 氏 积 GxG'( 见 $1.1 定 义 3) 按 下 列 乘 
法 
(g1,81) (82,82) :=(8182 , 8182 ) Vai,82EG, gl, 82EG (G-1-2) 
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构成 的 群 称 为 G 和 G' 的 直 积 群 (direct product group). 

例 2 以 加 法 为 群 乘法 , 则 及 是 群 . 有 R* = 以 x 及 配 以 由 式 (G-1-2) 定 义 的 乘法 就 
构成 直 积 群 , 而 且 此 乘法 正好 是 及 上 (自然 定义 ) 的 加 法 . 

定义 6 设 瑟 是 群 G 的 子 群 , gsC, 则 8 刀 ={fsgplne 万 } 称 为 妃 的 含 g 的 左 
陪 集 (left coset). 类 似 地 可 定义 右 陪 集 . 

注 3 车子 群 鼠 的 两 个 左 陪 集 有 交 , 则 两 者 必 相 等 (证 明 留 作 练习 ). 

定义 7 群 G 的 子 群 五 称 为 正规 (mormal) 子 群 或 不 变 (invariant) 子 群 , 若 

gheg! EH, vegeG, heH. 

定义 8 设 G 是 群 , 则 4(G)={y:G->G|A 为 自 同 构 上 映射 }) 以 映射 的 复合 为 群 
乘法 构成 群 , 称 为 群 G 的 自 同 构 群 .“ 以 映射 的 复合 为 乘法 ”是 指 vAve 4(G)， 
群 乘积 pr se4(G) 定义 为 (UV)(8)= AUv(8) VgeG. 

定理 G-1-2 以 4,(G) 代 表 G 上 全 体内 自 同 构 映 射 的 集合 , 即 

A(O)={l6 :GG|geG}cAo), 


则 44(G) 是 群 4(G) 的 一 个 正规 子 群 . 
证 明 习题 . 口 
定义 9 设 妃 和 天 是 群 , 且 存 在 同 态 映射 wp : K 一 A(H). VkeK, 把 
4(k)e 4A() 简 记 作 jw, 则 G= 昌 xK 配 以 由 下 式 定义 的 群 乘 法 
(hk) (PK :=Chp(h"), Kk'), Vh,h'eH, k,k' ek 
所 构成 的 群 称 为 了 入 的 半 直 积 群 , 记 作 G= H @s 天. 


§ G.2 人 群 


定义 1 车 G 既是 n 维 ( 实 ) 流 形 又 是 群 ,其 群 乘 映射 GxG 一 G( 请 注意 GxG 
也 是 流 形 ) 和 求 逆 元 映射 GG 都 是 C” 的 , 则 G 叫 n 维 ( 实 ) 李 群 (Lie group). ? 

例 1 以 加 法 为 群 乘法 , 则 及 是 1 维 李 群 . 

例 2 及 和 R 的 直 积 群 妇 :是 2 维 李 群 . 推 而 广 之 , R” 是 nn 维 李 群 . 

例 3 设 g: 开 xM 一 M 是 流 形 M 上 的 任 一 单 参 微分 同 胚 群 ( 见 $2.2 定 义 13)， 
则 {6 |teR} 是 1 维 李 群 ,” 同 构 于 及 . 


@ 约定 把 有 离散 拓扑 的 可 数 群 称 为 零 维 李 群 . 因为 有 限 群 的 默认 拓扑 是 离散 拓扑, 所 以 有 限 群 都 可 看 作 零 维 
李 群 , 
加 gt 站 =P Vp e M,te 民 的 情况 可 视 为 例外 .这 是 与 M 上 的 0 矢量 场 对 应 的 那个 特殊 的 单 参 微分 同 胚 群 ， 
是 只 含 恒 等 元 的 独 点 群 , 可 看 作 零 维 李 群 . 
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例 4 由 第 4 章 习题 5(o) 易 证 广义 黎 曼 空间 (M,gs) 上 的 两 个 等 度 规 映射 的 
复合 也 是 等 度 规 映 射 , 因此 (MM,g,,) 上 全 体 等 度 规 映射 的 集合 以 复合 映射 为 乘法 
构成 群 , 称 为 (M, g,,) 的 等 度 规 群 . 还 可 验证 等 度 规 群 是 李 群 . 闵 氏 时 空 的 等 度 规 
群 是 10 维 李 群 , 施 瓦 西 时 空 的 等 度 规 群 是 4 维 李 群 . 一 般 地 , 2” 维 广义 黎 曼 空 间 
(Mg ) 的 等 度 规 群 的 维 数 m< n(n+1)/2( 见 定理 4-3-4). 但 (Mgw) 上 全 体 微分 
同 胚 的 集合 则 “大 ”到 不 能 构成 有 限 维 群 . 事实 上 , 它 是 一 个 无 限 维 群 . 

注 1 本 附录 只 限于 讨论 有 限 维 李 群 , 虽然 许多 结论 对 无 限 维 李 群 也 适用 . 

以 下 如 无 特别 声明 , G 一 律 代表 李 群 . 李 群 的 双重 身份 (既是 群 又 是 流 形 ) 使 得 
用 几何 语言 研究 李 群 成 为 可 能 . 群 乘 映射 和 求 逆 元 映射 的 光滑 性 则 使 李 群 具有 一 
系列 好 性 质 . 

定义 2 李 群 G 和 0G' 之 间 的 C” 同 态 映 射 4 : G 一 G' 称 为 李 群 同 态 
(Lie-group homomorphism). 李 群 同 态 y 称 为 李 群 同 构 (Lie-group isomorphism), 若 
4 为 微分 同 肥 . 

定义 3 李 群 G 的 子 集 已 称 为 G 的 李子 群 (Lie subgroup), 若 囊 既是 G 的 子 
流 形 又 是 G 的 子 群 . 

定义 4 VgeG ,上 映射 L。 :pryshn VvheG 叫做 由 g 生成 的 左 平移 (left 
translation). 

注 2 人 @ 由 李 群 定义 中 关于 群 乘 映 射 和 求 逆 元 映射 的 C” 性 可 知 左 平移 
Ls : G 一 G 是 微分 同 胚 映射 .如 易 见 Ly = 工 。。L;. 

以 下 的 讨论 经 常 涉及 G 的 一 点 的 矢量 和 G 的 一 个 子 集 上 的 矢量 场 , 并 要 对 两 
者 作 明确 区 分 . 我 们 将 用 4, B,… 代 表 一 点 的 矢量 , 用 4,B,… 代表 矢 量 场 ,用 4 代 
表 矢 量 场 4 在 点 g eG 的 值 .为 简化 表达 式 , 本 附录 中 所 有 矢量 ( 除 少数 情况 外 ) 都 
不 加 抽象 指标 . 

定义 5 G 上 矢量 场 4 叫 左 不 变 的 (left invariant), 若 

L.A=A, VgeG, (G-2-1) 
其 中 工 ,是 由 左 平移 映射 L。: G 一 G 诱 导 的 推 前 映射 ( 见 $4.1). 

注 3 ”QD 左 不 变 矢量 场 必 为 C” 矢量 场 [证 明 见 Spivak(1970)vol. 本 ，@ 不 难看 

出 左 不 变 矢量 场 的 定义 式 (G-2-1) 等 价 于 
(LesA)on=Ass, Vg,heG. (G-2-1") 


_ 根据 84.1, 当 G : M > N 是 微分 同 胚 时 , 办 把 M 上 矢量 场 v 映 为 N 上 矢量 场 
jp ,满足 (ho)ew-W(V1p) peM .用 于 现在 的 情况 , 令 M=N=G， 
$=Le, P=h,v=4, 便 得 (Le.4)ss =Lgs( 丸 ). 于 是 式 (G-2-1) 又 等 价 于 


* 264 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 
A =Lesd, Ve,heG. (G-2-1") 


上 式 可 作为 左 不 变 矢量 场 4 的 等 价 定义 . 

不 难看 出 左 不 变 矢 量 场 之 和 以 及 左 不 变 矢 量 场 乘 以 常数 仍 为 左 不 变 矢 量 场 ， 
故 .=s{4|4 为 G 上 的 左 不 变 矢量 场 } 是 矢量 空间 . 

定理 G-2-1 G 上 全 体 左 不 变 和 失 量 场 的 集合 .Z 与 G 的 恒 等 元 e 的 切 空间 
V. (作为 两 个 矢量 空间 ) 同 构 . 

证 了 明 v4 eV, 用 下 式 定义 G 上 的 矢量 场 4 : 

4。:=L。.4，VYVg e G，( 注 : 由 此 得 未 =4) (G-2-2) 

把 上 式 的 g 改 为 gh 得 


Asn = La A=(Ls oy) A=(Ler oLin)A= Le, (LA)=L,,d,, 
说 明 4 满足 式 (G-2-1"), 因而 是 左 不 变 矢量 场 . 可 见 式 (G-2-2) 定 义 了 一 个 映射 7 : 
太一 多 (把 4 上 映 为 4) Ls 的 线性 性 保证 的 线性 性 , 由 未 = 4 易 见 7 是 一 一 映 
射 . 于 是 欲 证 7 为 同 构 只 须 证 7 为 到 上 映射 . V4 e.Z ,有 于 eV .把 按 式 (G-2-2) 
决定 的 左 不 变 矢量 场记 作 巨 <. 图 . 欲 证 7 的 到 上 性 只 须 证 豆 = 二 ( 亦 即 证 明 玫 < 
由 它 在 e 点 的 值 4e 唯一 决定 ), 而 这 可 由 下 式 看 出 : B=L ,4 =4。=A4, VgeG,， 
其 中 第 一 步 是 8 的 定义 , 第 二 步 用 到 式 (G-2-1"). 口 


$G.3 李 代 数 


在 矢量 空间 Y 上 定义 某 种 称 为 “乘法 ”的 映射 就 得 到 一 个 代数 . 一 种 重要 乘 
法 叫 李 括 号 (Lie bracket), 记 作 [,] : 2 x2 入 2 入 , 它 是 满足 以 下 两 条 件 的 双 线 性 瑞 
射 : 


(a) [4,B8]=-[B,4], v4,BeY, (G-3-1) 
(b) [4, [B,C]]+[C;, [A, BI]+[B,[C,Al]]=0, vA,B,CeY. (G-3-2) 
条 件 (b) 称 为 雅 可 比 恒等式 . 


定义 1 定义 了 李 括号 的 矢量 空间 称 为 李 代数 (Lie algebra). 任意 两 个 元 素 的 
李 括号 都 为 零 的 李 代 数 称 为 阿 贝尔 李 代数 . 

本 附录 只 讨论 有 限 维 实 矢量 空间 上 的 李 代数 ( 实 李 代数 ), 虽然 许多 结论 对 无 
限 维 ( 实 或 复 ) 李 代数 也 适用 . 

例 1 把 了 看 作 3 维 矢量 空间 ,用 下 式 定义 李 插 号 : 


[5,2]:=Dxi, VonieR, 
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则 屎 3 成 为 李 代数 . 作为 习题 , 请 读者 验证 上 述 定义 满足 李 括 号 的 条 件 . 
例 2 , 妈 ={mwx 玉 矩阵 } 显然 为 m? 维 矢量 空间 . 用 矩阵 对 易 子 定义 李 括号 , 即 
[4,B8]:= A48B-B84，V4,Be .NH ,( 其 中 4B 是 4,B 的 矩阵 积 )  (G-3-3) 


则 .xp 是 李 代数 . 作为 习题 , 请 读者 验证 上 述 定义 满足 李 括号 的 条 件 
定理 G-3-1 G 上 全 体 左 不 变 矢量 场 的 集合 .是 李 代数 . 
证 明 ”以 矢量 场 对 易 子 为 李 括号 .因为 v4, 了 e.Z 有 
Ls,[A,B]=[LssA, LesB] =[4,B], 


(第 一 步 用 到 第 4 章 习 题 6, 第 二 步 用 到 4,Be.Z), 所 以 [4,Ble.Z v4,Be.Z ,可 
见 对 易 子 的 确 是 从 . 宅 x .2 到 .2 的 映射 .对 易 子 当然 是 双 线 性 的 . 对 易 子 的 反 称 性 
表明 它 满足 李 括号 的 条 件 (a). 第 2 章 习 题 8(b) 保 证 对 易 子 也 满足 李 括 号 的 条 件 (b). 
口 
定义 2 设 弥 和 是 李 代 数 .线性 映射 6 :一 称 为 李 代数 同 态 , 若 它 保 
李 插 号 , 即 8([4,8])=[6(4),B(B8)] V4,Be . 李 代 数 同 态 B :一 WY 称 为 李 代 
数 同 构 , 若 5 是 一 一 到 上 映射 . 
注 1 今后 常 把 两 个 同 构 的 李 代数 视 作 相 同 , 并 用 等 号 表示 . 
对 李 群 G 的 恒 等 元 e 的 切 空间 及 用 下 式 定义 李 括 号 : 
[4,B]:=[4,B],, vA,BeV.,, (G-3-4) 


(其 中 4,8 分 别 是 4, 8 对 应 的 左 不 变 矢量 场 .) 则 VV 成 为 李 代数 , 称 为 李 群 G 的 李 
代数 , 记 作 多. 由 定理 G-2-1 易 证 儿 与 儿 有 李 代 数 同 构 关 系 , 7 可 充当 同 构 上 映射. 反 
之 ,给 定 一 个 李 代数 , 是 否 也 可 找到 一 个 李 群 , 它 的 李 代 数 是 所 给 的 李 代 数 ? 答案 
是 : 这 样 的 李 群 一 定 存 在 , 并 且 唯 一 到 只 差 整体 拓扑 结构 的 程度 .[ 例 如 , 以 流 形 S! 
上 的 角 坐 标 之 和 作为 群 乘法 , 则 S! 是 1 维 李 群 , 它 与 1 维 李 群 开 不 同 (有 不 同 的 整 
体 拓扑 ), 但 却 有 相同 的 李 代数 . $G.6 末 还 将 给 出 有 相同 李 代 数 的 不 同 李 群 的 另外 
两 个 重要 例子 .] 准确 地 说 ,给 定 一 个 李 代数 , 总 可 找到 唯一 的 单 连通 李 群 (其 流 形 
为 单 连通 流 形 ?的 李 群 ), 它 以 所 给 李 代数 为 李 代数 . 这 是 李 群 理论 中 的 一 个 重要 定 
理 (证 略 ). 李 群 和 李 代数 的 这 一 密切 联系 使 李 群 的 讨论 大 为 简化 , 因为 李 代数 比 李 
群 简单 得 多 (选读 12-5-1 和 12-5-2 就 是 两 个 例子 ). 

定理 G-3-2 设 多 和 多 分 别 是 李 群 G 和 G 的 李 代数 ,p: G 一 > 6G 是 同 态 映射 ， 
则 jp 在 点 ee G 诱 导 的 推 前 映射 p, : 8 -> 8 是 李 代数 同 态 . 

证 明 见 Warner(1983) 的 3.14. 口 


名 任 一 闭 曲线 可 通过 连续 变形 缩 为 一 点 的 连通 流 形 称 为 单 连 通 (simply connected) 流 形 . 
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定义 3 ， 李 代数 8 的 子 空间 多 称 为 8 的 李子 代数 (Lie subalgebra); 若 
[4,8]<s 因 ，V4,DBe 罗 ， 


其 中 [4,8] 是 把 4, 8 看 作 多 的 元 素 时 的 李 括 号 ,现在 也 称 为 子 代 数 多 的 李 括号 . 
定理 G-3-3 设 态 是 李 群 G 的 李子 群 , 则 三 的 李 代 数 多 是 多 的 李子 代数 . 
证 明 见 , 例如 , Bleecker(1981)P.20; Marsden et al.(1994)P.253. 口 

[选读 G-3-1] 
定义 4 李 代 数 多 的 子 代数 Z 称 为 多 的 理想 (ideal), 若 

[A,u]e 2, vAeg, nue. 
注 2 理想 在 李 代数 理论 中 的 角色 相当 于 正规 子 群 在 群 论 中 的 角色 . 
定理 G-3-4 设 罗 C8 是 理想 ,8/ 久 代表 以 等 价 类 为 元 素 的 集合 (4, 有 BEZB8 

叫 等 价 的 , 若 4-Be 放 ), 则 多 /Y 是 李 代 数 , 称 为 商 李 代数 (quotient Lie algebra). 
证 明 以 x :多 一 多 / 必 代 表 投 影 映射 , 即 把 4e 多 映 为 4 所 在 等 价 类 (看 作 

多 /这 的 元 素 ) 的 映射 . 多 / 必 在 如 下 加 法 和 数 夹 定义 下 构成 和 失 量 空间 : 

加 法 : V4Beg/P 定义 4+ := rd+ 有 ,其 中 4BeBg 满足 

Xx(A)= 4,7(B)=B. 

数 乘 : VAe 多 /PY， Qe 民 定 义 a4:=A(Q4A), 其 中 4e 多 满足 X(4)=. 

先 说 明 这 样 定义 的 合法 性 , 以 加 法 为 例 , 虽然 满足 (4)= 4,Xx(B)= 电 的 4,B 很 多 ， 

但 取 其 中 任 一 禹 可 ， 设 若 改 取 4,B'e 多 , 则 A(4)= 有 A(B')= 户 保证 Jve 避 使 

=4+JH，B'=Bty， 从 而 X(4'+B”)=AX(4+B+JM+Vv)=A(4+B). 可 见 加 法 

( 同 理 可 证 数 来 ) 定 义 合法 . 再 用 下 式 定义 李 括号 使 8/ 和 成 为 李 代数 : 


[4 他 := r([4,8])，V4 房 <8/ 和 [其 中 溃 BEZ 满 足 z(d)= 本 rr(B)= 房 ]，(G-3-5) 


若 改 取 4,B' eg8 [满足 r(L4]= 汪 rr(B)= 房 ] 则 3pve 罗 使 
[L4,B]=[4+AB+=[4,8+L4y]+[B+[Av]=[48+c， 
其 中 ae 多, 故 z([4B])= (0L4,8) ,因而 式 (G-3-5) 的 定义 合法 . 口 
定义 5 李 代数 多 称 为 单 (simple) 李 代数 , 若 它 不 是 阿 贝 尔 代数 而 且 除 多 及 {0} 
外 不 含 理想 .多 称 为 半 单 (semi-simple) 李 代数 , 若 它 不 含 非 零 的 阿 贝 尔 理 想 . 相应 地 ， 
李 群 G 称 为 单 李 群 , 若 它 不 是 阿 贝 尔 群 而 且 除 G 外 不 含 正规 子 群 . G 称 为 半 单 李 
群 , 若 它 不 含 阿 贝尔 正规 子 群 . [选读 G-3-1 完 ] 
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§ G.4 单 参 子 群 和 指数 映射 


定义 1 C” 曲线 y : 及 一 G 叫 李 群 G 的 单 参 子 群 (one-parameter subgroup), 若 
Yl(S+t)=7(s) y(t), Vs,teR, (G-4-1) 


其 中 y(s)y(0) 代表 群 元 y(s) 和 7y(0) 的 群 乘积 . 

注 1 式 (G-4-1) 表 明 单 参 子 群 y : RR 一 G 是 从 李 群 恨 到 G 的 李 群 同 态 映射 . 

注 2” 按 定义 1, 单 参 子 群 是 满足 式 (G-4-1) 的 一 条 C” 曲线 , 但 不 妨 把 映射 的 
像 集 {y(1)|te R}cG 看 作 单 参 子 群 . 式 (G-4-1) 保 证 :Q@ 子 集 的 任意 两 个 元 素 按 GG 
的 乘法 的 积 仍 在 子 集 内 ;， @ 子 集 含 G 的 恒 等 元 e; [由 式 (G-4-1) 得 y() =7y(0)y(2)， 
以 y(t) (看 作 G 的 元 素 ) 的 逆 元 右 乘 得 e=y(0).] @ 子 集 的 任 一 元 素 y(t) (作为 G 的 
元 素 ) 的 逆 元 [就 是 y(-t)] 在 子 集 内 . 所 以 子 集 {y(D)|te RR} 构成 子 群 %( 而 且 是 阿 贝尔 
子 群 ). 

本 节 的 一 个 重点 是 证 明 如 下 结论 :“ 单 参 子 群 是 左 不 变 矢量 场 过 e 的 不 可 延 积 
分 曲线 , 反之 亦 然 . ” 单 参 子 群 按 定 义 是 从 到 G 的 映射 , 定义 域 为 全 及 . 因此, 要 
接受 上 述 结论 , 至 少 要 证 明 左 不 变 矢量 场 过 e 的 积分 曲线 的 参数 可 取 遍 全 民 . 下面 
的 定理 对 此 给 出 保证 (而 且 更 强 ). 

定理 G-4-1 任 一 左 不 变 矢量 场 4 都 是 完备 矢量 场 , 就 是 说 , 它 的 每 一 不 可 延 
积分 曲线 的 参数 都 可 取 遍 全 恨 . 

证 明 ”本 书 正文 惯用 3/9t 代表 曲线 y(1) 的 切 矢 , 由 于 本 附录 涉及 多 条 曲线 的 切 


矢 , 为 避免 混淆 , 我 们 改 用 A 代表 y(D) 的 切 矢 . 设 A1) 是 的 、 满 足 /0) =e 的 


积分 曲线 , 不 失 一 般 性 , 设 其 定义 域 为 开 区 间 (-e,s), 即 ~w : (-s,sa) 一 G .在线 上 取 
点 h=J(E/2), 令 v(t)=hxu(t--e12), 则 有 曲线 映射 v : (-a/2,3a/2) 一 G, 且 其 切 矢 


d d d 
1)=— Ln(t— 2/2)=L,, 1 一 E/2)， G-4-2 
vo | nH(t — 2/2) ,到 212) ( ) 


@ 在 y : RG 是 多 一 映射 的 情况 下 [例如 后 面 注 3 的 独 点 线 及 小 节 G.5.2 的 SO(2) 群 ] 3n, 疡 < 如 使 
7 )=y(b)e {y(te 届 . 子 群 首先 是 子 集 , 所 以 y(t) 和 y(w) 理应 看 作 子 群 {yx()|te 队 的 同一 群 元 , 但 若 称 
{z(D)1re 聘 为 单 参 子 群 , 则 不 同 参 数值 #1 和 六 又 应 给 出 不 同 群 元 , 就 是 说 , 一 旦 在 “ 子 群 ”前 冠 以 “ 单 参 ”就 应 有 
7z( 圈 关 z(2) .可见 “ 单 参 子 群 ”一 词 有 不 妥 之 处 , 至 少 不 应 把 子 群 {y(n) | se 区 称 为 单 参 子 群 . 所 以 笔者 私下 更 偏爱 
于 用 “ 同 态 线 ” 一 词 代替 “ 单 参 子 群 "[ 参 见 Bleecker(1981)]. Brocker and Dieck(1985) 则 称 之 为 “ 单 参 群 "(one-parameter 
group), 并 强调 这 是 “ 指 同 态 映 射 而 不 只 是 它 的 像 !? 可 谓 用 心 良 苦 . 


“268 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 
其 中 第 一 步 用 到 “曲线 像 的 切 矢 等 于 曲线 切 矢 的 像 ”. 令 1D=t-e/2, 则 


a- | HL))= 忆 有 DE = HN)= hs) (G-4-3) 


其 中 第 二 步 用 到 式 (2-2-8), 即 9/9t=(9/91")dr"/di, 最 末 一 步 是 因为 wh 是 4 的 积 
分 曲线 . 代入 式 (G-4-2) 便 得 


d 三 二 EE 
dq v(D) = Ls A se12) 3 hue-s12) 2 A ， (G-4-4) 
1 


其 中 第 一 步 用 到 左 不 变 矢 量 场 的 定义 式 (G-2-17). 式 (G-4-4) 表 明 v 也 是 4 的 积分 
曲线 , 而 v(a/2)= hy(0)= 有 = ACE/2) 则 说 明 v 与 1 有 交 ， 因此 由 积分 曲线 的 (局 域 ) 
唯一 性 可 知 在 两 积分 曲线 vy 和 j 的 定义 域 的 交集 (-a/2,s) 上 有 v =. 可 见 久 的 
定义 域 已 被 延 拓 至 (-e, 3s/2) . 重复 以 上 操作 便 得 的 一 条 定义 域 为 全 的 积分 

AD= gy(n), (G-4-5) 
则 仿照 式 (G-4-2) 的 推导 有 


d 三 
到 AD=4ero =4oo， (G-4-6) 


表明 B :民政 G 是 4 过 g 的 积分 曲线 [满足 dB/di|,_。= 4。1. 可 见 4 的 任 一 不 可 延 
积分 曲线 的 参数 都 可 取 遍 全 有 R. 口 

定理 G-4-2 设 y : RR 一 G 是 左 不 变 矢量 场 4 的 、 满 足 y(0)=e 的 积分 曲线 ， 
则 y 是 G 的 一 个 单 参 子 群 . 

证 明 和 欲 证 y 是 单 参 子 群 只 须 证 明 它 满足 式 (G-4-1). 定理 G-4-1 已 证 明 
PB(=g7(t) 是 4 的、 满足 8(0)=g 的 积分 曲线 . 取 y 线 上 一 点 y(s) 作为 g, 便 知 

| BlD)=7(s)Y0) (G-4-7) 

是 满足 B(0)=y(s) 的 积分 曲线 . 另 一 方面 , 由 yi()=y(s+7) 定义 的 曲线 
外: 民 忆 G 在 yiQ) 点 的 切 矢 为 


下 50- | 7(s+7)= Een + 
8 十 了 


[倒数 第 二 步 是 因为 y(1) 是 4 的 积分 曲线 .] 上 式 表明 yi 也 是 和 世 的 积分 曲线 , 而且 
也 满足 y(0)=y(s). 由 积分 曲线 的 唯一 性 可 知 y(t)= BC ， 对 比 式 (G-4-7) 便 得 


d(s+ D) _ 一 
r(s+t je etn = by 0 : 
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7(s +71)=7y(5)7(D). 口 
定理 G-4-3 ” 设 单 参 子 群 y : 及 ~ G 在 恒 等 元 e 的 切 矢 为 4, 则 y(1) 是 4 对 应 
的 左 不 变 矢量 场 4 的 积分 曲线 . 


证 明 只 须 证 明 对 yy 的 任 一 点 y(s) 有 do = ddll zx(D ,而 这 由 下 式 显 见 : 


f=;s 


一 d 
4 = 乙 or4= bd 0= 汪 ,7 
= 一 


ry(?). 口 


d d d 
Y(S)7(D = 7(s+7)= 各 7(f")=— 
dt|,_o df, df|,_, 


1=0 

由 定理 G-4-2 和 G-4-3 可 知 左 不 变 矢量 场 与 单 参 子 群 之 间 有 一 一 对 应 关系 . 注 
意 到 TV 与 左 不 变 矢量 场 的 集合 .多 一 一 对 应 , 便 知 李 群 G 的 李 代 数 多 (=V) 的 每 
一 元 素 4 生成 G 的 一 个 单 参 子 群 x(?), 所 以 多 的 每 一 元 素 称 为 一 个 (无 限 小 ) 生 成 
元 (generator?). 物理 文献 常 又 只 把 多 的 一 个 基底 的 元 素 称 为 生成 元 . 

注 3 与 以 的 零 元 (4=0 ) 对 应 的 单 参 子 群 就 是 只 含 e 的 子 群 , 即 满足 
X[ 了 =e 的 独 点 线 y : 月 一 G. 

定义 2 李 群 G 上 的 指数 映射 (exponential map) exp: VV 一 G 定义 为 

exp(A):=y(1), vAegZ, (G-4-8) 

其 中 7 : 民 一 G 是 与 4 对 应 的 那个 单 参 子 群 . 

注 4 读 过 选读 3-3-1 的 读者 可 把 该 处 的 指数 映射 与 现在 的 指数 映射 作 一 比 
较 . 两 处 都 以 流 形 为 背景 , 但 附加 结构 不 同 . 选读 3-3-1 的 流 形 M 有 度 规 结构 , 因而 
有 测 地 线 概念 , 利用 “一 点 及 其 一 个 矢量 决定 唯一 测 地 线 ” 的 定理 就 可 定义 指数 映 
射 : 现在 的 流 形 G 有 群 结构 , 因而 有 单 参 子 群 概念 , 利用 “e 点 的 一 个 矢量 4 决定 
唯一 单 参 子 群 ”的 定理 就 可 用 式 (G-4-8) 定 义 指数 映射 . 


定理 G-4-4 exp(sA)=7(s), vs eR,AerV.,, (G-4-9) 
其 中 y(s) 是 由 4 决定 的 单 参 子 群 . 


证 明 令 4'=sh4eV, .以 4,4' 分 别 代表 4 和 4 对 应 的 左 不 变 矢量 场 . 
1 :VA 一 是 同 构 映射 导致 4'=s4 .以 y(?) 代表 4 对 应 的 单 参 子 群 ,用 
X(t)=y(st) 定义 曲线 六 :月 一 G, 则 


mb -到 7(s7) = 疝 


d(sf) 一 
dGn| re ee =54y(s) = dy) 


说 明 y'(z) 是 4' 的 积分 曲线 . 注意 到 y'(0)=y(0)=e, 可 知 y'() 是 4' 对 应 的 单 参 子 
群 .于 是 exp(s4)=exp(4)=7y'()=7y(s). 日 
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注 5 设 7y(0) 是 由 4e 玉 决定 的 单 参 子 群 , 则 定理 G-4-4 表明 
Y(t) = exp(14). (G-4-10) 
今后 也 常用 exp(14) 代表 由 4 决定 的 单 参 子 群 . 
定理 G-4-5 设 f : 民 xG 一 G 是 由 AeV 对 应 的 左 不 变 矢量 场 4 产生 的 单 
参 微分 同 胚 群 , 则 


办 (8)= gexp(tA), ve eG, teR. (G-4-11) 

证 明 设 y() 是 由 4 决定 的 单 参 子 群 , 则 定理 G-4-4 表明 y(D) = exp(d) [ 见 式 
(G-4-10)]. 由 式 (G-4-5) 和 (G-4-6) 又 知 B(1)=gy(1) 是 4 过 g 点 的 积分 曲线 , 且 
B(0)=g . 由 单 参 微分 同 且 群 的 构造 ( 见 小 节 2.2.2 末 段 ) 便 知 

$i(8)= P(t) = 87(7) = g exp(t4). 口 
[选读 G-4-1] 

由 群 乘 映射 和 求 弟 映射 的 光滑 性 出 发 ,注意 到 微分 方程 的 解 对 其 初 值 的 光滑 
依赖 性 , 可 知 exp : V, 一 G 为 C” 映 射 . 再 用 反 函 数 定理 就 可 证 明 如 下 命题 : 凡 中 
存在 含 0 元 的 开 子 集 访 ，G 中 存在 含 e 点 的 开 子 集 N ,使 exp : 访 一 和 为 微分 同 胚 
( 试 与 定理 3-3-7 对 比 ). 利用 指数 映射 的 这 一 性 质 可 给 G 定 义 局 部 坐标 系 , 其 坐标 称 
为 群 G 的 正则 坐标 (canonical coordinates). [选读 G-4-1 完 ] 


8 G.3 常用 李 群 及 其 李 代数 


G.5.1 GL(m) 群 (一 般 线 性 群 , general linear group) 


设 入 是 闫 (<oo) 维 实 矢 量 空间 , 以 GL(m) 代表 由 地 到 了 的 全 体 可 逆 线 性 映射 的 
集合 , 以 映射 的 复合 为 乘法 , 则 不 难 证 明 GL(m) 是 群 ,” 称 为 m 阶 ( 实 ) 一 般 线 性 群 
(general linear group). 因为 由 到 洲 的 线性 映射 就 是 六 上 的 (1, 了) 型 张 量 ( 见 82.4 定 
义 2 前 一 段 ), 所 以 GL(m) 的 任 一 群 元 Te 到 (1,D[ 色 (1,D) 代表 上 (,1) 型 张 量 的 集 
合 ]. 取 定 大 的 任 一 基底 (及 其 对 偶 基底 ) 后 , 就 有 m? 个 分 量 , 自然 对 应 于 一 个 
mxm 实 矩阵 . 映射 7 的 可 逆 性 保证 其 矩阵 ( 仍 记 作 了 ) 是 可 逆 和 矩阵 , 即 det 了 #0 .不 
难看 出 全 体 闫 x 六 可 逆 和 矩阵 在 矩阵 乘法 下 构成 群 (以 单位 矩阵 了 为 恒 等 元 ), 而 且 与 
GL(m) 同 构 , 于 是 


GL(m) = {mxm 实 和 矩阵 TldetTz0}. (G-5-1) 


Q@ 对 映射 提出 可 逆 要 求 骨 在 保证 每 一 群 元 确 有 逆 元 . 
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因此 也 常 把 GL(m) 看 作 实 矩阵 群 (但 上 式 等 号 代表 的 同 构 关 系 依赖 于 F 的 基底 的 
选取 ). 另 一 方面 , 集合 RR” 的 每 点 因为 由 zm2 个 实数 构成 而 可 排 成 一 个 产 x 产 实 矩 
阵 , 故 GL(m) 可 看 作 到 ”的 子 集 . 对 矩阵 求 行列 式 的 操作 可 看 作 连 续 映 身 
det: 了 二 _ > 及 ,满足 


GL(m) = detr1(-oo,0)Udet-1(0,oJ c R™ . 
(-eo,0) 和 (0,oo) 显然 是 有 R 的 开 子 集 , 故 映射 det 的 连续 性 保证 det"1(-o0,0) 和 
det-1(0,o) 是 了 的 开 子 集 ,这 又 导致 O GL(m) 是 Rw” 的 开 子 集 ; @ det 1(-oo,0) 和 
def 1(0,oo) 是 GL(m) 的 开 子 集 (用 诱导 拓扑 衡量 ). 而 det-(-oo,0) 和 det (0,oo) 又 因 
互 为 补 集 而 都 是 GL(m) 的 闭 子 集 , 可 见 GL(m) 含有 除 自身 和 名 外 的 既 开 又 闭 的 子 
集 , 因而 是 非 连通 流 形 . 还 可 证 明 [ 见 Marsden and Ratiu(1994)] GL(m) 是 有 两 个 连 
通 分 支 (connected component) 的 非 连通 流 形 .最 简单 的 例子 是 
GL(1) =(-oo,0)U(0,oo) . 

当 说 到 GL(m) 的 群 元 是 从 VV 到 六 的 可 逆 线 性 映射 时 , 我 们 是 在 用 纯 几 何 语言 . 
当 说 到 GL(m) 的 群 元 是 mxm 可 逆 和 矩阵 时 , 我 们 是 在 用 坐标 语言 一 一 给 VV 选 定 基 
底 (及 其 对 偶 基 底 ) 后 , 从 入 到 大 的 任 一 可 逆 线 性 映射 了 就 有 了 m? 个 分 量 , 选 作 坐 
标 , 便 得 流 形 GL(m) 上 的 一 个 坐标 系 . 以 ZE?(m 代表 GL(m) 的 李 代 数 , 设 
4Ae 多 FZ(m), 则 它 是 恒 等 元 Te GL(m) 的 矢量 , 在 上 述 坐 标 系 的 基底 中 自然 有 m? 个 
分 量 , 因而 也 对 应 于 一 个 mxm 实 和 矩阵 . 反之 , 任 一 mxm 实 矩 阵 的 m? 个 矩阵 元 配 
以 了 点 的 坐标 基 矢 便 给 出 了 点 的 一 个 矢量 . 可 见 , 虽然 只 有 可 逆 实 mxm 和 矩阵 才 是 
GL(m) 的 元 素 , 任意 mx m 实 和 矩阵 都 是 多 2Z(m) 的 元 素 . 事实 上 , 全 体 mxm 实 和 矩阵 
爸 成 的 矢量 空间 与 1 点 的 切 空 间 刻 有 同 构 关系 , 于 是 有 如 下 定理 : 

定理 G-5-1 Sm) = {mxm 实 算 阵 } (等 号 代表 两 个 矢量 空间 同 构 , 同 构 关系 
依赖 于 于 的 基底 的 选取 )， 

[选读 G-5-1] 

对 定理 G-5-] 的 结论 也 可 这 样 理解 : 设 4 是 任 一 mxm 实 和 矩阵 , 对 te 民 , 考虑 
算 阵 w(t)=I+14. 适 阵 I 有 逆 保 证 矩阵 Ww() 在 1 足够 小 时 有 送 , 因此 yw(D eGL(m). 
当 1 活 动 ( 且 足够 小 ) 时 , w(t) 是 GL(m) 中 过 了 点 的 曲线 , 它 在 1 点 的 切 矢 为 

d 


dt 


(T+14)=4, (G-5-2) 


d 
办 = 一 
w(t) a 


1=0 
所 以 任 一 mxm 实 适 阵 4 都 对 应 于 安 Z(m) 的 一 个 元 素 , 再 由 
dim{mxm 实 算 阵 }= dimGL(m)= dim 多 ZZ(m) 
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便 知 实 Z(m) 与 集合 fmxm 实 矩阵} 有 一 一 对 应 关系 . 

注 1 式 (G-5-2) 中 的 d/dt 本 来 代表 曲线 的 切 和 拓 , 但 第 二 个 等 号 却 把 它 看 成 普 
通 求 导 记号 . 现在 说 明 这 种 “ 偷 换 概念 ”的 合法 性 (后 面 出 现 类 似 情 况 不 再 一 一 说 
明 ). GL(m) 是 下” 的 开 子 集 , 故 有 自然 坐标 系 . 以 Wi(1) (i=L…,m?) 代表 曲线 
W(t) 在 此 系 的 参数 式 , 则 Wi'(1)=1' +14', 其 中 A' 是 常数 矩阵 4 的 第 i 个 矩阵 元 (了 
的 含义 类 似 ). 于 是 


# 


VO 在 yAO) 训 的 切 和 的 1 分 鞋 = 由 成 曾 过 (1’ +14')= A’, 
dll-o dil-o 
(此 处 的 d/dt 是 真 求 导 . ) 这 就 是 式 (G-5-2) 的 分 量 表达 式 . [选读 G-5-1 完 ] 
对 任 一 mxm 和 矩阵 4 引入 符号 
op (G-5-3) 


2! 3! 


其 中 4? = 44 (矩阵 相 乘 ), 43 = 444. 可 以 证 明 [ 见 Spivak(1979)Vol. 了 :上 式 右边 
收敛 , 所 以 左边 有 意义 ， 是 一 个 mx m 和 矩阵 ，@ 若 矩阵 4, B 对 易 , 即 4B=B4， 则 


Exp(4+ B)= (Exp4) (ExpB). (G-5-4) 
下 面 的 定理 表明 , 对 多 Z(m) 的 元 素 4 (看 作 矩 阵 ) Exp 就 是 指数 映射 的 exp . 
定理 G-5-2 Exp(A)=exp(A), vA e &Z(m). 
证 明 ”Ys,te 民 ,由 式 (G-5-4) 得 
Exp[(s + 力 4] = Exp(sA)Exp(tA), vAe%YZ(m). (G-5-5) 


取 s =1, t+=-1 则 上 式 给 出 Exp(4) Exp(-4)=Exp(0) = 了 . 上 式 表明 和 矩阵 Exp(4 有 
逆 [ 就 是 Exp(--4)], 故 Exp(4)e GL(m) . 式 中 的 4 可 为 多 Z(m) 的 任 一 元 素 , 所 以 


Exp(tA}e GL(m), vAe%Z(m),teR. 
令 y() =Exp(14), 则 式 (G-5-5) 表 明 y(s + 站 =y(s) y(00), 且 式 (G-5-3) 给 出 


了 Exp(14)= 4， (G-5-6) 

可 见 y(f)= Exp(14) 是 由 4 唯一 决定 的 单 参 子 群 exp(14), 从 而 Exp(4) =exp(4). 口 
定理 G-5-1 表明 %Z(m) 和 {mxm 实 矩 阵 } 作 为 矢量 空间 是 同 构 的 . 自然 要 问 它 

们 作为 李 代 数 是 否 也 同 构 . 答案 是 肯定 的 . 以 VY, 作为 Zero ,其 任意 二 元 素 
4,B eV 的 李 括 号 定义 为 [4,B]=[4,B],, 见 式 (G-3-4). 另 一 方面 4, B eV 所 对 应 
的 mxm 算 阵 ( 仍 记 作 4,8 ) 的 李 括 号 定义 为 矩阵 对 易 子 4B - B4, 见 式 (G-3-3). 因 
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此 , 欲 证 名 Z(m) 和 {mxm 实 和 矩阵 } 是 同 构 李 代数 只 须 证明 [4, 刀 。 = 48B 一 B4. 而 这 
正 是 如 下 定理 的 结论 . 

定理 G-5-3 设 G 是 GL(m) 的 李子 群 , 则 其 李 代数 元 4,8e 多 c 多 Z(m) 的 李 
括号 [4,8] 对 应 于 4,B 所 对 应 的 矩阵 ( 仍 记 作 4,8 ) 的 对 易 子 4B - B4, 即 

{4,8]= AB- BA. : (G-5-7) 

证 明 ![ 选 读 ] 注意 到 定理 G-3-3, 只 须 对 G=GL(m) 的 情况 给 出 证 明 . 

设 e( 即 站 为 @G 的 恒 等 元 ，4 书 代 表 几 有 E 防 所 对 应 的 左 不 变 和 拓 量 场 ， 
$$: 民 x G 一 G 是 由 4 产生 的 单 参 微分 同 胚 群 , 则 


[4,B]=[4,8], =(%8), -四 [wy 8), -8B,]. 
注意 到 e= 从， (内 (e))， 可 知 (3 一 $i By (0) .而 B。 又 可 表 为 B。 = #0" Boydo) ， 所 
以 


[4B], =lim- 由 mB HonBace |= (biByo). (G-5-9) 


3 
ditli-o 
由 式 (G-4-5)、(G-4-6) 和 (G-4-10) 可 得 BB (。) =d/ds|_[(e)exp(sB)], 改 


d 
do dsl,. 


RS [$(e) exp(sB)] 


[4,8]= [4, Bl 二 引 | 和 [内 (e) epco- 
1=0 $= 


ee 过 加 
sal $le exp(14)exp(sB)]= 科 . [exp(14)exp(sB)exp(-t4)] 

90| 9 
= | [Exp({A4)Exp(sB)Exp(-tA)] 

Ot| 00s|,, 
=—| Exp(i!4) E Exp Exp(-tA) 

t=0 ds s=0 

-4 al 4 S 
he [Exp(14) B Exp(-14)] 站. px) BI+1B E 加 Exp( | 
= ABI +1B(-A)= A4B -BA ， (G-5-9) 


其 中 第 三 步 用 到 “曲线 切 失 的 像 等 于 曲线 像 的 切 和 失 风 第 四 、 五 步 都 用 到 式 (G-4-11). 
第 二 个 等 号 右边 的 d/dt|,_0 就 是 式 (G-5-8) 右 边 的 d/dt|_0 ,代表 对 e 点 的 1 依赖 矢量 
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从 ,Bi 求 导 , 直至 第 六 个 等 号 前 都 是 这 一 含义 . 式 中 的 d/ds|,-o 在 第 六 个 等 号 前 
全 部 代表 对 曲线 求 切 矢 . 从 第 六 个 等 号 右边 开始 的 d/dtl -和 dy/dsl-o 则 可 理解 为 
对 s,t 依 赖 的 矩阵 Exp(14)Exp(sB)Exp(-t4) 求 偏 导数 ， 口 


G.5.2 O(m) 群 ( 正 交 群 , orthogonal group) 


如 前 所 说 ,， GL(m) 群 是 m 维 矢量 空间 上 所 有 可 逆 (1,1) 型 张 量 T 的 集合 , 除 可 
逆 性 外 没有 其 他 要 求 , 所 以 称 为 一 般 线性 群 .对 7 再 提出 某 些 适当 要 求 则 可 得 到 
GL(m) 群 的 茶 些 了 群 . O(m) 群 就 是 重要 一例 , 其 要 求 是 了 保 度 规 . 以 下 把 Olm) 群 
的 元 素 专 记 作 Z. 设 (V,g,j) 是 带 正定 度 规 的 m 维 矢量 空间 . 线性 映射 Z: 一 广 称 
为 保 度 规 的 , 若 


gp(Z" UV NLU )= gu, vu’ eV. (G-5-10) 
取 u=v, 则 上 式 给 出 
gap(Z" UV NZ gv )= go， Vv eV. (G-5-10") 


可 见 保 度 规 的 Z 对 矢量 的 作用 必 保 长 度 . 反之 ， 利用 5 Sol) 可 证 (习题 ， 有 提示 ) 


任何 满足 式 (G-5-10) 的 Z 必 满 足 式 (G-5-10). 所 以 保 长 性 等 价 于 保 度 性 . 式 (G-5-10) 
又 等 价 于 


ZeeZ a8ab = Bod， (G-5-10") 
令 O(m)={Z°, eH)| 2 28 = Bor}, (G-5-11) 
把 Z%。 看 作 从 VV 到 VV 的 映射 , 以 复合 映射 为 群 乘法 , 则 OCm) 是 群 ,而 且 是 GL(m) 
的 李子 群 .用 VV 的 任 一 正 交 归 一 基底 可 把 式 (G-5-10") 改 写 为 分 量 形式 : 

Co =2,2" 6 =(2" ),’ 62"p, 

其 中 2 代表 和 矩阵 2Z 的 转 置 矩阵 . 把 上 式 写 成 矩阵 等 式 即 为 

7T=ZI7Z=ZITZ， (G-5-12) 
表明 Z7=2Z-, 即 2 是正 交 和 矩阵 . 可 见 Olm) 同 构 于 mxm 正 交 和 矩阵 群 (由 全 体 


mxm 正 交 和 矩 阵 以 矩阵 乘法 为 群 乘法 构成 的 群 ) 因为 对 任 一 和 矩阵 7 有 
det7 7 = det7 , 由 式 (G-5-12) 得 


1=(detZ' \(det 2)= (det ZY, 


故 detZ =+1. (G-5-13) 
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上 式 表明 群 元 的 行列 式 不 是 1 就 是 -1, 这 就 注定 了 O(m) 群 的 流 形 是 非 连 通 的 . 

以 上 抽象 定义 的 O(m) 群 可 用 具体 对 象 来 体现 . 先 考 虑 O(1) 群 .1 维 欧 氏 空间 
(人 R,6,,) 可 看 作 带 正定 度 规 的 1 维 矢量 空 间 , 因而 可 充当 用 以 定义 OQ) 群 的 那个 
(7 ,gs) . 00) 群 的 每 个 群 元 Z 就 是 把 空间 的 任 一 点 ( 即 起 自 原点 的 任 一 矢量 )5 变 
为 长 度 相等 的 矢量 六 = 2Z(D) 的 线性 映射 . 由 于 长 度 相 等 ,只 有 痕 =5 和 V5= -两 种 
可 能 . 可 见 O(D 只 有 两 个 群 元 , 其 中 一 个 是 恒 等 元 , 另 一 个 称 为 反射 (ceflection), 记 
作 + ,于 是 O()={e,r} .再 讨论 O(2) 群 . 2 维 欧 氏 空 间 (R?,65,,) 可 看 作 带 正定 度 规 
的 2 维 矢 量 空间 . 0(2) 的 每 个 群 元 Z 就 是 把 空间 中 起 自 原点 的 任 一 矢量 5 变 为 长 
度 相 等 的 矢量 = Z(D) 的 线性 映射 . 首先 想到 的 自然 是 令 转 菜 一 角度 的 转动 ， 
这 种 映射 记 作 Z(o) , 可 用 矩阵 表 为 


(G-5-14) 
Sing cosw 


zo) |e | 
这 是 行列 式 为 +1 的 正 交 矩阵 . 上 式 的 特例 是 Z(0) = diag(1,1) , 即 恒 等 元 工 然 而 , 不 
难 验 证 下 面 的 Z'(o) 也 保 长 度 : 


CoSC sina | 
La 


Z'(a) -| (G-5-15) 


SIC 一 COSC 

这 是 行列 式 为 -1 的 正 交 矩阵 ,其 特例 是 y 
2Z'(0) = diag(L,-D , 它 作 用 于 5 的 结果 痕 与 六 关于 x 

轴 对 称 , 故 Z"%0) 代表 以 x 轴 为 对 称 轴 的 反射 , 记 作 
(只 改变 yy 分量), 即 六 =7,(D) .不 要 误 以 为 ,也 可 
看 作 转 动 , 因为 它 作 用 于 另 一 矢量 去 得 六 ( 们 (图 G-1), 
其 与 的 夹 角 不 同 于 x,(5) 与 立 的 夹 角 , 同 理 ， 

2Z'(r) = diag(-1,1) 代表 以 y 轴 为 对 称 轴 的 反射 x. 此 
外 ，Z(r) =diag(-1,-1) 则 代表 以 原点 为 对 称 点 的 反 演 (inversion), 记 作 ,, 易 证 


Ly 三 Fy 。 


D 
x 


™~. 


\: ~ 
ny 


(5) 
nn) 


图 G-1 关于 x 轴 的 反射 


ja= 用 e(a=0) F(a=d na=0) 


图 G-2 李 群 0(2) 的 流 形 , 左边 圆周 代表 李子 群 SO(2) 
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Z 的 4 个 矩阵 元 由 于 条 件 Z7Z = 了 而 受到 3 个 方程 的 限制 ,只 有 1 个 独立 , 所 
以 OC2) 是 1 维 李 群 . 由 Z 2Z = 了 还 可 证 明 O(2) 的 群 元 被 式 (G-5-14) 和 (G-5-15) 所 穷 
尽 , 其 中 式 (G-5-14) 代 表 的 子 集 构成 O(2) 的 李子 群 , 称 为 2 维 空间 的 转动 群 , 记 作 
SO(2) , 字母 $ 代表 “特殊 ”(special), 是 指 每 个 群 元 Z e SO(2) 满足 detZ =+1. 这 也 
适用 于 其 他 常见 李 群 , 例如 GL(m) 中 满足 detT =+1 的 子 集 也 构成 子 群 , 称 为 
SL(m) 群 (特殊 线性 群 ). O(2) 群 中 由 式 (G-5-15) 表 示 的 子 集 不 含 恒 等 元 e, 因此 不 
是 子 群 . 两 个 子 集 的 xx 都 可 解释 为 转角 [Z'(&) 中 的 e 代表 (对 x 轴 ) 反 射 后 再 转 的 
角度 ], 取 值 范围 是 0< a <2x. 所 以 O(2) 群 的 流 形 可 看 作 两 个 互 不 连通 的 SL( 圆 周 ) 
之 并 (图 G-2), 是 一 个 非 连通 流 形 , 每 个 圆周 是 一 个 连通 分 支 . 
推 而 广 之 , 因为 O(m) 的 群 元 Z 满足 detZ = +l, 其 流 形 总 是 由 两 个 连通 分 支 组 
成 的 非 连通 流 形 , 其 中 含 e 的 分 支 记 作 SO(m), 即 
SO(m)={Z eO(m)|detZ =+1}. (G-5-16) 


这 是 Olm) 的 李子 群 , 称 为 特殊 正 交 群 (special orthogonal group), 最 常用 的 是 3 维 空 
间 的 转动 群 SO(3) , 它 的 每 一 群 元 可 看 作 把 3 维 欧 氏 空间 中 起 自 原点 的 任 一 矢量 也 
绕 过 原点 的 某 轴 转 某 角 的 映射 (而 且 除 恒 等 元 外 的 每 个 群 元 的 转轴 是 唯一 的 ). [这 
一 结论 称 为 欧 拉 定 理 , 证 明 见 Marsden et al.(1994). ] 这 使 我 们 可 用 起 自 原点 的 一 
个 箭头 代表 SOG) 的 一 个 群 元 :箭头 所 在 直线 代表 转轴 , 箭头 长 度 (规定 从 0 到 二 ) 
代表 转角 , 方向 相反 的 箭头 代表 沿 相反 方向 的 转动 . 由 于 沿 某 方 向 转角 相当 于 党 
反方 向 转 r 角 , 同一 直线 段 的 两 端 代表 同一 群 元 , 应 当 认 同 . 于 是 , 李 群 SO(3) 的 流 
形 是 3 维 实心 球体 , 球面 上 位 于 每 一 直径 两 端的 一 对 点 要 认同 (简称 对 径 认 同 ). 这 
一 流 形 记 作 RRP . [RP 本 有 其 他 定义 方式 , 但 可 以 证 明 SO(3) 与 RP; 微分 同 胚 .] 

下 面 讨论 李 群 O(m) 和 SO(m) 的 李 代数 GC(m) 和 .949(m) . 这 两 个 李 代数 必定 一 
样 , 因为 设 4e Clm), 则 4 决定 O(m) 中 的 一 个 单 参 子 群 y(7) , 注意 到 @ detl =1; 
包 O(m) 中 任 一 群 元 的 行列 式 只 能 为 +1, 则 由 单 参 子 群 的 连续 性 可 知 y(1) 上 任 一 
点 Z 都 有 detZ =1, 可 见 对 任 一 + 有 y(t)eSO(m), 从 而 4, 作为 y() 在 了 点 的 切 矢 ， 
必 属 于 909(m). 

定理 G-$-4 Go) = {mxm 实 和 矩阵 4|47 =-4 ( 即 4 为 反 称 阵 )}. (G-5-17) 

证 明 

(A) V4 eC(m), 设 Z(t) 是 李 群 O(m) 中 的 曲线 , 且 2(0)= 了 , di/drl- Z(D =4， 
则 Z(D (对 每 一 t 值 ) 是 一 个 满足 


ZT0)2(0)=I (G-5-18) 
的 矩阵 . 对 上 式 求 导 并 在 t=0 取 值得 
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= ZIT0)4+ 局 Zrg| Z(0). 
t=0 


-| zrm dyr 
Gs | Z (人 zo| 十 | 下 Z 0 z0| 
(G-5-19) 

Z(0) = 了 等 价 于 ZI(O0)=7 4=ddrl_- Z0D) 等 价 于 4 =ddrl ZI0 ,因而 式 
(G-5-19) 给 出 0= 4+ 4 ,可见 4 为 反 称 和 矩阵 . 

(B) 设 4 为 任 一 mxm 反 称 实 矩 阵 ,注意 到 (42)'=(47》, (04)7= (47)3, ,由 
式 (G-5-3) 得 (Exp4) = Exp(4T).9 所 以 

(ExpA)' (ExpA) = (Exp47)(Exp4) = Exp( — (Exp4) =1. 

[其 中 最 末 一 步 用 到 式 (G-5-4).] 上 式 表 明 Exp4 是 正 交 和 矩阵 , 因而 Exp4 es O(m) . 由 
此 又 知 Exp(14)e O(m) (对 每 一 值 ). 而 式 (G-5-3) 又 导致 ddt|_o Exp(14)= 4, 可见 
4 是 李 群 O(m) 中 过 7 的 曲线 Exp(14) 在 I 点 的 切 矢 ,所 以 4 e Blm). 口 

利用 定理 G-5-4 可 方便 地 决定 李 群 O(m) 及 SO(m) 的 维 数 . 因为 刀 x 闫 反 称 矩 
阵 的 m 个 对 角 元 全 为 零 , 其 余 me - 闫 个 元 素 中 只 有 半数 独立 , 所 以 决定 一 个 
mxm 反 称 实 和 矩阵 需要 (m? 一 m)/2 =m(m 一 起 /2 个 实数 .于 是 定理 G-5-4 导致 


dim O(m) = dim 2Z(m) = Fm(m —1). (G-5-20) 


具体 说 ， 
dimO() = 0( 零 维 李 群 ) dimO(2)=1, dimO(3)=3, dimO0(4)=6,….  (G-5-21) 


G.5.3 O(1,3) 群 ( 洛 伦 兹 群 ) 


定义 O(m) 群 时 曾 约 定 (V,g6s) 中 的 gw 为 正定 度 规 , 现在 放宽 为 任意 度 规 . 设 
gw 在 正 交 归 一 基底 下 的 矩阵 有 m' 个 对 角 元 为 -1, m” 个 对 角 元 为 +1, 则 玉 上 所 
有 保 度 规 的 线性 映射 的 集合 在 以 复合 映射 为 群 乘法 下 构成 群 , 记 作 OCm',m”), 即 
Om,m"):={A%e HD| A A ga =8o (G-5-22) 
同 O(m) 类 似 ,，O(m',m") 也 是 GL(m)( 其 中 m=m'+m") 的 李子 群 ，O(m) 可 看 作 
O(m',m") 在 m=0,m”"=m 时 的 特例 . 
抽象 定义 的 OGm',m") 群 也 可 与 O(m) 类 似 地 用 具体 对 象 体现 . 我 们 只 讨论 
m’=1 的 情况 , 并 且 最 关心 0(,3) 群 (4 维 闵 氏 时 空 的 洛 伦 兹 群 ), 但 先 从 最 简单 的 


QD 直观 想来 这 很 显然, 但 因 涉及 无 限 级 数 , 求 转 置 与 求 极限 操作 的 可 交换 问题 并 不 简单 . 以 下 过 到 类 似 问题 时 
不 再 指出 . | 
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0O(1,D) 群 讲 起 . 2 维 阅 氏 时 空 (R?,w,) 可 看 作用 来 定义 O(LD 群 的 那个 带 洛 伦 兹 度 
规 的 (V, gy,) .用 (RR?,ms) 的 任 一 正 交 归 一 基 可 把 保 度 规 条 件 4°。A548ss = goa 改 
写 为 分 量 形式 : 


1op = A A pn = (MA) md, (G-5-23) 
写成 矩阵 等 式 即 为 
7=An4， 其 中 n=diag(-1,D). (G-5-24) 
上 式 表明 det4 =+l, 因此 , 与 O(m) 群 类 似 , 0(1,1) 群 也 是 非 连通 的 . 注意 到 洛 伦 效 
变换 1'=y(t 一 vx), x'=y(x 一 vt) 保 闵 氏 线 元 , 自然 猜想 它 是 O(1,1) 的 群 元 . 把 变换 
的 参数 改写 为 th4 ,其 中 4e(-%,wm), 则 y=(1-v?)"Y?=ch4, 故 洛 伦 效 变 换 可 
改写 为 
t'=tchA4—xsh4, x’=-tshA4+xchA. 
不 难 验证 这 一 变换 的 矩阵 
40-| 
满足 式 (G-5-24), 可 见 v4e(-ooooj, A( 力 是 O(,D 的 群 元 .对 上 式 的 4 有 
det 4=+1, 然而 式 (G-5-24) 表 明 det 4=+1, 看 来 还 应 有 其 他 连通 分 支 . 其 实 ， 
O(,D) 的 非 连 通 性 除了 来 自 4 所 受 的 限制 det 4=+l 之 外 还 来 自如 所 受到 的 限 
制 . 设 {(e,,)*} 是 入 的 正 交 归 一 基底 ,用 4*e4?z8w =8oz 作用 于 (eo)*(eo)* 得 
-(4o)+(Cdo) =-1, 所 以 (40o0)2 >1. det4 与 4 的 允许 值 的 配合 使 李 群 
O(D 由 如 下 4 个 互 不 连通 的 连通 分 支 组 成 : 


(G-5-25) 


(DD) 子 集 010,1) , 其 元 素 4(4) = |: 和 | 满足 det 4= +1，40o > +1; 
一 sh4 


a _|c 
(ID 子 集 O0_(1,D) ,其 元 素 A(4) = 攻 —chA 


| 满足 det 4= -1 40o>+1; 
ch4 sh4 
hA4 ch4 
ch4 sh4 

一 CH4 

(R72) 可 看 作 带 洛 伦 兹 度 规 的 2 维 矢量 空间 ,4 < O(LD 就 是 把 空间 中 起 
自 原点 的 任 一 矢量 wv" 变 为 A?sv? 的 保 度 规 线性 映射 . 略 去 抽象 指标 , 用 正 交 归 一 


0 
基底 把 v 表 为 列 矢量 v -中 | 我 们 来 看 4 个 连通 分 支 中 4 = 0 的 元 素 A(0) 对 它 的 


GD) 子 集 O7(LD , 其 元 素 40-| | 满足 det 4=-L A < -1; 


(IV) 子 集 O40,1) , 其 元 素 A(4) = Es | 满足 det 4=+1 400 < -1. 
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作用 . 对 01d.D 而 言 ，4(0) 就 是 恒 等 元 , 它 把 v 映 为 v. 对 01(1,1) ,有 
0 
4(0) = diag(L-D ,作用 于 > 所 得 矩阵 为 | & | 如 图 G-3(a), 称 为 空间 反射 , 记 
—U 
0 
作对 Ot,D ,有 A(0)=diag(-1,D) ,作用 于 vw 所 得 矩阵 为 "| | ,如 图 
G-3(b), 称 为 时 间 反 射 , 记 作 x. 对 Ot 1) ,有 A(0) = diag(-1,--1), 作用 于 vw 所 得 矩 
0 
阵 为 v -| ,如 图 G-3(c), 称 为 时 空 反 演 , 记 作 寺 . 


(a) 空间 反射 (b) 时 间 反 射 (ec) 时 空 反 演 
图 G-3 2 维 闵 氏 时 空 的 空间 反射 、 时 间 反 射 和 时 空 反 演 

因为 每 个 连通 分 支 的 元 素 由 一 个 参数 4 决定 , 而 且 4 e(-o,oo) ,所 以 每 一 连通 
分 支 都 可 看 作 流 形 及 , 整个 李 群 0(.D 是 1 维 非 连通 流 形 (图 G-4). 4 个 连通 分 支 中 
只 有 01(L.D 是 O(LD 的 子 群 (只 有 它 包含 恒 等 元 ), 因而 是 李子 群 . (因为 有 这 样 的 一 
般 结论 : 李 群 的 含 恒 等 元 的 连通 分 支 是 它 的 李子 群 . ) 图 G-4 与 G-2 有 一 重要 区 别 : 
图 G-2 的 流 形 紧 致 而 图 G-4 非 紧 致 . 我 们 称 O(2) 为 紧 致 李 群 而 0(L1) 为 非 紧 致 李 
群 . 


， @ ( 恒 等 映 射 ) 
O11,1) 
下 (空间 反射 ) 
OLD 
Vy (时 间 反 射 ) 
OLD 
Z (时 空 反 演 ) 
“OX1,1) 


图 G-4 李 群 O(1,1) 的 流 形 .4 个 连通 分 支 中 只 有 O1(1,1) 是 李子 群 
在 以 上 基础 上 就 不 难 介绍 O(m',m") 中 对 物理 最 有 用 的 特例 , 即 洛 伦 兹 群 
O(,3), 简 记 为 工 , 其 群 元 4ez( 作 为 4x4 和 矩阵 ) 的 充 要 条 件 与 式 (G-5-24) 形 式 一 样 ， 
只 是 改 为 4x4 和 矩阵 等 式 , 即 
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7=AnA4， 其 中 w=diag(-L1,1,1). (G-5-24") 
由 4 个 连通 分 支 组 成 的 6 维 非 连通 流 形 [证 明 见 Bleecker(1981)], 这 4 个 连通 分 


曙 沅 


支 
I={AeLldetA=+1, fo>+1}, Li={AeLldetA=-1, Af,>+1), 
B={AeLldtA=-1, A <-1}, ={AeL|detA=+1, A, <-1}. 

每 个 连通 分 支 含 一 个 最 简单 的 元 素 , 依次 记 作 了 x,x,i,, 其 中 

7T=diag (1,1,1,1)eLi 是 工 的 恒 等 元 ， 

x =diag (1,-1,-1,-])e 工 是 二 的 空间 反射 元 , 
n=diag (-LLLDe 婉 是 工 的 时 间 反 射 元 ， 

训 =1 =-Te 凡 是 上 的 时 空 反 演 元 . 

上 述 4 个 连通 分 支 中 只 有 ZL 是 子 群 (只 有 它 包含 恒 等 元 ), 而 且 是 李子 群 , 称 为 固有 

洛 伦 兹 群 (proper Lorentz group), ”是 6 维 连通 流 形 , 流 形 结构 为 R3 x SO(G3) . 其 他 3 

个 连通 分 支 都 是 子 群 Li 的 左 陪 集 [证 明 见 Bleecker(1981)]: 


=xT, R=rL, Di 


ts “+” 


同 0(3) 群 类 似 , 洛 伦 效 群 O(L3) 和 它 的 子 群 L 有 相同 的 李 代数 , 记 作 @(1,3). 


定理 G-5-5 EL3)={4x4 实 矩阵 4|41I = -747 (G-5-26) 
证 阴 
(A) V4 eG(1,3), 考虑 O(1,3) 中 满足 以 下 两 条 件 的 曲线 4(0) : 

(D 4(0) =7， (2) d/dil,o A()=4, 


则 4(D)74(0D=7 vie 及 .对 1 求 导 并 在 1=0 取 值得 
nA(O+A On Ez) =A'nI+Ind=A'n+n4, 


d T 
0=| 4 ao| 
[# , 1=0 1=0 


以 右 科 上 式 ,注意 到 "1 =7 ,得 47 =-747.[7 与 7 作为 矩阵 相等 , 但 写 矩阵 


@ A >+1 的 洛 伦 兹 变换 不 改变 被 作用 矢量 v* 的 时 间 分 量 wo 的 正 负 性 , 故 称 保 时 向 的 (orthochronous), 反 
之 , A% < ~1 的 洛 伦 兹 变换 称 为 反 时 向 的 (antichronous). 另 一 方面 ,“ 固 有 ”(proper) 一 词 则 常用 以 形容 det A 二 +1. 
因此 如 的 全 称 应 是 固有 、 保 时 向 洛 伦 兹 群 , 而 固有 洛 伦 兹 群 一 词 则 应 留 给 5 的 非 连通 子 群 
IL,={AeLldetA4=+1} .也 有 文献 称 式 为 限制 (restricted) 洛 伦 兹 群 或 正常 洛 伦 将 群 . 考虑 到 简单 和 习惯 性 , 本 书 
仍 仿照 多 数 文献 称 媚 为 固有 洛 伦 兹 群 . 
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元 时 最 好 分 清 上 下 标 , 即 7 的 矩阵 元 为 nw 而 wy 的 矩阵 元 为 py .] 
(B) 设 4 是 满足 41 = -747 的 4x4 实 矩阵 . 仿照 定理 G-5-4 证 明 的 (B) ,只 须 
证 明 Exp(4)e O(,3). 因为 对 任意 矩阵 M,N 有 


NExpMN=NIT HM + LM + LM 4)N 
21! 31 


=JT+N-IMN+ FN MNYN MN) + HN MNYN" MNYN MN) 平壤 


=Exp(N MN), (G-5-27) 
取 N=n，M = 4 便 得 nn(Exp4)n =Exp(m4) ,因而 7(Exp4)=[Exp(m4m)]n. 于 是 
(Exp4) 7 (ExpA)= (ExpA™ )n(Exp4) =(ExpA™ )[Exp(n47)]7 =[Exp(AT+ nd)] n=7, 
[其 中 第 三 步 用 到 式 (G-5-4)，47 = -747 保证 该 式 成 立 .] 可 见 Exp(4)e 0(1,3). 口 
要 利用 定理 G-5-5 计算 00,3) 群 的 维 数 , 可 以 借用 如 下 事实 : v4 e G0,3), 令 
B=n4, 则 由 47 =-nAn 易 见 BT=-B, 即 BeC(4). 这 表明 存在 从 CO(,3) 到 G4) 
的 映射 , 而 且 是 (矢量 空间 之 间 的 ) 同 构 映 射 , 因而 dim GC(1,3)= dim CG(4) .这 一 结论 
只 依赖 于 7 的 对 称 性 和 非 退化 性 . 对 O(m,m") 群 , 令 w 代表 这 样 的 对 角 和 矩阵 , 其 前 
m' 个 对 角 元 为 -1, 后 m" 个 对 角 元 为 +1, 便 知 也 有 类 似 结论 , 即 


dim O(m’,m’") = dimO(m’ + m"). 
AeLl 满 足 式 (G-5-24"), 即 7 = A A, 其 中 n=diag(-1,1,1,1) .而 
n=AnAnd =An SA!l=n Ay, 
再 用 wy” =7 便 得 人 =wATn. 借 此 可 方便 地 求 得 4eL 的 逆 和 矩 阵 A1: 先 写 出 4 的 


sr 


转 置 矩 阵 4 , 再 对 人 的 各 元 素 依 下 列 法 则 改变 符号 : 


一 二 二 十 
一 + + + 
+++ 


鉴于 固有 洛 伦 兹 群 和 洛 伦 兹 代数 对 物理 学 的 非常 重要 性 , 我 们 将 单 辟 一 节 
($G.9) 对 此 做 更 详尽 的 讨论 . 


G.5.4 U(m) 群 ( 西 群 ) 


GL(m) 群 是 用 m 维 实 矢量 空间 天 定义 的 . 把 VV 改 为 m 维 复 和 撩 量 空间 所 得 的 一 
般 线性 群 则 记 作 GL(m,C) , 是 2m? 维 ( 实 ) 李 群 . 与 GL(m,R) [ 即 GL(m) ] 不 同 ， 
GL(m,C) 是 连通 李 群 . 我 们 只 介绍 这 个 群 的 一 个 重要 子 群 一 一 西 群 U(m) . 正如 


, 结果 即 为 A!. 
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GL(m) 群 的 子 群 O(m) 要 求 保 度 规 那样 , 西 群 U(m) 是 对 GL(m,C) 要 求 保 内 积 的 结 
果 . 复 矢量 空间 的 内 积 与 实 矢 量 空间 的 内 积 类 似 而 又 不 同 , 最 重要 的 区 别 在 于 , 实 
矢量 空间 的 内 积 对 两 个 矢量 的 作用 都 为 线性 , 而 复 矢 量 空 间 的 内 积 只 对 第 二 个 矢 
量 为 线性 , 对 第 一 个 矢量 则 为 反 线 性 . 定义 了 内 积 的 复 矢 量 空间 称 为 内 积 空间 , 准 
确定 义 见 8B.1 定义 1. 设 V 广 是 有 限 维 内 积 空 间 , 线性 映射 4 : 入 一 严 称 为 天 上 的 线 
性 算 符 , 简称 算 符 , 它 自 然 诱导 出 让 上 的 另 一 线性 算 符 41, 称 为 4 的 伴随 算 符 , 满 
足 , 


(Alf,g)=(f,4g), vf,g eV, (G-5-28) 
其 中 hg 代表 4 作用 于 g 所 得 矢量 , 即 4(g) 的 简写 . 可 以 证 明 ( 见 $B.1) 每 一 4 按 上 
式 决定 唯一 的 41, 上 式 可 作为 41 的 定义 . 
定义 1 内 积 空间 VV 上 的 算 符 U 称 为 西 算 符 (或 么 正 算 符 )(unitary operator)， 
车 其 作用 保 内 积 , 即 


(Uf, Ug) = (f,8), vf, gE V. (G-5-29) 
定理 G-5-6 算 符 U 为 西 算 符 的 充 要 条 件 为 
UiU=56, (G-5-30) 


其 中 5 代表 恒 等 算 符 , 即 从 万 到 大 的 恒 等 映 射 
证 明 若 UiU=65, 则 (Uf,Ug)=(V1Uf,g)=(f,g) Vf,g eV , 故 U 为 西 算 符 
反之 , 若 U 为 丁 算 符 , 则 Yf,g eV 有 


0=(Uf, Ug)—(f,8)=(UiUf, g)-(f,8)= (UiU -6)f, 8). 
取 g=(VIV -6)f , 则 0=(g,g), 故 g=0, 即 (ViU -6)f=0 vf eV ,从 而 U1U=56. 


口 
选 定 V 的 一 个 正 交 归 一 基底 {e,} 后 , 了 上 任 一 算 符 4 可 用 矩阵 表示 , 其 矩阵 元 
定义 为 
A; :=(e;, Ae,). (G-5-31) 
由 上 式 得 
4A; =(Atei,e))=(e, Atei)= Atj, (G-5-32) 
所 以 , 若 以 4 和 41 分 别 代表 算 符 4 和 4i 在 同一 基底 的 矩阵 , 以 47 代表 4 的 转 置 
逢 阵 的 矩 阵 元 都 取 复数 共 绒 所 得 的 矩阵, 则 
A'=A7. (G-5-33) 
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定理 G-5-7 算 符 U 为 西 算 符 的 充 要 条 件 是 其 在 正 交 归 一 基底 下 的 矩阵 忆 满 
足 矩 阵 等 式 


UT=Ut， 即 U71=U7. (G-5-34) 

证 明 西 算 符 满足 的 算 符 等 式 (G-$-30) 在 正 交 归 一 基底 下 对 应 于 矩阵 等 式 
UiU = 了 ， (G-5-30") 
故 U ”=UT. 口 


定义 2 满足 式 (G-5-34) 的 复 和 矩阵 U 称 为 西 矩 阵 ( 或 么 正 矩 阵 )(unitary matrix). 

注 2 如 果 广 为 实 矢量 空间 , 则 UT! =Ui 成 为 U- 1 =UT, 即 UU 为 正 交 和 矩阵 . 所 
以 西 矩阵 可 看 作 正 交 和 撼 阵 在 复 矩 阵 的 推广 . 

定理 G-$-8 设 己 为 本 矩阵 , 则 


det =eig (其 中 peR)， 即 |detV 1=1. (G-5-35) 


证 明 对 矩阵 等 式 (G-5-30) 取 行列 式 得 1= (det UT™) (detU)= (detU) (det U), 
得 证 . 口 

定义 3 令 U(m)={m 维 内 积 空 间 V 上 的 酉 算 符 }={mxm 西 和 矩阵}， 
以 复合 映射 (或 矩阵 乘法 ) 为 群 乘法 , 则 不 难 验 证 U(m) 是 李 群 , 称 为 丁 群 (或 么 正 群 ) 
(unitary group). 

例 1[ 西 群 UQ)] 选 1 维 复 矢 量 空间 C 作 为 VV 并 按 下 式 定 义 内 积 使 成 内 积 空 
间 : 

(f,g) := fg，vVf,g eC (容易 验证 满足 内 积 定义 各 条 件 ). 


复数 UeC 可 看 作 C 上 的 线性 算 符 , 它 作用 于 任 一 f eC 的 结果 定义 为 复数 乘积 
Uf. 易 证 U 为 酉 算 符 当 且 仅 当 |Zj=1 所 以 C 上 全 体 西 算 符 的 集合 是 复 平面 上 的 
单位 圆 . 可 见 李 群 U(D 的 流 形 是 一 个 圆周 , 是 个 紧 致 的 连通 流 形 . 后 一 结论 还 可 推 
广 至 任意 正 整 数 m 的 情况 , 即 U(zz) 是 紧 致 的 连通 流 形 (连通 性 的 证 明 见 定理 
G-5-11). 

定义 4 复方 阵 4 称 为 厄 米 的 (hermitian), 车 41=4; 4 称 为 反 厄 米 的 
(anti-hermitian), 若 41 = 一 4. 

注 3 ”名 对 实 方 阵 , 厄 米 就 是 对 称 ， 反 厄 米 就 是 反 称 . @@ 易 证 : 4 为 厄 米 信 过 
为 反 厄 米 . 

与 GL(m) 群 的 李 代 数 实 Z(m) 同 构 于 全 体 mxm 实 和 矩阵 构 成 的 李 代数 类 
似 , GL(m,C) 群 的 李 代数 多 2Z(m,C) 同 构 于 全 体 mxm 复 从 阵 构成 的 李 代 数 , 即 
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名 YZ(m,C)= {mxm 复 矩阵 }.。 (等 号 代表 李 代数 同 构 ) (G-5-36) 
定理 G-$-9》 西 寿 U(m) 的 李 代数 
多 (m)= {4 eZ(m,C)| 41=- 和 ={mxm 反 尼 米 复 矩 阵 }。 ”(G-5-37) 


证 了 明 与 定理 G-5-4 的 证 明 类 似 , 只 须 把 ZT(t) 和 47 分 别 改 为 Ui(1) 和 41. 

口 

定理 G-5-10 dim U(m) = dim%(m) = m?. (G-5-38) 

证 明 4e%(m) 是 有 mo 个 复元 素 的 矩阵 , 由 2m? 个 实数 决定 .但 4 的 反 厄 米 

性 4; =-4j 导致 m? 个 实 方程 ,理由 是 :名 反 厄 米 性 要 求 对 角 元 为 虚数 , 故 每 个 对 

角 元 的 有 反 厄 米 条 件 相 当 于 一 个 实 方程 ( 实 部 =0), 因而 所 有 对 角 元 提供 m 个 实 方 

程 ，@ 反 厄 米 性 使 每 对 非 对 角 元 提供 2 个 实 方程 , 而 非 对 角 元 共有 (m? - m)/2 对 ， 

故 全 部 非 对 角 元 共 提 供 2x(m? - m)/2 =m? -m 个 方程 . 可见 2m? 个 实数 要 受 m? 

个 实 方程 的 限制 ,只 有 m? 个 独立 . 口 

例 2[ 李 代数 (1)] 由 例 1 得 知 李 群 U(Q) 可 表 为 U()={e 19eR} ,其 中 

e = Exp(-ig) 可 看 作 以 9 为 参数 的 单 参 子 群 [等 于 U() 自身 ], 相应 的 李 代数 元 
为 


-4 |。 。-2 -_iew() (不 难 验证 4 的 确 满足 41 =_4)， 
dOl|p_o 


以 4 为 基 矢 生成 的 1 维 ( 实 ) 矢 量 空间 就 是 (1), 故 (1)={-ia|a eR}. 

酉 矩阵 满足 的 det =e 和 正 交 矩阵 满足 的 det Z =+1 很 不 一 样 . 这 同 如 下 事 
实 密切 相关 : 

定理 G-5-11 与 O(m) 群 相反 , 西 群 U(m) 是 连通 流 形 . 

证 明 只 须 证 明 YU eU(m),3 连续 曲线 y(1)c U(m) 使 (0)=7,y()=U .由 


线性 代数 可 知 任意 酉 矩阵 可 用 西 变换 化 为 对 角形 , 且 对 角 元 的 模 皆 为 1. [可 参阅 ， 
例如 , 斯 米尔 诺 夫 (1960). ] 就 是 说 , YU s U(o),3 刺 <sU(o) 使 


WUW- =D, (G-5-39) 
式 中 呈 为 对 角 和 矩阵 , 对 角 元 为 e199,…,ei?"( 其 中 gp,…,p,e 恨 ). 设 BB 是 以 
21 ,2m 为 对 角 元 的 实 对 角 矩 阵 , 则 (习题 )D = ExpGiG@G) . 由 式 (G-5-39) 得 


U=W-DW=W-!(Expi®)W = Exp(iW GW), (G-5-40) 
其 中 最 末 一 步 用 到 式 (G-5-27). 令 4=iW72GOW , 则 


At=AT =iWIOTW 1) siW-ioW =-4 
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表明 4 为 反 厄 米 矩 阵 , 故 4eg(m) .于 是 式 (G-5-40) 相 当 于 U = Exp4d , 可见 U(m) 
中 存在 连续 曲线 y(t)= Exp(14) 使 (0)=17, y(D=U. 口 

注 4 以 上 证 明 中 的 连续 曲线 y(z) 其 实 是 单 参 子 群 , 因此 我 们 证 明了 比 定理 
的 结论 更 强 的 结论 : 酉 群 的 任 一 群 元 都 属于 某 一 单 参 子 群 . 这 一 结论 也 适用 于 
SO(m) 群 . 然而 并 非 任 一 李 群 的 含 e 的 连通 分 支 的 任 一 群 元 都 属于 某 一 单 参 子 群 . 


例如 加 a < GL(2) 就 不 是 (证 明 提示 见习 题 14). 存在 这 样 的 定理 [ 见 Brocker et 


al.(1985) 第 165 页 ]: 紧 致 的 连通 李 群 的 指数 映射 是 到 上 映射 , 这 等 价 于 任 一 群 元 都 
属于 某 一 单 参 子 群 . 
U(m) 的 子 集 SU(m)= {ee U(m)|detU =1} 是 U(m) 的 李子 群 , 称 为 特殊 西 群 
(special unitary group). 同 U(m) 一 样 , SU(m) 也 是 紧 致 的 连通 李 和 群 . 
引 理 G-5-12 设 4 为 任意 mxm 和 矩阵 , 则 
det(ExpA) =e™. (G-5-41) 


证 明 设 f(1)=det(Expt4), 则 


寺 f(0)= 下 f(t+s)= EA [det(Exp(t + s)A)] = [det(ExpiA) det(ExpsA)] 
dt 6s|,-0 Os|s_o 065|,-0 


8 8 


= etpxpzgl 昌 [det(ExpsA)} = [det(Exptd)] tr4 = Fe)tr4d ， 
s=0 


其 中 第 五 步 将 在 下 行 之 后 补 证 . 由 上 式 得 dhn f(1)/dt =tr4 ,加 之 f(0)=det1=1, 有 
f(1) =el01. 令 1=1 便 得 式 (G-5-41). 
最 后 补 证 上 式 的 第 五 步 , 即 d/ds| _ [det(Exps4)]=tr4. 设 铸 为 任意 mxm 矩 


阵 , XZ 与 是 其 矩阵 元 , 6,..， 代 表 m 维 Levi-Civita 记号 , 则 
det Y=. Kem (G-5-42) 
取 瑟 =Exp(s=7+sd+S A?/2!+…, 有 Xj=6'j+sAij+s2AitA*j/21+…， 故 


: sd 
XX (0o= 6"), we 


a (G-5-43) 
s=0 


对 式 (G-5-42) 求 导 并 利用 式 (G-5-43) 便 可 证 得 dds| _0 [det(ExpsA)]= trd : 


’ 记 
det X=6.; ph m 
s=0 ds ds 


s=0 
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=60.. (A Om tt OO A ) (A++ A )=tr4. OO 
定理 G-5-13 ”特殊 西 群 SU(m) 的 李 代 数 
FU(m) ={Ae2Y(m)|tr4 =0}= {mxm 无 迹 反 厄 米 复 矩 阵 }. 
证 明 (A) 设 A4e.9WU(m), 则 Vie 民有 Exp(14)eSU(m), 故 det(Expt4)=1, 与 
式 (G-5-41) 对 比 得 e* =1. 因而 tr(t4)=i2kr (其 中 k= 0 或 整数 ). 但 tr(td) = ttrd)， 
逼 出 上 E=0, tr4=0, 即 4 为 无 迹 和 矩阵. 另 一 方面 , 由 4e.9Y(m) 易 见 4eY(m), 故 
4 为 反 厄 米 矩 阵 . (B) 设 4 是 无 迹 反 厄 米 矩阵 , 则 Vre 及 ， 坟 也 是 无 迹 反 厄 米 矩 阵 ， 
反 厄 米 性 导致 4 e(m) ,从 而 Exp(14)e U(m). 14 的 无 迹 性 配 以 式 (G-5-41) 导 致 
det(Exp14)=1, 由 Exp(t4)e U(m) 便 知 Exp(14)e SU(m). 按 式 (G-5-3) 把 Exp(td) 写 
成 级 数 式 , 求 导 便 得 曲线 Exp(14) cSU(m) 在 7 点 的 切 和 撩 d/dt|,_o Exp(14)= A. 可 见 


AeY(m). 口 
定理 G-5-13 表明 西 群 U(m) 与 其 子 群 SU(m) 有 不 同 的 李 代数 . 
定理 G-5-14 dimSU(m) = dim.9% (m) =m? -1. (G-5-44) 


证 明 .9HY(m) 是 (lm) 的 子 代数 : 8(m) 的 元 素 4 只 当 满 足 tt4=0 才 是 
.9UY(m) 的 元 素 . 4 的 反 厄 米 性 使 对 和 角 元 为 虚数 , 所 以 tr4 =0 只 提供 一 个 实 方程 ， 
由 定理 G-5-10 便 知 dim.92Y(m)=m? -1. 口 


G.5.5 _E(m) 群 ( 欧 氏 群 ) 


m 维 欧 氏 空间 的 等 度 规 群 称 为 欧 氏 群 (Euclidean group), 记 作 E(m). 欧 氏 空间 

有 最 高 对 称 性 , 所 以 dim E(m) = m(m+1)/2. 以 E(2) 为 例 .2 维 欧 氏 空间 有 3 个 独立 

的 Killing 矢量 场 , 这 使 我 们 想到 其 上 的 等 度 规 映射 既 有 平移 又 有 转动 . 先 看 平移 . 

以 5, a 代表 欧 氏 空间 的 任 二 点 , 则 映射 DF 5+6 称 为 平移 (translation), 记 作 TT;， 
即 

TD :=5+6. (G-5-45) 


取向 卡 儿 系 使 x 轴 沿 & 向 . 因为 Killing 场 9/6x 对 应 的 单 参 等 度 规 群 过 任 一 点 的 轨 
道 都 是 平行 于 x 轴 的 直线 , 而 7T; 对 5 的 作用 是 让 点 5 党 平行 于 x 轴 的 直线 移 过 距 
离 a, 所 以 T; 是 该 群 的 一 元 , 因而 是 等 度 规 映射 . 因为 平移 的 复合 还 是 平移 
(0 =T 5 =o), 所 以 T(2)= 人 {31aeRR} 以 复合 映射 为 乘法 构成 群 (而 且 是 
阿 贝 尔 群 ). 又 因 a 相当 于 2 个 实数 , 所 以 dimT(2) =2. 再 看 转动 . 因为 Killing 场 
8/ap=-y8/ar+xz8/3y 对 应 的 单 参 等 度 规 群 过 任 一 点 的 轨道 是 以 原点 为 心 的 图 
周 , 不 难看 出 绕 原 点 转 w 角 的 映射 Z(g) 是 该 群 的 一 元 , 所 以 Z(@) 也 是 等 度 规 映射 . 
集合 {Z(o10<w< 2r} 正 是 李 群 SO(2) . 设 E 是 E(2) 的 任 一 元 素 , 它 把 欧 氏 空间 的 
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原点 5=(0,0) 映 为 点 a, 即 85=a, 则 TE5=5, 故 TiEeE(2) 是 保持 原点 不 动 
的 等 度 规 映 射 . 可 以 证 明 , 保 原点 的 等 度 规 映射 要 么 是 转动 ,要么 是 反 演 , 故 
TEeO(2). 记 2Z=7T;E, 则 E=7T;Z .可 见 vVEeE(2)3 唯 一 的 (唯一 性 由 读者 验 
证 ) ZT; eT(2), Ze 0(2) 使 E=7T;2Z ,说 明 EE 可 表 为 有 序 对 (7T;,2Z), 因而 作为 集合 
或 拓扑 空间 有 E(2)=T(2)x OC2). ,所 以 
(T,2Z) 对 5 的 作用 表现 为 
(TF,2)5=T205=20+d. 
设 二 ,7 eT(2), 21,2Z2e0O(2), 注 意 到 
(Ti,2)(T ,22)0=(7,2) (2 +6)=2(20+6) + = (1 +z. 2122)57, 


并 把 有 序 对 (ZT;,2Z) 简 记 作 (a,2), 则 上 式 表明 EC2) 的 群 元 (2, 有 2) 与 (6,,2,) 间 的 

(1, 21)(6,, 2,) = (d+ Zt,, Z122). (G-5-46) 

与 4G.1 定义 9 对 比 可 知 E(2) 是 T(2) 和 0O(2) 的 半 直 积 群 , 其 中 Zi 同 态 对 应 于 T(2) 

的 自 同 构 群 4(T(2)) 的 元 素 Wz , 它 对 T(2) 的 作用 为 wz a, = 216。 Ya e T(2) (请 注 
意 Z16, 是 7za 的 简写 ). 于 是 

E(2)=T(2) ®, 0@). (G-5-47) 


以 上 讨论 的 思路 也 适用 于 E(3), 因而 也 有 
E(3)=T(3) ®, O003). (G-5-48) 


G.5.6 ”Poincaré 群 ( 庞 加 莱 群 ) 


4 维 闵 氏 时 空 的 等 度 规 群 称 为 Poincaré 群 , 记 作 P. 闵 氏 时 空 的 最 高 对 称 性 导 
致 Poincaré 群 是 10 维 李 群 . 沿 着 对 E(2) 群 的 讨论 思路 , 可 知 Poincaré 群 是 4 维 平 
移 群 T(4) 与 6 维 洛 伦 效 群 工 =SO(1L3) 的 半 直 积 群 . 即 

P=T(4) ® LL. (G-5-49) 
具体 说 , 以 a 代表 闵 氏 时 空 起 自 原点 的 矢量 , 则 7T, eT(4) . 设 ZT, TeT(4)， 
heL ， 则 有 序 对 (1,41),(7,,Ay)eT(4)xL .把 有 序 对 简 记 作 . 
(al， 4 )， (92>， 4,) 》 按 复合 映射 得 
(as 1) (4, bh)=(a1+Aa;, 4 )， 

故 忆 是 T(4) 与 环 的 半 直 积 群 . 把 式 (G-5-50) 的 工 改 为 对 得 到 的 的 子 群 称 为 固有 
Poincare 群 , 记 作 户 . 
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表 G-1 某 些 李 群 的 子 群 关系 (万 < G 代表 万 是 G 的 子 群 ) 
SO(2) < SOG)< LL' 


人 人 人 
EQ)< EG) < Pe 


表 G-2 ”常用 矩阵 李 群 一 览 表 


符号 李 群 名 称 连通 性 甜 阵 维 数 其 李 代 数 的 矩阵 
GL(m) 一 般 线 性 群 ( 实 ) 不 连通 zx 可逆 实 矩阵 m mx m 任意 实 矩阵 
GL(m,C) 一 般 线性 群 ( 复 ) 连通 mxm 可 逆 复 矩阵 2m? mxm 任意 复 矩 阵 
SL(m) ”特殊 线性 群 ( 实 ) 。 连通 I 02_1 mxm 无 迹 实 征 隆 

mxm 可 逆 实 矩阵 
: 行列 式 为 1 的 | 
SLC) 特殊 线性 群 ( 复 ) 连通 冲 xx 而 可 递 复 矩 阵 2z02 -2 mxm 无 迹 复 矩阵 
O(m) 正 交 群 不 连通 正 交 实 矩阵 于 mxm 反 称 实 盾 阵 
转动 群 行列 式 为 1 的 正 交 实 。 mm-1) 
4x4 实 矩阵 4 ， 4x4 实 矩阵 4， 
1L3 和 
O(L3) 沼 伦 兹 帮 不 连通 满足 mAT 人 6 ed 
4x4 实 4， 
+ ¢ a 4x4 实 和 矩阵 4 
过 固有 洛 伦 获 群 。 连通。 满足 7=4Ty4， 6 
满足 4 =-n47. 
det A=1, A, >1. 
区 2 mxm 
U(m) 西 群 连通 mxm 西 矩 阵 m 反 捷 米 复 和 矩阵 
行列 式 为 1 的 mxm 反 厄 米 
SU(m) 特殊 本 如 连通 ei mi 


$ G.6 李 代数 的 结构 常数 


设 是 李 代 数 , 则 李 括号 [,] : x 一 是 双 线 性 映射 . 由 $2.4 的 “ 张 量 面 
面 观 ”可 知 它 可 看 作 Z 上 的 一 个 (52) 型 张 量 . 把 这 一 张 量 记 作 Cas (a, b,c 代表 矢 
量 空间 的 抽象 指标 ), 便 有 

[vu =C° va， Vw’,u ey. (G-6-1) 
由 上 式 定义 的 张 量 Co 称 为 李 代数 2 的 结构 ( 常 ) 张 量 (structure constant tensor). 
阿 贝 尔 李 代数 的 结构 张 量 显然 为 零 . 可 以 证 明 [ 见 Warner(1983) 的 3.50 推论 (b)], 连 
通 李 群 为 阿 贝尔 群 当 且 仅 当 其 李 代数 为 阿 贝尔 代数 ， 
定理 G-6-1 李 代数 的 结构 张 量 C?“. 有 以 下 性 质 : 
(a) Co5 = 一 C oa; (b) Co5C “al =0. 
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证 明 由 [wz]? = -[woz]j? 易 见 性 质 (3) 成 立 . 作为 习题 , 请 读者 用 李 括 号 所 满足 
的 雅 可 比 便 等 式 证 明 性 质 (b). 口 
设 {(e,)} 是 2 的 任 一 基底 , 则 


[es,ey} =C°a(e,)’ (e,) =C° (es). (G-6-2) 


上 式 的 C ”jw 称 为 李 代数 的 结构 常数 (structure constants). 与 结构 张 量 C°o 不 同 ， 
结构 常数 C” jw 除 依赖 于 李 代数 本 身 外 还 依赖 于 对 基底 的 人 为 选择 . 基底 变换 时 结 
构 常 数 按 张 量 分 量变 换 律 变换 . 李 氏 的 一 个 基本 定理 断言 :给 定 一 组 满足 以 下 两 条 
件 的 常数 C“ mr : 四 cm =-Croi 名 C”jvC*pr] =0, 必 存在 李 群 , 其 李 代 数 以 
C" jw 为 结构 常数 . 

例 1 李 群 了 ?的 李 代 数 的 结构 张 量 . 

把 人 R? 的 每 点 看 作 从 (0,0) 点 出 发 的 一 个 矢量 , 以 矢量 加 法 为 群 乘法 , 则 RR? 是 
以 (0,0) 点 为 恒 等 元 e 的 2 维 李 群 . 易 见 这 是 阿 贝尔 群 . 请 读者 证 明 :Q@ 过 e 的 每 一 
直线 是 一 个 单 参 子 群 ; @ 人 R* 上 任 一 左 不 变 矢量 场 4 满足 9,4* =0( 其 中 9, 是 自然 
坐标 系 的 普通 导数 算 符 ). 等 价 地 , 4 的 积分 曲线 族 是 平行 直线 族 . 由 @ 可 知 任意 两 
个 左 不 变 矢量 场 4, 8 的 对 易 子 为 零 : [4,B]=0, 故 结构 张 量 C°ss =0. 这 是 当然 的 ， 
因为 R* 是 连通 的 阿 贝尔 李 群 , 其 李 代数 自然 是 阿 贝 尔 代数 . 类 似 地 可 定义 李 群 R”，, 
它 当然 也 是 阿 贝尔 群 , 其 李 代数 也 是 阿 贝尔 李 代数 . 

例 2 李 代 数 .945(3) 的 结构 张 量 . 

前 已 证 明 dim .99(3)=3. 为 求 得 .9459(3) 的 3 个 基 矢 , 可 借用 SO(3) 群 的 3 个 典 
型 的 单 参 子 群 , 它们 分 别 由 绕 x 轴 、y 轴 和 z 轴 的 转动 组 成 , 以 转角 w 为 参数 , 则 三 
个 单 参 子 群 的 矩阵 依次 为 


1 0 0 cos@ 0 sing cosCw —sing 0 
Zi(0)=|0 cosx -sing|, Z,(0)=| 0 1 0 |,Z(0)=|sing cosw O01, 
0 sng coso —sing 0 cosw 0 0 1 
(G-6-3) 


[容易 验证 它们 满足 单 参 子 群 的 条 件 , 如 2Z, (a)2Z,(B)=2Z,(a+ PB).] 每 一 子 群 在 恒 
等 元 了 的 切 矢 给 出 .959(3) 的 一 个 元 素 (该 单 参 子 群 的 生成 元 ), 分 别 是 


0 0 0 
4- 避 zw=|o 0 -1|, (G-6-4a) 
| 0 1 0 
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0 01 
二 安全 | 和 (G-6-4b) 
dailo-o 
-1 0 0 
0 -10 
PE Wp a 
和 5 (G-6-4¢) 


0 0 0 


44, 仙 ,和 4 显然 线性 独立 , 因而 构成 .Yey(3) 的 一 个 基底 . 注意 到 矩阵 李 群 的 李 代 数 
的 李 括号 等 于 矩阵 对 易 子 [ 见 式 (G-5-7)] 就 不 难 验证 这 3 个 基 矢 中 任意 两 个 的 李 括 
号 为 

[4 ,42]= 4, [4,, 4;3]= 4, [4;, 41]= 4;， (G-6-5) 


即 [4, 4)]=ey4i, i, j,k=1,2,3, 其 中 a 是 Levi-Civita 记号 . (G-6-6) 


可 见 .995(3) 在 基底 {41, 4,, 4;} 下 的 结构 常数 是 6 和 5. 
例 3 洛 伦 兹 李 代数 5(1,3) 的 结构 张 量 . 
仿照 例 2 的 做 法 , 先 写 出 固有 洛 伦 兹 群 的 6 个 典型 的 单 参 子 群 的 矩阵 : 


10 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 
0 1 0 0 0 cosa 0 snw 0 cosa —sineg 0 
0 0 cosw -sing| |I0 0 1 0 |’ |I0 sing cosw 0 
0 0 sing coso 0 -Snaw 0 cosa 0 0 0 1 
ch4 -sh4 0 0 ch14 0 -sh 0 ch 0 0 -sh4| 
-sh 和 ch 0 0 0 1 0 0 0 10 0 
0 0 10 -si 0 chi oo o1 0 |， 
0 0 01 0 0 0 1| 1- 0 0 ca 


其 中 前 3 个 代表 4 维 闵 氏 时 空中 的 空间 转动 , 后 3 个 代表 伪 转 动 . 把 它们 的 生成 元 
分 别 记 作 ,n,n 和 bi,b,,5;, 则 由 求 导 可 得 
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000 0 0 0 0 0 00 0 0 
000 0 0 0 0 1 0 0 -1 0 

n= 1 = ， 及 = (G-6-7) 
0 0 .0-1 0 0 0 0 0 1 0 
001 0 0 -1 0 0 0 0 0 
0 -10 0 0 0 -1 0 0 0 0 -1l 
-1 0 0 0 00 0 0 0 00 0 

b= ， 已 = ， 已 三 (G-6-8) 
0 0 0 0 -10 0 0 0 00 0 
0 0 00 0 0 0 0 -1 00 0 


易 见 5(1,3) 的 这 6 个 元 素 线性 独立 , 因而 构成 一 个 基底 . 不 难 验证 它们 的 李 括号 满 
足下 式 ( 它 的 某 些 重要 后 果 将 在 8G.9 讨论 ): 


[7 六] = 让， [br]=erybe, [bi,by]=-etn, ijk=1,2,3. (G-6-9) 


FT 


李 代 数 5(1,3) 在 基底 fn, ,7, b1,5,,Bb3} 下 的 结构 常数 可 从 上 式 读 出 . 引入 符号 
Lv(4,v=0,1,2,3 且 1 反 称 ), 其 含义 为 


lo1 =Db, lo =b,, los =b3, ly =1, 23=n, B1=n, (G-6-10) 
则 不 难 验 证 式 (G-6-9) 可 统一 表 为 下 式 : 
[i lo] 二 Tplye 十 11volop Nolvp Wpl je (G-6-1 1) 


每 个 1,, 可 看 作 一 个 反 称 实 矩 阵 , 矩阵 元 可 表 为 


(Ly )°p 3 Cupup + O° vp * (G-6-12) 
例 4 特殊 西 群 SU(2) 的 李 代 数 .9Y(2) 的 结构 张 量 . 
由 式 (G-5-44) 可 知 dim.72(2)=3. 由 定理 G-5-13 可 知 .ZL(2) 的 元 素 是 2x2 无 
迹 反 厄 米 矩阵 . 大 家 熟知 的 3 个 泡 利和 抑 阵 5 -| 中 -| ok -| | 
是 无 迹 厄 米 矩 阵 , 乘 以 i 就 成 为 无 迹 反 厄 米 和 矩阵, 而 且 互相 线性 独立 , 可 充当 
.ZU(2) 的 基底 . 为 了 得 到 简单 的 结构 常数 , 我 们 不 用 i 而 用 -i/2 乘 泡 利和 矩阵 , 从 而 
得 到 .YU (2) 的 如 下 3 个 基 矢 : 
已 =-ir/2， i=1,2,3. (G-6-13) 
不 难 验证 
[Bi,B]=E, [B,,E]l=E, [BE,E]=B,, (G-6-14) 
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即 [BE,E]=eyB, ij,k=1,2,3. (G-6-15) 
这 表明 FU) 在 基底 {五 ,B,,E} 下 的 结构 常数 与 .959(3) 在 基底 {4 , 尹 ,4} 下 的 
结构 常数 相同 .[ 如 果 以 i 而 不 是 -i/2 乘 泡 利 和 矩阵, 则 结构 常数 将 不 满足 式 
(G-6-15). ] 令 线 性 映射 y : :9202) 一 .F503) 满 足 y(E)=4 (i=1,2,3) ,就 可 看 出 
W 保 李 括号 , 所 以 是 .792(2) 与 .%8(3) 之 间 的 李 代 数 同 构 . 应 该 注意 , 虽然 9222) 
的 元 素 是 复 矩 阵 , 但 .ZWY(2) 仍 是 实 的 3 维 矢 量 空 间 : 只 有 以 实数 为 组 合 系数 才能 确 
保 所 构成 的 线性 组 合 仍 在 .92(2) 之 内 . 

YU(2) 与 .99(3) 同 构 并 不 意味 着 SU(2) 与 SO(3) 同 构 . 事实 上 , 不 存在 SU(2) 
与 SO(3) 之 间 的 同 构 映射 ,但 存在 2 对 1 的 李 群 同 态 映射 x : SU(2) > SO(3) , 即 
SU(2) 的 两 个 不 同 群 元 对 应 于 SO(3) 的 一 个 群 元 ( 见 选读 G-6-1). 前 面 说 过 , 一 个 李 
群 决定 唯一 的 李 代 数 , 但 一 个 李 代 数 并 不 决定 唯一 的 李 群 (除非 待定 的 是 单 连 通 李 
群 ). SU(2) 与 SO(3) 的 关系 是 这 一 重要 结论 的 一 个 很 好 的 例子 : 

TU) = .F903) PD SU(2) = SO(3). 
SU(2) 与 SO(3) 都 是 连通 流 形 , 但 可 以 证 明 SU(2) 是 单 连通 流 形 而 SO(3) 不 是 ( 见 选 
读 G-6-1). 正 是 这 一 非 单 连通 性 使 SU(2)zSO(3) . 与 此 类 似 , 群 SL(2,C) 与 固有 洛 
伦 兹 群 世 有 相同 李 代 数 , 但 两 群 只 同 态 不 同 构 . 存在 2 对 1 的 李 群 同 态 映 射 
x: SL,C)—»> I. 
[选读 G-6-H] 
a b 1fa -b 
把 UEeU(2) 表 为 U = , 则 U7! = 一 ,其 中 4=detU =adg 一 pc， 
| 4 I a 
故 西 条 件 UT =U-1 等 价 于 
A (G-6-16) 
4 4 4 4 

注意 到 4=ef (pe 民 ) ,可 知 (G-6-16) 中 只 有 前 二 式 独立 . 此 二 式 相当 于 4 个 独立 实 
数 方程 , 可 见 与 4 个 复数 a, b,c, d 相应 的 8 个 实数 中 只 有 4 个 独立 . 这 就 验证 了 
dimU(2)=27. 进一步, 若 U eSU(2), 则 4=1 又 给 出 一 个 实数 方程 , 故 U eSU(2) 


只 由 3 个 实数 决定 .条件 4=1 与 式 (G-6-16) 结 合 得 d =a,c=-bp, 故 U -| 和 | 


于 是 有 aa+bb =1. 设 
a=a +ia,, b=b +ib,, (a,a,,b, b, eR) 


则 aa+bb =1 等 价 于 qj +a,?+b?+b,? =1. 可 见 SU(2) 的 流 形 是 取 中 的 3 维 球面 
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( 超 曲面 )S? , 它 既 是 连通 的 , 又 是 单 连通 的 .把 eeS3 看 作 “ 北 极点 ”, 则 S3 可 被 分 
为 南 、 北 半 “ 球 面 ”( 图 G-5). 把 “赤道 ”.9 (2 维 球面 ) 上 每 对 位 于 同一 直径 两 端 
的 点 (如 U) 和 UI) 认 同 ,认同 后 的 .9 与 北半球 面 之 并 就 同 胚 于 李 群 SO(3) 的 流 形 
[ 见 式 (G-5-16) 后 关于 SOG) 群 流 形 的 讨论 ]. 正文 提 到 的 同 态 映射 
NX: SU(2) 一 SO(3) 是 这 样 的 2 对 1 映射 , 设 UeSU(2) 是 北半球 面 的 一 点 ， 
U'eSU(2) 是 南半球 面 与 U 对 径 的 点 (U'=-U), 则 x(U)=A(U')=U [看 作 SO(3) 
的 群 元 Z]. (以 上 只 是 直观 描述 , 本 选读 未 有 严格 证 明 . ) .上 点 的 认同 使 SO(3) 
变 得 非 单 连通 . 为 看 出 这 点 , 仍 用 原来 对 SO(3) 流 形 的 描述 ( 即 对 径 认同 后 的 3 维 球 
体 ) 来 讨论 . 先 考虑 连续 闭合 曲线 4 : [0,1] -> SO(G3) ,其 像 是 SOG) 球 体 的 一 条 半径 
的 一 部 分 , 两 个 关键 点 是 e= HA(0)= AD 和 8g8=AG/2)( 见 图 G-6(a)), 它 显 然 可 通过 
连续 变形 缩 为 一 点 e[ 指 独 点 线 e,， 即 满足 Hpn=evtef0.1 的 映射 
4: [0 一 SO(3)]. 再 考虑 连续 闭 曲 线 v : [0,1] -> SO(3) , 其 像 是 球体 的 一 条 直径 ， 
两 个 关键 点 是 球 心 e 和 球面 上 点 有 ,满足 e=v(0)=v(l), h=v(1/2)( 见 图 G-6(b))， 
这 闭合 曲线 不 能 通过 连续 变形 缩 为 一 点 . 可 见 SO(3) 为 非 单 连通 流 形 . 


图 G-5 SU(2) 群 的 流 形 是 到 4 中 的 S3 (图 中 压缩 掉 一 维 ). 把 赤道 . (2 维 球面 ) 上 每 对 位 于 同一 
直径 两 端的 点 (如 UI 和 Ui ) 认 同 后 与 北半球 面 之 并 就 是 SO(3) 群 的 流 形 


设 M 为 连通 流 形 . M 中 两 条 连续 闭合 曲线 Ci, C? 称 为 彼此 同 伦 的 (homotopic)， 
若 Cl 可 连续 变形 为 C,. M 中 所 有 连续 闭 曲线 可 被 分 为 若干 同 伦 类 . 任何 单 连通 流 
形 中 的 连续 闭 曲线 都 只 有 一 个 同 伦 类 , 而 流 形 SO(3) 中 的 连续 闭 曲 线 却 有 两 个 同 
伦 类 ,分 别 以 独 点 线 e 和 图 G-6(b) 的 闭 曲线 为 代表 . 有 趣 的 是 , 考虑 连续 闭 曲 线 
6 : [0,1] 一 SO(3) ,其 像 仍 是 一 条 直径 , 但 满足 e=E(0)=E(1/2)=6(1) [EE(1) 在 该 直 
径 上 沿 同一 方向 扫描 两 次 ], 则 它 竟 然 与 独 点 线 e 同 伦 , 即 它 ( 指 曲线 映射 的 像 ) 能 ; 
续 变 形 为 点 e. 有 兴趣 的 读者 请 自 证 . 
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h=v(12) 


SA 


ee 一 0) 一 (0D) e=v(0) =v(D) 


h=v(2) 
(a) 闭 曲 线 ege 可 连续 缩 为 一 点 (b) 闭 曲 线 ehe 不 可 连续 缩 为 一 点 
图 G-6 流 形 ( 李 群 )SO(3) 的 两 条 不 同类 型 (不 同 伦 ) 的 闭 曲 线 


最 后 , 我 们 给 出 映射 工 : SU(2) 一 SO(3) 的 定量 建立 过 程 并 证 明 其 2 对 1 同 态 
性 .利用 .9U(2) 的 基底 { 忆 =-ir/?( 见 例 有 可 对 每 一 斑 = ( 虽 ,o2, 轨 )e 取 3 构造 一 个 
D.E=v'E, e.9U[(2). 
给 定 U eSU(2) 后 , 令 4=U(D.B)UT( 适 阵 连 腾 ), 则 由 SU(2) 及 .ZU(2) 元 素 的 条 件 
易 证 人 =-4, 故 A4e.9U(2) ,可 用 {E} 展 开 , 即 存在 唯一 的 六 = (v1,v",v3)eR? 
使 
UV- BU = 六 天. (G-6-17) 
这 表明 每 一 UeSU(2) 请 导出 一 个 映射 Z : R? 一 RR,2Z(D)=V' .现在 证 明 
ZeSO(3). 由 忆 =--it,/2( 其 中 元 见 例 全 易 得 det(5: 志 =|5 上 /4, 故 
1Z5P= 4det[(Z 可 .到 = 4(detU)(deti :EYdetU !)=|5}, 
[第 二 步 用 到 式 (G-6-17).] 说 明 Z : 下 3 -> 到 3 保 关 度 , 因而 ZeO(3) .为 证 ZeSO(3) 
只 须 再 证 detZ >0. vi,D5e 民 有 


es 


1 E, D5: EJ=u vilE,, EJ=uv/e,E, =(xD' E. =(Xx0):E, (G-6-1%) 
故 

Z(HxD).E=UxD):.EU = UE, 5.ElU =[UG: BUT, UGG. BU 
=[(Z2).E, (Z0)- Bl=[(Za)x(ZD]:E, 


[第 一 、 四 步 用 到 式 (G-6-17), 第 二 、 五 步 用 到 式 (G-6-18), 第 三 步 用 到 绑 阵 对 易 子 运 
算 .] 于 是 Z( 人 x 内 =(Z2)x(Z 天 ,说明 Z 把 右手 系 变 为 右手 系 , 故 detZ>0, 从 而 
Z eSO(3). 可 见 存在 映射 二 : SU(2) -> SO(3), Xx(U)=2 .下 面 证 明 元 是 2 对 1 映射 ， 
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事实 上 , 我 们 要 证 明 比 此 略 强 的 结论 , 即 VU,U'eSU(2) 有 
A(U')=A(UVU) OUV'=+tU. 
令 Z=XA(U),Z'=XAX(U'), 则 由 式 (G-6-17) 得 
(ZD) -EU PU!, (ZD):E=U(D.B)U"!, vieR’. (G-6-19) 
若 U'=+tU , 则 上 式 导 致 
(ZD) :Ec=(EG BEU =U BU =(20).E, 
故 ZD=205,VDe 民 ,因而 Z'=2, 即 x(U”)=A(U). 反 之 ,车 AX(U')=A(U), 则 式 
(G-6-19)] 导 致 1 全 .本 UL = 也 个. 到 0 ,所 以 
UV'D. B=0.BUU', vieR’. (G-6-20) 
作为 2x2 复 矩阵, UTIU' 总 可 表 为 BI, 忆 , 忆 的 ( 实 的 ) 线 性 组 合 , 即 3c0, Qi e 懈 
使 UIU'= co 上 at. 取石 使 五 .六 = 奋 , 代 入 式 (G-6-20) 后 不 难得 到 oj =o3 =0， 
同 法 可 证 wa =awl=0, 故 UTIU'=ao1 ,因而 a0=det(U-D, |a0l=l wo=+l. 于 
是 UIU'=+J, U'=+U .最 后 证 明科 为 同 态 映射 . 把 式 (G-6-17) 改 写 为 
[zo]:E=UG.:. BU!, 
则 VU'eSU(2) 有 


[x(UIADDE=UTADD EV = UU BU VU" 


=(UU)D. EXU'U) =[z(CYD 可 下 ， 
故 X(U)A(D)=A(UU) YU UESU(C) ,所 以 大 :SU(2) 一 SO(G3) 是 同 态 (而 且 是 李 
RD | [选读 G-6-1 完 ] 


§ G.7 李 变 换 群 和 Killing 矢量 场 


把 流 形 M 上 的 单 参 微分 同 胚 群 $ : 民 x M > M 中 的 1 维 阿 贝尔 李 群 展 推 广 
为 任意 李 群 G 便 有 如 下 定义 . 

定义 1 设 G 是 李 群 , M 是 流 形 , C” 映 射 o : Gx M 一 M 称 为 M 上 的 一 个 李 
变换 群 (Lie group of transformations), 若 

(a) vg eG, o,: M 一 M 是 微分 同 胚 ; 

(b) ae =aeoeoz， V8,heG. 
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容易 验证 {o。 |geG} 以 映射 的 复合 为 群 乘法 构成 群 , 恒 等 元 就 是 从 M 到 MM 的 
恒 等 映 射 (等 于 c。 其 中 e 为 G 的 恒 等 元 ), 且 (o,)"'= ce VgeG. 有 些 文献 把 
{os |g eG} 称 为 李 变 换 群 (我 们 有 时 也 用 这 一 称谓 ), 有 些 则 把 G 称 为 李 变 换 
群 . Vpe M, 有 0 :G-M. ai 和 es 都 是 由 诱导 出 的 映射 , 三 者 关系 为 

o,(g8)=0(g,p)=0,(p), VvgeG,peM. (G-7-1) 

李 群 按 定义 是 一 个 高 度 抽象 的 概念 , 而 李 变换 群 却 比较 具体 : 它 的 群 元 c。 是 
流 形 M 上 的 点 变换 (微分 同 胚 ). 例如 , 抽象 定义 的 李 群 SO(3) 若 借用 一 个 2 维 球面 
S$’ 来 想象 就 变 得 具体 :每 一 g eSO(3) 对 应 于 S* 上 这 样 一 个 点 变换 , 它 让 S? 的 每 点 
绕 过 球 心 的 同一 轴 转 同一 角 . 事实 上 , 定义 1 条 件 (b) 保 证 存在 从 李 群 G = fg} 到 李 
变换 群 fa。} 的 同 态 映射 , 所 以 后 者 的 确 可 看 作 前 者 的 具体 化 . 于 是 有 以 下 定义 : 

定义 2 从 李 群 G={g} 到 李 变换 群 {c。: M > M|geG} 的 上 述 同 态 映 射 
GC 一 {ce} 称 为 G 的 一 个 实现 (realization)，M 称 为 实现 空间 . 车 此 同 态 为 同 构 , 则 
称 为 忠实 (faithful) 实 现 . 

注 1 因为 每 一 geG 对 应 于 一 个 左 平移 映射 L。: GG( 看 作 o。: M 一 M， 
其 中 M =G), 所 以 映射 G 一 {Ls 1g eG} 是 G 的 一 个 实现 (实现 空间 就 是 G 本 身 )， 
而 且 是 忠实 实现 . 

定义 3 李 群 G 在 流 形 M 上 的 一 个 实现 G 一 {os} 称 为 G 的 一 个 表示 
(representation), 若 M 是 矢量 空间 且 c。 : M 一 M (vg e G) 是 线性 变换 . 这 时 称 M 
为 表示 空间 . 往往 也 把 映射 G -> fa。} 的 像 tc。} 称 为 G 的 表示 (但 应 注意 不 同 映射 
有 相同 像 的 情况 ). 若 忠 实 实现 是 表示 , 则 称 为 忠实 表示 . 

注 2 人 可见 G 的 每 一 表示 {o,} 可 看 作 一 个 矩阵 群 . @ 因 为 S "不 是 矢量 空间 ， 
把 SO(3) 的 群 元 看 作 S* 上 的 转动 这 种 对 应 关系 只 是 实现 而 非 表 示 . 但 若 选 
M = 了 , 则 SO(3) 的 每 一 群 元 对 应 于 了 3 上 的 这 样 一 个 微分 同 胚 , 它 让 每 点 绕 过 原 
点 的 同一 轴 转 同一 角 . 这 种 对 应 关系 就 是 一 个 表示 , 而 且 是 忠实 表示 . 

设 y :民政 G 是 G 的 、 与 4eV 对 应 的 单 参 子 群 , 则 {y(1)|te 展 } 是 G 中 的 曲 
线 . 把 铬 {os |g eG} 中 g 的 取 值 范 围 限制 在 曲线 xy(f) 上 便 得 子 集 {oy0) |teR}, 其 
中 每 个 Oy : M—>M 都 是 微分 同 胚 ， 而 且 oyo ?Oys) = Oy)y(s) = Oylers)» 可 见 
G 的 每 一 单 参 子 群 决定 M 上 的 一 个 单 参 微分 同年 群 {oy |t eRR} . 我 们 想 找 出 与 
之 对 应 的 C” 矢量 场 ( 记 作 所 ) 因为 地 的 积分 曲线 与 单 参 微分 同 胚 群 {oy0 |t eR} 
的 轨道 重合 , 所 以 Ype M , $6, 等 于 过 p 点 的 轨道 在 p 点 的 切 矢 . 群 {oy |teR} 过 
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了 的 轨道 是 点 集 ftc,m(P)ltsR} ,而 oo(PD)=a0(GD,D=ap((D)[ 式 (G-7-10] 于 
是 ( 见 图 G-7) 


(HD Solp) 


图 G-7 每 一 4eV 给 出 M 上 一 个 矢量 场 E, 其 在 pe M 的 值 6 由 式 (G-7-2) 决 定 . 


本 -到 0, 0) =0%, 于 yD) =004. (G-7-2) 
可 见 , 给 定 李 变换 群 o : Gx M 一 M 后 , G 的 李 代 数 VV 的 每 一 元 素 4 对 应 于 
MM 上 的 一 个 C” 矢量 场 E, 故 有 映射 + : 一 位 } .为 理解 个 } 的 意义 , 先 看 一 类 特 
殊 情况 : M 是 带 度 规 g， 的 流 形 ，G 是 (M,g) 的 等 度 规 群 , 李 变 换 群 0 : 
Gx M 一 M 的 每 一 o。: M > M 是 等 度 规 映射 .这 时 G 的 每 一 单 参 子 群 y(D 产 
生 的 单 参 微分 同 胚 群 {oy |teR} 升格 为 单 参 等 度 规 群 , 其 轨道 的 切 矢 $ 就 是 
(CU,gw) 上 的 Killing 矢量 场 , 即 从}c.Y[Y 代 表 (M,g,s) 上 全 体 Killing 场 构成 
的 矢量 空间 ], 故 可 看 作 映 射 7 多 (可 证 其 为 线性 映射 ). 以 矢量 场 对 易 子 为 
.多 的 李 括 号 (此 处 用 到 第 4 章 习题 13 的 结论 , 即 Killing 场 的 对 易 子 也 是 Killing 
场 ) 则 .多 成 为 李 代数 , 且 可 证 明 [ 见 Marsden et al(1994) 命 题 9.3.6]x : VV 一 光 对 


李 括号 保 到 只 差 一 个 负 号 的 程度 : 


X([4,B])=-[x(4), x(B)], v4,BerV.. (G-7-3) 
用 下 式 定义 新 映射 y : 于 一 懈 : 
wy(A) := —x(A4), vAeV,, (G-7-4) 


则 易 见 久保 李 括 号 , 即 

w([4,B)=[wy(A),w(B)], v4,BerV., (G-7-5) 
故 y 是 李 代 数 同 态 . 如 果 每 个 Killing 场 都 是 完备 矢量 场 , 则 每 个 都 产生 单 参 等 度 
规 群 , 故 等 度 规 群 G (因而 及 ) 与 .多维 数 相同 , y : V, 一 凡是 李 代 数 同 构 . 反之 ， 
不 完备 Killing 场 的 单 参 等 度 规 群 {p: M 一 M} 是 只 含 恒 等 元 的 0 维 (而 不 是 1 维 ) 
李 群 , 因为 无 论 参数 1 取 何 值 (只 要 非 零 ), 总 有 peM 使 p 在 和 下 无 像 .于 是 dimG 
减少 而 dim.% 不 变 , 导致 imG=dim 及 <dim.Y% ,意味 着 屎 与 多 只 同 态 不 同 构 . 
下 面 是 简单 特例 :把 (R*5,) 的 一 半 ( 连 边 ) 控 去 , 则 除了 平行 于 切 痕 的 那些 平移 
Killing 场 之 外 的 Killing 场 ( 含 旋转 Killing 场 ) 都 不 再 完备 , 故 dimG=dimV,=1 
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(而 dim 多 仍 为 3). 于 是 有 

定理 G-7-1 (M,g) 的 等 度 规 群 的 李 代数 VV, 同 构 于 其 上 全 体 Killing 场 的 集 
合 多 的 李子 代数 ， 当 每 一 Killing 场 都 完备 时 VV = .多 ( 李 代 数 同 构 )， 

利用 Killing 场 的 对 易 子 可 方便 地 求 得 等 度 规 群 的 李 代 数 的 结构 常数 , 我 们 只 
举例 说 明太 同 构 于 .多 时 的 计算 过 程 ( 略 去 抽象 指标 ). 

例 1 3 维 欧 氏 空 间 (R’,6,,) 中 的 2 维 球 面 (S, 几 )( 其 中 心 是 5 的 诱导 度 
规 ) 的 等 度 规 群 是 SO(3) . (S7,h,) 上 的 全 体 Killing 矢量 场 的 集合 .多 是 3 维 李 代数 ， 
不 难 验 证 

=sing(0/00)+cotOcosg (0/09), 


6 =-cosp (0/00)+cotOsing (3/09), 


3 三 一 0/00 
满足 Killing 方程 , 可 选 作 .多 的 一 组 基 矢 . 对 易 子 的 计算 表明 
[的 6] 一 抽 ，[ 旬 ,名 ]= 秃 ，[ 多 ,二 ]= 儿 ， (G-7-6) 


这 可 看 作 李 代数 .949(3) 的 结构 常数 表达 式 . 以 4, 4, 4 代表 .945(3) 的 一 组 基 矢 
[ 式 (G-6-4)], 则 由 yw(4)=&(i=1,2,3) 定义 的 映射 y : .99(3) 一 .Y 正 是 式 (G-7-4) 中 
的 那个 yy, 与 式 (G-6-5) 对 比 可 知 它 是 李 代数 同 构 . 
例 2 作为 2 维 欧 氏 空间 的 等 度 规 群 , 欧 氏 群 EC2) 的 李 代数 多 (2) 同 构 于 
(R?,5,,) 上 全 体 Killing 矢量 场 的 集合 .多 设 fx, 站 是 笛 卡 儿 系 , 则 
8 8 5 8 


% Tax 6 i 9 By (G-7-7) 
是 独立 的 Killing 矢量 场 , 可 充当 .% 的 一 组 基 矢 . 简单 的 对 易 子 计算 表明 
[ 玉 吉 1]=0，[ 太 ,所 ]= 台 ，[ 台 所]=- 所 ， (G-7-8) 


这 可 看 作 李 代数 多 (2) 的 结构 常数 表达 式 . 
例 3 作为 4 维 闵 氏 时 空 的 等 度 规 群 , Poincaré 群 P 的 李 代 数 .% 同 构 于 
(R76) 上 全 体 Killing 场 的 集合 .Y 设 红 ,x,y,z} 是 任 一 洛 伦 兹 系 , 则 
8 8 6 


6 
on a or A 所 yy 2 = (G-7-9a) 
0 6 6 6 6 
一 ， 6 =XY 一 -2 一 ， , 三) 一 一 x 一， G-7-9b 
py Mo po oto -0b) 
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0 0 6 
=1- 一 +X 一 ， 三 tf 一 十 = 下 G-7-9 
6 本 x 所 J 二 ， 6 ?a7 ( 9) 


是 独立 的 Killing 场 , 可 充当 .多 的 一 组 基 矢 . 简单 的 计算 表明 全 部 非 零 对 易 子 为 
[6 :er ] 5 pe, > [sé, 0 ] 二 2 名 > [名 ,96, ] = -ety > [名 ,0% ] > 6 》 


(G-7-10) 
区, 名]=20 和 ，[ 名 各]=- 名 (不 对 ; 求 和 )， 7E=12,3. 
上 式 也 可 浓缩 地 表 为 [其 中 ,的 含义 同 式 (G-6-10)] 
[er ， ev ] = Np + fvo . fet, 一 Np ? 
(G-7-11) 


[g, ,0 ] a Nuoo, 1N1vrer > HV,O = 0,1, 2,3, 


[选读 G-7-1] 

现在 回 到 M 上 没有 度 规 的 一 般 情况 . 正如 前 述 , 只 要 G 是 李 群 , 仍然 可 以 定义 
李 变 换 群 go :Gx MM > M . 参 腿 MM 有 度 规 且 G 是 其 等 度 规 群 的 情况 , 自然 把 由 式 
(G-7-2) 定 义 的 矢量 场 & 称 为 有 上 关于 李 群 G 的 Killing 矢量 场 (Killing vector field 
on M relative to Lie group G). 这 时 有 如 下 结论 :四 .多 = 从 } 仍 是 失 量 空间 ; @@) 仍 可 
用 矢量 场 对 易 子 定义 李 括 号 使 .多 成 为 李 代 数 (. 罗 的 任意 两 元 素 的 村 括号 仍 在 和» 
内 ); 图 映射 4Y :于 一 .多 仍 在 差 一 个 负 号 的 意义 下 “ 保 李 括号 ”[@), 加 的 证 明 见 


Marsden et al.(1994) 命 题 9.3.6]. 然而 , 如 果 对 a : Gx MM 一 M 不 作 要 求 , 则 dim .多 
有 可 能 小 于 dimV ,从 而 使 YX :了 一 Y 不 是 矢量 空间 之 间 的 同 构 映 射 . 映射 


0 : Gx M 一 M 称 为 有 效 的 (effective), 若 
os.(p)=p, vpeM 之 8=e. 


(等 价 于 8 Fy as 是 一 一 映射 , 还 等 价 于 G 在 M 上 的 实现 是 患 实 的 . ) 可 以 证 明 , 只 
要 oo :GxM 一 M 是 有 效 的 , 则 YX :也 人 .多 是 矢量 空间 的 同 构 映 射 , 于 是 
W : 肥 一 罗 [ 按 式 (G-7-4) 定 义 ] 就 是 李 代数 同 构 . 

例 4 设 G 是 李 群 ,R :GxG->》G 是 右 平移 (与 左 平移 类 似 , 定义 见习 题 7), 用 
下 式 定 义 G (看 作 流 形 M ) 上 的 李 变 换 群 go :GxG->G( 看 作 o : GxM 一 MM) 

oz( 人 =R A(W)=hg", vgeG,heM(=0), 

设 有 是 任 一 Ae 多 对 应 的 左 不 变 矢量 场 , 则 可 以 证 明 ( 习 题 18)4 在 流 形 M(= OJ] 上 
导致 的 关于 G 的 Killing 矢量 场 E = 4, 而 且 W :了 一 .多 (把 4 变 为 4) 是 李 代 数 
同 构 . 

例 $ 选读 12-5-1 和 12-5-2 为 “M 上 关于 李 群 G 的 Killing 矢量 场 ”的 概念 
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提供 了 两 个 例子 .以 选读 12-5-1 为 例 .把 BMS 群 看 作 群 G, 即 
G={6: .71 F711GT t=T Ho)}, 

定义 李 变 换 群 go :Gx.F7!+ 歼 .I1 使 os =p Vp eG, 则 .f+ 上 由 式 (G-7-2) 定 义 的 
矢量 场 上 就 等 于 .F+ 上 的 无 限 小 对 称 性 (满足 多 大 ”oo =0), 于 是 6 可 称 为 7+ 
上 的 关于 BMS 群 的 Killing 和 失 量 场 , 而 多 = 人 | GT =0} 以 .和 + 上 的 矢量 场 对 
易 子 为 李 括 号 则 构成 李 代 数 . 以 代表 BMS 群 的 李 代 数 , 注意 到 映射 
C:Gx.Z 一 .Z 是 有 效 的 , 便 知 前 面 定义 的 映射 W : V 人 >. 罗 是 李 代 数 同 构 . 这 
就 证 明了 选读 12-5-1 中 用 .8 上 矢量 场 对 易 子 定义 李 括号 所 得 的 李 代数 (当时 称 
为 BMS 李 代 数 ) 的 确 是 BMS 群 的 李 代 数 .” [选读 G-7-1 完 ] 


§ G.8 伴随 表示 和 Killing 型 [选读 ] 
设 矿 是 妨 (<oo) 维 实 矢量 空间 , 邻 
-ZY(V)= {线性 变换 yy :和 一 下 ={ 太 上 (.D 型 张 量 yw ， (G-8-1) 
则 .Z(V) 是 m? 维 矢量 室 间 [就 是 第 2 章 的 宛 (1,1) ], 任 选矿 的 基底 后 又 对 应 于 


名 Z(m, 民 ), 见 小 节 G.5.1. 在 .2Z(7) 上 可 自然 定义 乘法 : Vw,9 eZ(V) ,其 积 yg 定 
义 为 复合 映射 yope.Z(V). 由 此 又 可 自然 定义 李 括 号 映射 
[,]: ZV)x ZN ZT) 
为 
[y,9]:=y9p -oy, vy,peZ(), (G-8-2) 

从 而 使 .Z() 成 为 m? 维 李 代数 . | 

定义 1 李 代 数 同 态 映射 :多 一 .Z(V) 称 为 李 代数 8 的 表示 . 

同一 李 群 (或 李 代 数 ) 可 有 无 数 表示 , 本 节 的 重点 是 介绍 李 群 和 李 代 数 的 伴随 
表示 . 根据 $G.1 例 1 ,用 群 G 的 每 一 元 素 g eG 可 构造 一 个 称 为 伴随 同 构 的 自 同 构 
映射 : GG. 对 李 群 G ,这 还 是 个 微分 同 胚 ， 因此 是 从 G 到 G 的 李 群 同 构 . 按 
定义 , J6( 有 =ghg ”VYheG ,所 以 I,(e)=e, 它 在 e 点 所 诱导 的 推 前 映射 ( 切 映 
射 )1s。 (是 Igw 的 简写 ) 是 从 到 玫 的 映射 , 简 记 为 64, 即 ol, =Tow. 因 也 就 是 
G 的 李 代 数 多 , 故 x :多 一 多 是 多 上 的 线性 变换 . 虽然 1。 作用 于 e 得 e, 但 作用 


(DD BMS 群 是 无 限 维 李 群 , 但 此 处 涉及 的 结论 [包括 所 引 的 Marsden et al.(1994) 命 题 9.3.6] 仍 适用 . 
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于 过 e 的 曲线 一 般 得 另 一 曲线 (两 者 在 e 点 有 不 同 切 夭 ), 故 作用 于 4e 多 未 必 
得 4. 
定理 G-8-1 设 多 是 李 群 G 的 李 代 数 , 则 VgeG,A4e 多 有 
exp(i% A) = 8g(exptd)g . (G-8-3) 
证 明 令 yY(D)=exp(14), yY( 站 =g(expt4)g ， 则 由 单 参 子 群 的 定义 式 


Y(t+5)=Y(DY(S) 易 证 JrC+5=7 DO7 (3) , 故 y'(1) 也 是 单 参 子 群 . 注意 到 式 
(G-8-3) 左 边 是 由 .4 生成 的 单 参 子 群 ,为 证 式 (G-8-3) 只 人 须 证明 两 边 在 e 点 的 切 拓 


相同 , 证 明 如 下 : 
、 d 1 d 
右边 的 切 和 失 = 一 A 二 
的 中 em: )g ] 


[7, (exp14)] 
=0 


t= 
= 癌 exp(d)]= .wii4= 左边 的 切 夭 ， 口 
推论 G-8-2 设 互 是 李 群 G 的 正规 子 群 , 懈 是 互 的 李 代 数 , 则 
Be, VBe,geG. (G-8-4) 
证 明 由 BeY 可 知 exp(1B) 是 日 的 单 参 子 群 ,由 正规 子 群 的 定义 (§G.1 定义 
7) 又 知 gexp(1B)g ' CC 日 ,于 是 式 (G-8-3) 表 明 exp(1.x4B) 是 日 的 单 参 子 群 ,因而 
WB ey . 口 
定理 G-8-3 设 儿 是 李 群 G 的 李 代 数 , 则 V4,Be 儿 有 
d 
[4,8] (rpg B) (G-8-5) 
注 1 xp)yB 在 1 固定 时 是 e 点 的 矢量 ,在 1 变动 时 是 1 的 、 和 矢量 取 值 的 函 
数 , 等 式 右边 代表 此 函数 的 导 声 数 在 != 0 的 值 ( 仍 是 e 点 的 矢量 ), 即 
d ,1 
[4,8]= 9 (peg B) = lm [Cabru08 — tno0)B)]. (G-8-5") 
证 明 以 4,B 分 别 代表 4,Be 多 对 应 的 左 不 变 矢 量 场 ,J :有 Rx GG 代表 


4 产 生 的 单 参 微分 同 胚 群 , 则 由 式 (G-4-1D) 得 由 (e)= exp(L4) ,再 由 式 (G-2-2) 得 
已 = Loxp(4yB ,与 式 (G-5-8) 结 合 得 


[4, B] 一 [4, Bl], = [$1 LexpcayB] = [($, 2 exp(14) )* B] (G-8-6) 
1 t=0 dt t=0 
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另 一 方面 , 由 J(g)=heh 1! 又 知 Vg eG 有 
Txp(t4) (8) =exp(14)g exp(-—14) = $i [exp(14)g]= $i [Lexpeea) (8)] (¢, ° Lexp(t4) )(8)， 
[第 二 步 用 到 式 (G-4-11).] 所 以 Tu = 和 1。Loxp(4y， 代入 式 (G-8-6) 便 得 


d d 
[4,8]= 下 UU. oxp(tayB )= 下 (hn B) a 口 


定理 G-8-4 设 太 是 连通 李 群 G 的 连通 李子 群 , 懈 和 多 分 别 是 也 和 G 的 李 
代数 , 则 万 是 G 的 正规 子 群 坊 居 是 多 的 理想 . 

证 了 明 (A)( 一 的 证 明 ) 由 推论 G-8-2 知 YkxpyBeY V4e 多 Be 庆 te 民 ,所 
以 式 (G-8-5) 右 边 是 庆 的 元 素 , 因而 该 式 给 出 [4,B]Je 谊 ,可见 庆 是 多 的 理想 . 

(B)( 生 的 证 明 ) 只 须 由 多 是 理想 证 明 ghg1eH YheH,geG .车 有 可 表 为 
hh=exp(B), BE 多, 则 8hg =g(expB)g 1!=exp( xB)eH [其 中 第 二 步 用 到 式 
(G-8-3)]. 然而 有 未 必 能 表 为 exp(B) ,这 使 证 明 变 得 复杂 .幸好 有 这 样 的 命题 [用 选 
读 G-4-1 的 结论 配 以 Warner(1983) 的 3.18 可 证 ]: 只 要 万 是 连通 李 群 的 连通 李子 群 ， 
则 Vhe 厂 ,3B,B,,…e 少 使 h=(expB)(expB,)…( 有 限 个 指数 之 积 ). 所 以 

ghe!=g(expB)g eg(expB,)g !…=hh .eH , 

其 中 办 =g(expB,)g 1!eH,neN. 口 


注 2 可 见 理想 在 地 代数 理论 中 的 角色 相当 于 正规 子 群 在 群 论 中 的 角色 . 
由 推 首 映射 的 线性 性 可 知 [,,: 多 下 多 是 多 上 的 线性 映射 , 故 


2 E .ZY( 罗 ) [ .Z( 多 ) 的 含义 见 式 (G-8-1)]. 1。: G 一 G 是 微分 同 胚 还 保证 
I。: 多 一 多 是 同 构 映射 ( 见 第 4 章 习 题 4),” 当 然 有 逆 , 所 以 
HL e{8 上 可 遂 线 性 变换 }C .2Z( 多 ). (G-8-7) 
既然 每 一 g eG 对 应 于 一 个 wh, 便 有 从 G 到 {多 上 可 逆 线 性 变换 } 的 映射 , 记 作 
2 , 即 
2 :G 一 {多 上 可 逆 线 性 变换 }. (G-8-8) 
选 定 基底 后 多 上 的 每 个 可 逆 线 性 变换 对 应 于 一 个 可 逆 托 阵 , 故 {8 儿 上 可 送 线 性 变 
换 } 对 应 于 一 个 挝 阵 群 [就 是 GL(m, 展 ), 其 中 m= dim(G)]. 下面 证 明 .ts 是 同 态 映 


射 , 因而 是 李 群 G 的 表示 . 
定理 G-8-$ .wy:G-{ 多 上 可 逆 线 性 变换 } 是 同 态 映射 . 


(QD 其 实 ],。: 多 下 多 不 止 是 矢量 空间 同 构 而 且 是 地 代数 同 构 ,证 明 见 习题 23, 有 提示 . 
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证 明 不 难 证 明 Vg,heG 有 1， =1s。1, 故 
Won = Taps = (Tg °f,)s = Toes ° Tn = (G-8-9) 
[其 中 第 三 步 用 到 第 4 章 习 题 5(b).] 同 态 性 于 是 得 证 . 口 
定义 2 同 态 映 射 .My : G 一 {8 儿 上 可 逆 线性 变换 } 称 为 李 群 G 的 伴随 表示 
(adjoint representation). 
至 今 已 讲 过 三 个 与 “伴随 ”有 关 的 映射 , 即 J。: GG; :多 7; 
si : G 二 {多 上 可 逆 线 性 变换 }. 现在 介绍 第 四 个 , 即 ad  : 多 忆 多 (其 中 4 不 是 群 
元 而 是 代数 元 : 4eZ8), 定 义 为 
ad (B):=[4,B]， VBe 多 (右边 方 括号 代表 多 的 李 括 号 ). (G-8-10) 
由 李 括 号 的 线性 性 可 知 ad :8 图- 图 有 如 下 两 个 性 质 : 
(a) vB,B, eg, B,P,eR 有 ads(BB + BB,)= Biads(Bi)+ Bad sa(B,), 
(b)VA, 4 eZ, ,0 ER 有 adoa 4 1a,4, = 1ady +C2ad4 . 
性 质 (a) 表 明 ad ,是 多 上 的 线性 变换 , 即 ad 4 e .9Z( 多 ), 也 可 看 作 多 上 的 (1,1) 型 
张 量 , 所 以 式 (G-8-10) 在 补 上 抽象 指标 后 又 可 用 多 的 结构 张 量 C*ab 政 写 为 
(ads)’,B* =[4,B] =C°,,A°B’, VB" eg, 
从 而 给 出 张 量 (ad 4)s 在 上 忆 掉 作用 对 象 Bs 后 的 表达 式 
(ad 25 =A’C°ab. (G-8-11) 
映射 ad 4( 其 中 4e 多 ) 虽 不 同 于 pt (其 中 geG), 但 两 者 有 如 下 密切 关系 [证 
明 见 Sagle and Walde(1973)]: 
pol = Exp(ad 4)， (G-8-12) 
其 中 Exp(ad ) 的 含义 是 
Exp(ad/)=6 +ad, + eda) read) 和 (G-8-13) 


这 可 看 作 儿 上 的 (1,1) 型 张 量 等 式 , 6 代表 恒 等 映 射 ( 即 6%) (ady) 代表 
(ad ,)”。(ad 4)“ ,等 等 . 因 ady 可 看 作 抽 人 象 李 代数 .Z( 多 ) 的 元 素 ，Exp(ad4) 也 可 理 
解 为 exp(ad 1),， 即 李 代数 .2(8) 相应 的 ( 单 连通 ) 李 群 上 的 指数 映射 . 这 一 理解 与 用 
畦 级 数 [ 式 (G-8-13)] 的 理解 等 价 . 

既然 每 一 4e 多 对 应 于 一 个 ads e.Z( 多 ), 便 有 从 多 到 .2Z( 多 ) 的 映射 (与 “ 伴 
随 ” 有 关 的 第 五 个 映射 ), 记 作 ad : 多 一 .2Z( 多 ), ady 的 性 质 (b) 表 明 ad 为 线性 映射 . 
由 李 括 号 所 满足 的 雅 可 比 恒 等 式 易 证 (习题 )ad 4 满足 
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adi4 上 =ad4adp 一 adpad4， VA,Beg, (G-8-14) 


即 ad : 多 一 .9Z( 多 ) 保 李 括 号 ,因而 是 同 态 映射 . 

定义 3 同 态 映 射 ad : 多 一 .Z( 多 ) 称 为 李 代 数 多 的 伴随 表示 . 

注意 到 {多 上 上 可逆 线性 变换 } Cc.Z(9) ,也 可 号 2% : GZ( 多 ) .由 
JM : 多 下 多 是 恒 等 映 射 可 知 .el 是 .Z( 多 ) 中 的 单位 矩阵 了 ， 故 
:GZ( 多 ) 在 点 eeG 诱 导出 推 前 映射 .0 : 玉 一 .注意 到 万 = 多 以 及 舌 
量 空 间 .ZZ( 多 ) 可 与 其 中 任 一 点 的 切 空间 (现在 取 万 ) 认 同 , 便 有 4 :多久 ( 多 )， 
即 映射 与 ad 有 相同 的 定义 域 和 值 域 . 下 面 证 明 它们 是 相等 的 映射 . 

定理 G-8-6 映射 : 8 一 .2(9) 与 ad : 多 .YZ( 多 ) 相 等 

证 明 只 须 证 ,wt4=ad, VAe 多 ,为 此 只 须 证 (A(B)=ad,(B) v4A,Beyg. 


因 
A 2 ed exp(1A)] su (exp14) -下 0 
0 
d d 
故 (% AN(B) -加 hr](D) - (¥en B) =[A,B]=ad,(B), 
1 1=0 dt :=0 
其 中 第 三 步 用 到 定理 G-8-3. 口 
利用 多 的 伴随 表示 可 定义 映射 尺 : 多 x 多 书展 如 下 : 
K(A,B):=tr(adsadp), VA,Beg. (G-8-15) 


其 中 adyadp 代 表 两 个 线性 变换 的 相继 作用 , 也 可 用 抽象 指标 表 为 
(ad4)"。(adp) "5 =(adyadp) bo， 


而 tr(adyadp) 则 代表 (adyadas)"。, 即 (25D 型 张 量 (adyadp)” 的 迹 . 由 式 (G-8-15) 


可 知 K 是 把 多 上 两 个 矢量 4,B 变 为 一 个 实数 的 对 称 双 线 性 映射 , 因而 是 多 上 的 
(0,2) 型 对 称 张 量 , 在 李 代数 理论 中 被 称 为 8 上 的 Killing 型 (Killing form). 由 式 


(G-8-14) 不 难 证 明 (习题 ) 
K([A,B],C)=K(A,[B,C), VA,B,Ceg. (G-8-16) 
提示 :利用 红 号 内 方 阵 顺 序 的 可 轮换 性 ,例如 tr(A4BC)=tr(C4B)= tr(BCA). 
式 (G-8-15) 也 可 借助 于 式 (G-8-11) 表 为 


K(A,B)=(ady)’, (adp) = CC A°B’, (G-8-17) 
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另 一 方面 ,K(4,B) 又 可 用 抽象 指标 表 为 天 .yj42B82 ,与 上 式 结合 便 得 
Ky=C"yCe (G-8-18) 
Ks 的 对 称 性 使 它 有 可 能 充当 矢量 空间 多 上 的 度 规 , 但 为 此 还 须 天 ， 非 退化 ， 
可 以 证 明 ( 参 见 专 讲 李 代 数 的 教材 ), KK, 非 退 化 的 充 要 条 件 是 多 为 半 单 村 代数 ( 见 
§ G.3 定义 5). 所 以 半 单 李 代数 多 的 Killing 型 KK 可 充当 多 的 度 规 , 称 为 嘉 当 度 
规 . Ks 的 号 差 原则 上 因 史 而 异 , 不 过 物理 中 遇 到 的 李 代 数 的 天 ， 多 数 是 负 定 的 ， 
因而 存在 正 交 归 一 基底 {(E,)"} 使 K,, = 天 (BE (ED =-6,,. 
嘉 当 度 规 KK,, 的 一 大 用 处 是 给 结构 常数 C mr 降 指 标 , 即 可 定义 
Co = KyoC™ pw. (G-8-19) 
定理 G-8-7 Cp, = Crp 
证 明 下 标本 来 就 反 称 , 故 只 须 证 Co =-Cpv，, 即 KjsC "nv = 一 KsC° pv. 
注意 到 KC” jy =K(B,,Eo)C’ jy = 天 (EC5 wbEo)=K(E,,[B,;By】), 只 须 证 
K(E, [BE,,E,)=- K(E,,[E,,E,)), 
利用 式 (G-8-16) 及 [E，,E,]=~[E,,E,] 立 即 得 证 . 口 
李 代 数 多 的 Killing 型 是 用 伴随 表示 ad 定义 的 ,但 可 自然 推广 到 任何 表示 
D:8 一 -2( 了 .在 多 上 定义 对 称 双 线性 映射 玉 :Z 罗 xz 了 恨 如 下 : 
K(A,B):=tr[B(A)B(B)Y, vA,Beg. (G-8-20) 
当 B 为 伴随 表示 ad 时 天 回 到 天 .与 KK 类 似 , 尺 也 可 看 作 多 上 的 (0,2) 型 对 称 张 量 ， 
故 也 可 记 作 天 . 当 李 代数 多 及 其 表示 忆 满 足 适当 条 件 时 屁 ,, 非 退 化 , 这 时 就 可 充 
当 儿 上 的 度 规 , 不 妨 称 为 广义 嘉 当 度 规 . 不 难 证 明 式 (G-8-16) 也 适用 于 并, 即 
天 ([4,B],C)= 开 (4,[B,CD)，V4, BCeB， (G-8-21) 


$ G.9 固有 洛 伦 效 群 和 洛 伦 交 代数 
G.9.1 固有 洛 伦 兹 变换 和 固有 洛 伦 兹 群 
洛 伦 效 群 是 由 洛 伦 兹 变换 引出 的 . 洛 伦 兹 变换 是 4 维 闵 氏 时 空中 从 一 个 惯性 
坐标 系 ( 洛 伦 兹 系 ) 到 另 一 惯性 坐标 系 的 坐标 变换 . 读者 熟悉 的 洛 伦 效 变换 
f'=7y(t— vx), x'=7y(x—vwD), y' =» z'=2, 


G-9-1 
-1l<v<1, y=(-v) 2 ( ) 
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所 涉及 的 两 个 惯性 坐标 系 满 足 如 下 条 件 ( 见 图 G-8):@ 空 间 坐 标 原点 在 1 =t=0 时 
重合 ; 回 {x',y',z} 系 相对 于 {x,y,z} 系 以 3 速率 |v| 沿 x 轴 的 正 或 负 向 匀速 平 动 ; 
@@ 空 间 坐 标 轴 对 应 同 向 . 以 二 和 并 分别 代表 由 t,x, y,z 和 z',x', y',z' 排 成 的 列 算 
阵 , 则 式 (G-9-1) 可 用 和 矩阵 表 为 


7y -ryv 0 0 
和 -BOX 其 中 有 -| -2 7 90 (G-9-19 
0 0 10 
0 0 0 1 
令 v= 了 bh4, 则 -1<v<1 相 当 于 -oo < 和 4<%w, B,(v) 可 改写 为 
ch4 -sh4 0 0 
-sh4 ch 0 0 
B,(4)= a G-9-1” 
x(4) 0 0 生活 ( ) 
0 0 0 1 


今后 也 常 把 作为 {t,x,y,z} 系 的 简称 . 为 了 把 条 件 名 放宽 为 “X' 系 相对 于 子 
系 的 速度 瑚 可 取 任 意 方 向 ”, 可 先 把 式 (G-9-1) 的 第 二 、 三 、 四 式 改 写 为 一 个 3 维 矢 
量 等 式 . 设 事 件 peRR* 在 X 和 了 ' 系 的 时 空 坐标 分 别 为 1,x,y,z 和 1 和,x',y',z', 以 
绚 , ,B63 和 1, 可 ,可 分 别 代表 两 系 的 空间 坐标 基 矢 , 则 


R=xé + ye +26;, R'=x'el +y'6; 十 Ze3 (G-9-2) 
分 别 代表 事件 p 在 两 系 中 的 位 矢 (图 G-9). 请 注意 六 和 RR' 是 p 点 的 切 于 不 同 3 维 子 
流 形 ( ,和 用, ) 的 矢量 , 不 能 直接 比较 . 为 便于 描述 两 者 的 关系 , 可 借用 一 个 人 为 引 
入 的 抽象 的 3 维 矢量 空间 2 ( 实 的 内 积 空间 ). 以 ,2,, 名 代表 2 的 事先 选 定 的 一 
组 正 交 归 一 基 矢 , 则 


了 
产 
> XX 
Et4 
图 G-8 式 (G-9-1) 涉 及 的 两 个 惯性 坐 图 G-9 pp 在 两 系 的 位 矢 中 和 尼 是 不 同 3 
标 系 的 简单 关系 维 流 形 ( 马 和 马 ') 上 的 切 矢 量 . 此 图 只 是 4 


维 图 在 1~x 面 的 投影 
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F=XxEl +yE, 十 ZEN ， 产 三 X' 十 JE 十 ZE3 (G-9-3) 


都 是 的 元 素 , 分 别称 为 羡 和 "在 的 像 矢 量 . 一 般 而 言 , 设 万 是 任 一 惯性 坐标 
系 的 空间 矢量 , w 是 天 在 该 系 的 分 量 , 则 wiz e 定义 为 万 的 像 矢量 .六 系 测 得 的 
a el 的 矢量 , 在 图 G-8 的 情况 下 及 =sv6a, 故 其 像 矢量 为 


t=y(1-D.7), | (G-9-4) 
v 


式 中 所 有 矢量 都 是 抽象 空间 的 元 素 . 上 式 第 二 式 是 2 中 的 矢量 等 式 , 有 明确 意 
义 . 为 把 式 (G-9-17) 推 广 到 瑚 取 任 意 方向 的 情况 , 只 须 对 多 和 XX' 系 的 空间 坐标 轴 施 
行 相同 的 空间 转动 ( 转 后 所 得 新 系 的 x 轴 便 不 再 与 瑚 平行 ) 作为 后 果 , 位 矢 
六 =xaBa +yB +2Z6, RR'=x'E+y'2 +z'2l 和 相对 速度 广 =v6i 的 分 量 (cz) ， 
(x'y',z") 和 (v,0,0) 部 受到 一 个 相同 的 正 交 变换 , 从 而 像 矢量 7,7' 和 也 都 受到 一 
个 相同 的 逆转 动 (因为 已 约定 五, 2,, 5 不 变 ). 由 于 坐标 1 不 受 空 间 转 动 影响 , 转动 
的 保 内 积 性 又 保证 5.7, v? =5.5 及 y=(1-v?) "在 转动 下 不 变 , 所 以 式 (G-9-4) 
第 .. 式 右边 的 方 括号 为 不 变量 . 加 上 转动 映射 的 线性 性 , 便 知 式 (G-9-4) 对 逆转 动 所 
得 的 像 矢量 F,F' 和 5 同样 成 立 ， 


即 一 yt 一下. 六， =F+ ti DD | (G-9-4') 


上 式 反 映 两 个 惯性 坐标 系 久 和 XY' (分 别 由 蕊 和 无 ' 系 经 相同 转动 而 得 ) 之 间 的 坐标 
变换 关系 , 但 这 关系 已 不 再 满足 图 G-8, 因为 两 者 的 相对 速度 瑚 与 闷 轴 并 不 平 
行 . ( 瑚 与 守 轴 可 以 谈 及 平行 是 因为 它们 都 躺 在 欧 氏 空间 忆 上 , 这 是 空间 转动 不 改 
变 惯性 参考 系 的 结果 . ) 不 过 , 为 了 得 到 苇 和 廊 ' 系 只 须 对 图 G-8 的 蕊 和 万 ' 系 施行 
相同 的 空间 转动 , [这 “相同 ”是 指 刻画 两 个 转动 (了 已 半生 ' 卢 序 ') 的 三 个 欧 拉 
角 ( 分 别 由 了 和 XX' 系 测 得 ) 对 应 相等 ]. 在 这 个 意义 上 可 以 说 祥和 Y' 系 的 对 应 空间 
轴 “ 同 向 ”. 式 (G-9-4') 所 代表 的 坐标 变换 叫做 无 转动 的 洛 伦 兹 变换 (Lorentz 
transformation without rotation) 或 伪 转 动 (boost). 为 简单 起 见 去 掉 ~ 号 , 并 以 
v1, v2, V3 代表 像 矢量 的 分 量 ( 即 5=v E+ vB +vV35), 则 式 (G-9-4") 亦 可 表 为 算 
阵 等 式 X'= B(D)X , 其 中 


. 308 . 微分 几何 入 门 与 广义 相对 论 


A 一 7 -YU -YU 
-Do —Dvv (y -Dvv 
-7 办 1 2 (y 2 i 
v v v 
SE -Dam GD -Do | (095) 
i i 
v v v 
-1 | -Dv 
pyv, (y Du (y ) v2 1 + Dy 
v v v 


上 式 的 B(D) 称 为 伪 转 动 矩阵 (由 上 式 可 见 伪 转 动 矩阵 必 对 称 ), 它 穷尽 了 惯性 坐标 
系 和 和 三 ' 之 间 满 足 如 下 条 件 的 坐标 变换 : 两 系 空间 坐标 原点 在 1'=t=0 时 重 
; @@fe, 才 好 系 相 对 于 {x,y,z} 系 以 任意 3 速度 瑚 = 轨 到 + 岂可 十 四 再 作 匀 速 平 
; 人 两 系 空间 坐标 轴 对 应 “ 同 向 ”. 为 便于 计算 , 式 (G-9-5) 的 B(D) 也 可 用 下 式 表 


中 


2 
Vv, 
2 +,  (G-9-5") 
1l+y 


BD)=7, BD)= BoD)=—yv', B'j(D)=B/(0)=6",+ 


其 中 v= 5?vj =v. 此 外 , 由 矩阵 求 着 运算 或 物理 思辨 可知 B 1(D) = B(-D). 


式 (G-9-5) 只 给 出 洛 伦 效 变换 的 第 一 种 类 型 ( 伪 转 动 ). 第 二 种 类 型 的 简单 特例 
是 


1 0 0 


0 cosw 一 Sinw 
针 '=R.(a)X， 其 中 Ra)= , (G-9-6) 
0 sing cosa 


0 0 0 


sl 


它 所 涉及 的 两 个 惯性 坐标 系 之 间 没 有 相对 运动 (因而 属于 同一 惯性 参考 系 ), 其 作 
用 是 把 工 系 的 空间 坐标 轴 绕 z 轴 转 角度 w . 这 种 类 型 的 最 一 般 情 形 是 把 蕊 系 的 空 
间 坐 标 轴 绕 (过 原点 的 ) 任 意 轴 转 任意 角 (因而 所 得 新 坐标 系 X' 与 X 仍 属 同一 惯性 
参考 系 ), 其 矩阵 为 


1 0 0 0 ER 
RI R, R 
0 R RD RA, et 
R= ， ,2 ，|， 其 中 |Ri R2 R3|sSOG).，  (G-9-7) 
0 R R’, R’, a 
R R, R’, 
0 RR) R’, RS, 
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式 (G-9-7) 的 洛 伦 效 变换 叫做 转动 (rotation), 是 同一 惯性 参考 系 内 的 坐标 变换 . ”最 
- 般 的 洛 伦 效 变 换 可 以 定义 如 下 :惯性 坐标 系 也 与 元 ' 之 间 的 坐标 变换 称 为 洛 伦 兹 
变换 , 若 两 系 的 空间 坐标 原点 在 妃 =t= 0 时 重合 ( 亦 即 洛 伦 效 变换 保持 4 维 坐标 原 
点 不 变 ). 不 难看 出 闵 氏 线 元 在 洛 伦 效 变换 下 不 变 , 因此 所 有 洛 伦 效 变换 构成 群 , 而 
且 同 构 于 小 节 G.5.3 定义 的 洛 伦 兹 群 上 = O(L3). 闵 氏 时 空 的 平移 变换 也 保 线 元 , 但 
4 维 坐标 系 原点 在 平移 下 要 变 , 称 为 非 齐 次 洛 伦 兹 变换 . 上 面 定义 的 洛 伦 效 变换 也 
可 称 为 齐 次 洛 伦 兹 变换 , 齐 次 与 非 齐 次 洛 伦 效 变换 构成 Poinceark 群 . 本 节 只 讨论 齐 
次 洛 伦 效 变换 , 即 只 讨论 洛 伦 兹 群 L 而 且 只 关心 工 的 不 含 反射 及 反 演 的 子 群 , 即 固 
有 洛 伦 效 群 媳 ,其 群 元 可 以 是 转动 、 伪 转动 以 及 两 者 的 混合 ( 即 转动 和 伪 转 动 矩阵 
之 积 ), 见 定理 G-9-4. 不 难看 出 , 由 全 体 转动 组 成 的 子 集 ZD c Li 是 子 群 , 而 且 同 构 
于 SO(3) . 还 可 证 明 ZD 是 李子 群 . 然而 , 应 该 特别 强调 , 两 个 伪 转 动 矩阵 B(D) 和 
B( 四 之 积 B(D)B(i) 不 是 对 称 和 矩阵 [除非 5 和 (作为 的 矢量 ) 平 行 , 见 定理 G-9-5], 
因而 不 是 伪 转 动 . 可 见 由 全 体 伪 转动 组 成 的 子 集 WZc 二 不 是 子 群 [这 与 式 (G-6-9) 
给 出 的 李 括 号 表达 式 密切 相关 ]. 在 原子 物理 的 早期 研究 中 提出 的 托马斯 进 动 正 是 
WZ 不 是 子 群 的 结果 ( 见 小 节 G.9.4). 不 过 , 由 式 (G-9-1) 容 易 验证 
B.(N+h)=B,.(N)B,(h), 
所 以 WZ 的 子 集 
WZ, = { 形 如 式 (G-9-1") 的 算 阵 B.(4)|4e RR} 


是 局 的 单 参 子 群 

用 转动 矩阵 及 可 对 式 (G-9-3) 的 推导 过 程 给 出 一 个 简洁 描述 . 设 XY 和 X' 系 由 简 
单 伪 转 动 B,(v) 联系 , 即 六 '= B,(v)X .对 两 系 施行 任意 转动 R 便 得 新 系 宇 = RX 和 
是 '= RX'. 由 此 三 式 易 得 针 '= RB,(V)R-1' 攻 = B(D)XY ,其 中 B(D)= RB,(v)R7 1 就 是 
式 (G-9-5) 的 B(D), 而且 由 式 (G-9-4') 的 推导 过 程 可 知 B(D) 中 的 矢量 六 与 B,(v) 中 
的 实数 ov 的 关系 为 |5|=|v|. 这 一 推导 也 可 逆 过 来 做 , 即 YB( 四 ee WZ ,总 可 对 卫 和 
了 Y' 系 施行 相同 转动 使 x 轴 与 产 同 向 , 从 而 把 B(D) 变 为 B.(v) .于 是 如 下 定理 成 立 : 

定理 G-9-1 . 

(a) B,(v)e WZ,, ReZD = RIB,(V)Re WZ; 

(b) B(D)e WZ 二 3ReZD 使 B( 四 = RB,(vV)R, 其 中 |v|=|5|. 


QD “转动 ”一 词 有 些 误导 . 转动 本 是 运动 的 特例 , 而 运动 必然 涉及 随时 间 的 变化 . 然而 此 处 的 “转动 ”描述 的 只 
是 两 个 坐标 系 之 间 的 关系 , 根本 不 涉及 时 间 演 化 问题 . 之 所 以 也 称 之 为 转动 , 是 因为 若 令 世系 在 某 段 时 间 内 作 某 种 
转动 运动 使 可 得 到 X' 系 .“ 伪 转动 ”也 有 类 似 问 题 . $7.3 的 转动 和 伪 转 动 才 是 真正 的 运动 , 因为 它们 反映 矢量 随时 
间 z 的 变化 ( 真 的 作 转动 或 伪 转动 ), 
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-将 G-9-2 若 惯性 坐标 系 区 与 X' 由 伪 转 动 联系 , ReZD , 则 总 = RX 与 
= RX' 也 由 伪 转 动 联系 。 

证 明 设 X'= B(D)X, BCD)e WZ , 则 定理 G-9- jt 顷 证 3R， eZD 使 
B(D) = RB,(U)R, , 故 X'=Ro Bs(vV)ROX ,从 而 RX'=B.(V)ROX ,与 鱼 =RX， 
庆 '= RX' 结 合 给 出 RR 这 '=B.(V)ROR"1 是 . 令 情 =ROR1, 由 则 癌 = 玉 -1B.(D)R 部 
定理 G-9-1(a) 保 证 忆 1B,()Re WZ, 故 时 与 好 也 由 伪 转 动 联系 ， 

注 1 给 定 两 个 惯性 参考 系 多 和 多 ' 就 有 唯一 的 (多 ' 相 对 于 :多 的 ) 相 对 速度 
六 (是 切 于 多 系 的 同时 面 的 矢量 ) 但 却 可 有 许多 不 同 的 伪 转 动 什 阵 8(D) , 这 是 因 
为 BD) 中 的 5 是 抽象 空 间 > 的 元 素 , 由 =v16 +V26;+V369 和 
D=UI6B + VB + 可知 避 除 取决 于 六 外 还 依赖 于 华 标 基 矢 纪 , 纪 ， a 的 选取 . 
设 式 和 区 是 参考 系 多 内 的 两 个 不 同 惯性 坐标 系 ， 则 eT 名 ,名 } , 故 
5#. 由 此 不 难 理解 下 一 -定理 的 证 明 . 

定理 G-9-3 VYVB( 太 EWZ, ReZD 有 

| . .B(RD) = RB(D)R-!, (G6-9-8) 


左边 的 RD ey, 其 第 ;分量 为 (RD = Rijv’. 

注 2 ReZD 本 是 4x4 和 矩阵 , 但 RD 中 的 R 却 是 式 (G-9- 7 右边 的 3x3 和 矩阵 不 
过 这 种 “符号 滥用 ” 不 影响 实质 ， 因为 式 (G-9-7) 左 边 的 4 有 的 3 阵 一 
一 对 应 

-证明 设 X 是 惯性 坐标 系 ， 则 X'= B(5)X 也 是 . 以 多 和 风 ' 分 别 代表 对 和 
XX' 所 属 的 惯性 参考 系 , 以 严 代 表 多 ' 相 对 于 .多 的 速度 ， 则 B(D) 中 的 上 是 六 在 中 
的 像 矢 量 , 即 =vi5 ,其 中 vi 是 产 在 卫 系 的 坐标 基底 经 } 的 分 量 , 即 严 =v .再 
令 定 = RX ,部 = RX', 则 证 和 证 ' 分 别 是 多 和 和风 ' 系 内 的 惯性 坐标 系 , 定理 G-9-2 
保证 充 与 色 由 伪 转 动 联系 .对 祁 系 而 言 ,六 的 像 矢量 变 为 六 = Vi5 ,其 中 六 是 
在 名 系 的 坐标 基底 公 } 的 分 量 , 即 产 =5 汉 .由 于 坐标 变换 证 = RX 是 线性 变换 ， 
量 六 的 航标 分 量 的 变换 方式 与 坐标 的 变换 方式 一 样 , 故 志 = AR , 因而 
总 = B(D)X = B(CRD) 总 ,再 与 元 = RX'= RB(D)X = RB(D)R-! 这 对 比 力 得 式 (G-9-8). 

口 

注 3| 选 读 | 外 前面 讲 过 , 设 XY'= BX, Be WZ, 则 了 Y' 与 禄 系 的 对 应 空间 坐标 
轴 “ 同 向 ”. 现 在 说 明 对 “ 同 向 ”一 词 加 引号 的 原因 .在 4 维 语言 中 , x' 轴 的 世界 
面 ( 记 作 4) 是 一 个 2 维 面 . 从 针 系 看 来 ,1 时 刻 的 全 空间 由 也, 代表 ( 见 图 G-9), ,与 
4 的 交 线 就 是 1 时 刻 的 x' 轴 . 我 们 来 看 x' 轴 与 x 轴 平 行 的 条 件 . 为 简单 起 见 可 只 讨 
论 3 维 闵 氏 时 空 , 并 仅 关 心 4=0 的 时 刻 .这 时 马 是 2 维 面 , 不 难 写 出 4( 由 罗 =0 定 
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义 ) 与 了 0( 由 1=0 定 义 ) 的 交 线 在 坐标 系 {Xx, y} -的 方程 : 


2 
ax+By=0, 其 中 w= 站 B=1+ -ez . (G-9-9) 
了 


此 交 线 与 x 轴 平 行当 且 仅 当 =0. 可 见 在 这 个 意义 上 x' 轴 与 x 轴 当 0 时 不 同 

向 . 事实 上 , 由 于 不 同方 向 有 不 同 尺 缩 , * 系 在 a0 时 认为 x' 轴 与 y 轴 互 不 正 交 ， 

如 果 x',y' 轴 分 别 与 x,y 轴 同 向 , 岂非 x 与 y 轴 也 互 不 正 交 ?可 见 “ 同 向 ”与 同 向 在 
wz 天 0 时 并 不 一 致 , 差别 正在 于 前 者 略 去 了 后 者 认为 应 存在 的 、 由 不 同方 向 有 不 同 

尺 缩 所 带 来 的 不 同 向 效应 . 然而 “ 同 向 ” 提 法 也 很 有 用 (例如 , 见 G.9.4 小 节 ), 它 反 
映 的 是 两 个 由 伪 转 动 相 联系 的 惯性 坐标 系 守 和 Y' 之 间 的 这 样 一 个 重要 关系 (性 质 ): 
为 了 通过 转动 把 两 系 关系 变 得 如 图 G-8, 刻画 这 两 个 转动 的 欧 拉 角 必须 完全 相同 . 

@“ 同 向 ”关系 没有 传递 性 : 设 XX'=B(D)X ，X”=B(D,)X' ， 则 

XX"=B(D,)B(D1)X .只 要 喜与 互 不 平行 , 则 B(D,)B( 世 ) 不 是 伪 转 动 ( 见 定理 
G-9-5), 从 而 了 ”与 针 系 的 对 应 空间 轴 不 再 “ 同 向 ”. 这 正 是 小 节 0 
斯 进 动 的 根源 . 

定理 G-9-4( 分 解 定理 ) vA eLi, 3 唯一 的 B(D)e WZ 和 ReZD 合 


A= B(DR, (G-9-10) 


证 明 AeLi 保 证 4 满足 式 (G-5-23). 依次 令 式 中 的 oc=p=0;o=0,p=i 
以 及 oa=i, p=k, 便 得 以 下 三 式 (可 用 作证 明 本 定理 的 工具 ): 


(A0¥ -24 =1, (G-9-11a) 
i 
40 必 -> 4047 =0, (G-9-11b) 
了 
-AV,AN + > AA = 5. 1 (G-9-11o) 
了 


我 们 的 第 一 个 任务 是 对 所 给 的 4e 找 出 B( 四 e WZ 和 ReZD 使 4=B(D)R. 若 
Ae WZ, 则 只 须 令 B(D)=A,R= 了 . 式 (G-9-5) 此 时 给 出 4o =y, Ao = 一 yvi, 即 


y=A%, vi=-— 0. (G-9-12) 


用 式 (G-9-11a) 不 难 验证 上 式 中 的 即使 在 A eZLi, Ag WZ 的 一 般 情况 下 仍 满足 亚 
光速 条 件 15|<1. 因此 , 对 给 定 的 任 一 4 eL'i, 不 妨 先 试探 性 地 用 式 (G-9-12) 按 式 
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(G-9-5) 造 一 个 B(D)e WZ , 再 设法 找 适当 的 ReZD 使 4= B(D)R. 此 式 等 价 于 
R=B"(D)4 ,注意 到 B71( 四 =B(- 四 ,又 等 价 于 R=B(- 罗 4. 由 式 (G-9-5) 和 
(G-9-12) 可 求 得 B(-5) 的 矩阵 元 用 心 , 的 表达 式 : 


BD= 0, BoD=-A,, 有 (本 = 人 + 
o( V) 0， ol D) 0， i v) 了 十 1+ 40 


(G-9-13) 


从 尺 = B(- 加 A 出 发 借用 式 (G-9-13) 和 (G-9-11) 做 算 阵 乘法 便 得 R 的 所 有 和 矩阵 元 ( 习 
题 ): 
AiA®, 


到 
(G-9-14 
1+ A 1 


Rio=1l R=Rio=0, R')=A,-— 
不 难 验证 (R')) 为 正 交 和 矩阵 , 即 习 ,R11Ri = 6 ,可 见 Re ZD. 至 此 已 完成 第 一 个 
任务 , 即 对 4 ez 找到 B(D)e WZ 和 ReZD 使 4=B(D)R, 其 中 上 5 和 RR 分 别 由 式 
(G-9-12) 和 (G-9-14) 给 出 . 下 面 着 手 第 二 个 任务 , 即 证 明 分 解 的 唯一 性 . 设 
3B(V)eWZ, R'eZD 使 4=B(D")R', 则 由 B(D)R=B(D")R' 得 B(D)=B(DR (其 
中 让 = RR'1 eZD ), 配 以 式 (G-9-5]7 和 (G-9-7) 得 
B'0(D") = B' OD RG + BIDR70 = Bi (D+0=—yv,. 


男 一 方面 ,把 式 (G-9-5") 直 接 用 于 B() 又 可 得 Bi0(5)=--y'v!, 与 上 式 对 比 给 出 
Y'Vi=7YvVi(i=1,2,3) ,由 此 可 证 (练习 )V'=5, 从 而 B(D)=B(D) ,于 是 让 =1, 即 
R'= .这 就 证 明了 分 解 的 唯一 性 . 分 解 唯一 性 的 另 一 证 明 见 习题 25. 口 

定理 G-9-4*( 分 解 定理 另 一 形式 ) vA < 刀 , 3 唯一 的 太 eZD 和 B( 访 e WZ 


使 
A= RB(W), (G-9-15) 
其 中 只 与 4= B(D)R 中 的 R 相 等 , 市 与 4= B( 四 R 中 的 5 的 关系 为 
D0=Rw，( 含 义 是 v= RD) (G-9-16) 
AV 
等 价 于 Ww =-—— i. (G-9-17) 
4 0 


证 明 与 上 一 定理 的 证 明 类 似 , 但 要 先 把 式 (G-5-23) 改 写 为 上 标 形式 . 设 
he , 则 A1ie 牙 ,把 A1 用 作 式 (G-5-25) 的 4 得 w=(AT)-1pA41， 故 
7” = An 1Ar .注意 到 "1 =7, 便 有 7 = AnAr ,其 矩阵 元 等 式 为 
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717 =A" yn A'y. 
由 此 可 导出 与 式 (G-9-11a)、(G-9-11b) 对 应 的 公式 , 即 


(A%0) -> 4%) =1, (G-9-11'a) 
i 

AAo -> A A, =0. (G-9-11'b) 
了 


令 4= RB( 疝 ,其 中 尽 和 记分 别 由 式 (G-9-14) 和 (G-9-17) 给 出 , 则 由 式 (G-9-11) 不 难 
证 明 @ 4 = 4 ， 四 式 (G-9-17) 给 出 的 方 为 亚 光 速 . 再 用 式 (G-9-12) 还 可 证 明 
w' = 一 MA;/A00 等 价 于 v' = Rijw/ .分 解 唯一 性 的 证 明 也 与 上 一 定理 类 似 . 口 

定理 G-9-4* 的 另 一 证 明 。 Ae 省 导致 41eLi ,定理 G-9-4 保证 存在 唯一 的 
及 EZD, B(-W)e WZ 使 人 = BC 殉 开 :， 故 4=[BC 风 RE] = RB(W) .现在 证 明 
尺 =R 和 5= Rw. 由 A=B(D)R 和 A=RB(W) 得 B(D)R = RB(W), 所 以 

B(D)= RB(WR ! = RB(WR RR ! = RB(WR 1R' = B(RWR'’, 

其 中 玉 = RR-! e ZD ,最 末 一 步 用 到 式 (G-9-8). 上 式 首 末 两 端 可 看 作 同一 B(D) e I1 
按 定理 G-9-4 所 做 的 两 种 分 解 , 即 B(D)T = B(RW)R', 故 由 该 定理 的 分 解 唯一 性 可 知 
R= 了 (再 由 尼 = RR 1 得 及 =R) 以 及 5= RW. 最 后 , 设 若 AeLt 有 两 种 不 同 的 分 解 ， 
即 4= RB( 共 = RB(W), 则 必 导 致 人 ee 牙 有 不 同 的 分 解 : 


A=B(-WR!=B(-WIR"!, 


与 定理 G-9-4 矛盾 . 可 见 把 4 表 为 RB(w) 的 分 解 是 唯一 的 . 口 
定理 G-9-$ 设 B(D), B(i)e WZ 有 Dz#0,#0, 则 
B(D)B(i)e WZ 心 D|i, 即 上 5 与 六 平行 . (G-9-18) 
证 明 (AI[ 已 知事 | 到 和 欲 证 BBC)eWZ ] 由 B(D), B(i)e WZ 及 定理 
G-9-1(bD) 可 知 3R,R esZD 使 BOD)= 员 1B (DR,B( 人 =R BO)R .把 前 者 与 式 
(G-9-8) 对 比 得 B( 四 = B(vR "15) ,从 而 5=vRT1E . 同 理 有 车 =wuR,"1B. 而 四 | 保证 
3w e 民 使 W=a5D( 见 $2.2 定义 7), 故 #H=avR15. 于 是 avR 1 =uR,15 .又 因 
V5, za 皆 非 零 , 这 等 价 于 


Ral = (wa 可， 其 中 及 = 及 ReZD， (G-9-19) 
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如 注 2 所 述 , 现在 的 R 已 看 成 式 (G-9-7) 右 边 的 3x3 矩阵 , 故 可 看 作 转 动 映射 
R :ZY .而 式 (G-9-19) 表 明 R 作 用 于 e 得 (gv/w), 所 以 只 能 是 


1 0 0 一 | 0 0 
R=|0 cos0O -sin0|, 或 R=|0 cos0 sin0 |, 0 el[0,7), (G-9-20) 
0 SinO cosO 0 SinO -cosO 


分 别 对 应 于 gv/u = +1, 由 矩阵 乘法 便 得 RB,(u)R-!1 = B,(tw) .于 是 
B(D)B(H)= RI BV)RR, BCOR = RB (VRB, (WR IR 
= RB.(v)B,(+u)R = RB, (wR e WZ, 
其 中 we 民 满足 -1<w<1[ 具 体 说 ,w=(v+tw)A1+wv)], 上 式 的 最 末 一 步 用 到 定理 
G-9-1(a). 

(BJ[ 已 知 B(D)B(i)e WZ, 欲 证 5lI#] 为 此 只 须 证 明 逆 否 命题 : 村 
B(D)B(ii) gg WZ .用 反 证 法 . 设 B(D)B(2)e WZ, 则 [B(D)B(D)], =[B(D)BGD] ,用 式 
(G-9-5) 道 过 矩阵 乘法 求 和 矩阵 元 , 则 上 式 给 出 

yACH 


少 EN 
] Vuh: DH 图 到 
过 各 D+ + 一 人 一， G-9-21 
1 Yopud + yu 1 ( ) 


其 中 y=(-|5F) 人 2, y=(-|z 上 上 )!2. 用 5 又 乘 上 式 两 边 得 
A -pxp-o 


因 y, >1, 又 已 假设 驮 元 ( 即 元 x 斑 关 0 ), 故 上 式 中 的 方 括号 为 堆 , 亦 即 

1 入 十 入 一 为 为 + 起: 玉 =0. (G-9-22) 
式 (G-9-21) 左 侧 刚 好 是 把 右 侧 的 喜与 5 互 换 的 结果 , 故 用 立 叉 乘 该 式 两 边 必 定 是 式 
(G-9-22) 中 的 十 与 5 互 换 的 结果 : 

1-—%,+y, -Hyd+H:D)=0. * (G-9-22") 
以 上 两 式 联 立 给 出 y=y, 和 1- 思 入 (+ 到 办 =0, 前 者 导致 | 站 2=| 亏 ,代入 后 者 
又 得 | 雯 + 元 - 芒 =0 和 | 到 P+ 到 -五 =0. 两 式 相 加 给 出 | 邯 + 玉 PP= 0, 从 而 元 + 才 = 0 ,与 
专 云 的 假设 矛盾 口 


Yop + yD+ 
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G.9.2 洛 伦 兹 代数 
站 面 再 从 李 代 数 的 角度 讨论 . 洛 伦 兹 代数 元 4e@(,3) 的 充 要 条 件 
A" = -147 等 价 于 74 是 反 称 和 矩阵 ( 见 G.5.3 小 节 末 ), 因此 4 的 最 一 般 形 式 为 
0 40 40 4 


40 0 4, 4 
4= |e,3) ， (G-9-23) 
4 


r r 
A= ，|sed3)， (G-9-24) 
0 


0 rl2 rls 
其 中 的 |-r52 0 r?3|, 作 为 3x3 反 称 和 矩阵 , 是 5(3) 的 元 素 . 以 .代表 形 如 


-rls -23 0 


0 0 0 0 0 pb br, bo 

0 0 7 lL bp" 0 0 0 
| ”、。 “| 的 4x4 矩 阵 的 集合 , 多 代表 形 如 | ”1 

0 -r2 0 rr’ po 0 0 0 

0 rls —r23 0 pr3 0 0 0 


4x4 和 矩阵 的 集合 , 则 .多 和 .多 都 是 BC(1,3) 的 3 维 子 空间 , .多 的 任 一 元 素 都 是 反 称 算 
阵 , 多 的 任 一 元 素 都 是 对 称 矩 阵 . 式 (G-6-7) 和 (G-6-8) 的 矩阵 有 ,, 和 ,by,b; 分 
别 构成 多 和 .多 的 一 组 基 矢 . 由 (G-6-9) 第 一 式 可 知 哆 还 是 B41,3) 的 李子 代数 ,而 且 
与 F(3) 同 构 . 反之 , (G-6-9) 第 三 式 则 表明 子 空间 .多 c 2(1,3) 不 是 子 代 数 (这 与 WZ 
不 是 子 群 密切 相关 ). 

定理 G-9-6 ”多 是 李 群 ZD 的 李 代 数 . 

证 明 只 须 证 明 Vre 多 ,3ZD 中 过 e 的 曲线 , 其 在 e 的 切 矢 为 rz. re 久保 证 + 
可 写成 分 块 矩 阵 7 -| | ,其 中 3x3 和 矩阵 ze CB(3) [ 见 式 (G-9-24) 下 一 行 ]. Vt eRR， 

天 
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1 0 2 
容易 验证 Exp(1r) -| , 而 Fe G3) 则 保证 Exp(b) eSO(3) , 故 Exp(tr) 可 
0 Exp(#f) 


充当 式 (G-9-7) 中 的 RR, 因 而 Exp(1r)e ZD .这 Exp(zr) 就 是 要 找 的 曲线 . 口 
定理 G-97 ReZD 今 3re 罗 使 R= Exp( 门 . 


证 明 (A)( 和 的 证 明 ) 既 然 多 是 李 群 ZD 的 李 代 数 且 re 多 ,由 指数 映射 定义 
自然 有 Exp(m)sZD.(B)( 僵 的 证 明 ) 李 群 ZD 同 构 于 SO(3) 保证 ZD 是 紧 致 的 连通 
李 群 , 其 上 的 指数 映射 是 到 上 映射 ( 见 $G.5 注 4 末 ), 故 每 一 ReZD 都 属于 某 一- 单 参 
子 群 [此 结论 也 可 用 式 (G-5-16) 后 的 欧 拉 定理 证 明 ], 因而 3re 金 使 R=Exp(r). 口 

另 一 方面 , 虽然 WZ c Li 不 是 子 群 , 它 也 满足 与 上 述 定理 类 似 的 定理 : 

定理 G-9-7 BeWZ 3be 多 使 B=Exp(b). 

证 明 定理 G-9-1 表明 Be WZ 等 价 于 3ReZD, Be WZ, 使 B=R-1B.R. 而 
B, 是 由 产生 的 单 参 子 群 的 元 素 , 所 以 3ve 民 使 B=Exp(vb) ,从 而 BeWZ 又 
等 价 于 

3ReZD, ve 民 使 B=R'!'(Expvb)R=Exp(vR!bR), 


其 中 第 二 步 用 到 式 (G-5-27). 令 b=vR-1bR, 只 须 证 明 bpe 多 .注意 到 ReZD 的 一 
般 形式 为 式 (G-9-7), 由 矩阵 运算 容易 验证 
0 RI R, Ru 
R 0 0 0 
b=vR bhR=-v eB. 0 
R 0 0 0 
R 0 0 0 


注 4 因 be.B 为 对 称 算 阵 , 由 定理 G-9-7' 可 知 任 一 Be WZ 都 是 对 称 和 矩阵 . 然 
而 ,4 为 对 称 和 矩阵 加 上 Ae Zi 不 保证 4e WZ ,例如 A=diag(,1,-1,-D)eZt ,但 不 
是 伪 转 动 . 

定理 G-9-8 re 多 属 3ReZD,ve 民 使 r=vR-1nR, 其 中 由 式 (G-6-7) 定 
> 

注 5 Qn 是 李 代 数 元 ,R 和 有 R- 是 群 元 , 它们 的 乘积 有 意义 只 是 因为 它们 都 
是 矩阵 ， 色 把 为 改 为 万 或 六 , 定理 仍 成 立 . 

证 明 (A)( 拓 的 证 明 ) ReZD 的 一 般 形式 为 式 (G-9-7), 由 矩阵 运算 容易 验证 
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0 0 0 0 
0 0 
六 =YR- PR=Y wh E .7， 
-Qa 0 oa 
0 -pp -oo 0 


其 中 = RR -RIR’,, B= RR 一 RUR2， osRLR2 一 RDR2. 
(B)( 僵 的 证 明 ) re 多 => 3v,v,, v3e 民 使 
0 0 0 0 
r=VIn 十 Yo + Vn = G-9-25 
1’1 2 2 3 3 0 Vs 0 —v ( ) 
0 . 一 Y2 Vi 0 


若 w=v=0, 则 r=vs17n1 ,命题 自然 成 立 , 故 以 下 设 vi,v, 不 全 为 零 . 令 
v=(W +V2?2 +V3 ) 7, 则 有 确定 的 9e(0,x) 和 ge[0,27) 使 


vi=vsinOcosg, v, =vsinOsing, vy =vcosO (G-9-26) 
1 0 0 0 王 
令 R= 0 cosO 3 VD -sing in 0 03 0 (G-9-27) 
0 cosOsinp cos sinOsing : 
0 -sin0 0 cosO 
则 容易 验证 ResZD .再 由 矩阵 乘法 ( 硬 算 ) 便 可 验证 = vR-ImR . 口 


注 6[ 选 读 ] 用 乱 阵 硬 乘 以 验证 + =vR-1nsR 的 做 法 不 存在 理解 上 的 任何 困难 ， 
但 运算 颇 为 烦琐 . 下 面 介绍 的 验证 方法 不 但 形式 优雅 , 而 且 提 供 了 一 个 活用 $ G.8 
的 知识 的 好 例子 . 由 式 (G-9-27) 得 


1 0 0 1 0 0 0 


0 
本 0 cosP -Sinp 0||10 cos9 0 snO 
jo sing cosp 0|10 0 1 0 
0 0 0 1|10 -snO 0 cosO 
而 由 §$G.6 例 3 可 知 上 式 右 边 的 两 矩阵 依次 为 Exp(gns) 和 Exp(0r), 故 
R-! = Exp(9r, )Exp(0r, ), (G-9-28) 


A 
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R 5 及 = Ap 3 三 -hxptpn)jExp(gm) 广 三 -fxptpn)(fxplon) 访 ) 
= exp(gr) [Exp(adg, ) 3] = expcgn,) (13 COSO + 1 sin O) 
= Exp(ad,,, )(r3 CosO+n sin0)= (cosO)Exp(ad,, ) rs + (sinO)Exp(ad,, )n 
=ncosO+(ncosp+r, sing)sinO=v (nv + rv, + nV)=v lr, 
其 中 第 一 步 用 到 习题 19; 第 三 步 用 到 式 (G-8-9); 第 四 、 六 步 用 到 式 (G-8-12); 第 
五 、 八 步 用 到 式 (G-8-10)、(G-8-13) 以 及 sin0 和 cos0 的 级 数 展开 式 . 
由 定理 G-9-8 可 知 多 的 任 一 元 素 r 可 被 化 为 最 简 元 素 . 下面 的 定理 表明 对 
多 也 有 类 似 结论 . 
定理 G-9-8 pe 多 心 3ReZD,ve 民 使 p=vR TPR, 其 中 bi 由 式 (G-6-8) 
定义 . 
注 7 把 b 改 为 b, 或 b,, 定理 仍 成 立 . 
证 明 (AI( 拓 的 证 明 ) 已 含 于 定理 G-9-7' 的 证 明 中 .(B)( 二 的 证 明 ) 
be%Z = 3p, Bp,PeR 使 
0 -Ah -ph -Bh 
-6 0 0 0 


b= Bb + Pb, + Pb = | (G-9-29) 
-Bp 0 0 0 


-Bp 0 0 0 
当 p=p,=ps=0 时 显然 , 故 以 下 ,PB,, PB 不 全 为 零 , 不妨 设 P #0. 
令 ps(N + 有 BR) ,v=(B + + , 则 juv 关 0 .容易 验证 


HB Hp, up 
a vb, -vB 0 leSoO(G), 
Uv 
Bp Pp -1 
故 HA 0 0 0 - (G-9-30) 


1|0 uh 4HpB up 
R=— <ZD. 
HVYI0 vwh, -wh 0 
0 Bp pp -人 
由 矩阵 运算 容易 验证 六 = vR- DR. 口 
定理 G-9-9 4e 二 3R, ReZD,veR 民 使 4=R(Expvb)R,. 
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证 明 由 分 解 定理 和 定理 G-9-1 可 知 3 R,ReZD 使 4=R1B,RR. 因 B, 是 由 
bi 产生 的 单 参 子 群 的 元 素 , 故 3ve 取 使 及 = Exp(v). 令 瑟 = 尺 1,R = 及 R, 便 得 
待 证 式 . 口 


G.9.3 用 Killing 矢量 场 讨论 洛 伦 交 代数 


§G.7 例 3 已 指出 Poincaré 群 P 的 李 代 数 同 构 于 (R4,7,) 上 全 体 Killing 矢 
量 场 的 集合 .多 . 借用 Killing 矢量 场 可 以 获得 对 李 代 数 2(1,3) 的 更 为 直观 的 理解 . 式 
(G-7-9) 给 出 .多 的 一 组 (10 个 ) 基 矢 . 以 名 代表 .多 的 、 由 6 个 基 矢 ,5(i=1,2,3) 生 
成 的 子 空间 , ” 则 式 (G-7-10) 的 前 3 式 表明 .多 在 李 括 号 下 封闭 , 因此 .5 还 是 .多 的 
李子 代数 . 用 b; 卢 名 ， 族 F 骆 定义 线性 映射 y : ZL3) 一 : 因 , 则 灵 是 李 代数 同 构 . 
可 见 , 正如 CB(,3) 是 Poincaré 李 代数 多 的 李子 代数 ( 洛 伦 兹 代数 ) 那 样 , ;也 是 
Poincaré 李 代 数 .多 (= ) 的 李子 代数 .下 面 的 定理 给 出 映射 wy 的 一 个 非常 有 用 的 
表达 式 . 

定理 G-9-10 ”以 对 和 3/6X 分 别 代 表 由 惯性 坐标 系 红 ,x,y,z} 的 4 个 坐标 和 4 
个 坐标 基 矢 分 别 排 成 的 列 矩 阵 , 则 


名 = 名 -TOT 人 (G-9-31) 
其 中 XX1,n1,b, 依次 是 匀 , ,4; 的 转 置 矩 阵 . 
证 明 只 给 出 第 一 式 的 证 明 (其 余 五 式 证 明 仿 此 ): 
0 0 0 ola/r 
1 0 0 0 0I|0/0x Ee 口 
OX 00 0 1l80y Gz dy 


0 0 -t 0||a/az 
选 定 惯 性 坐标 系 {x,y,z} 相当 于 选 定 .多 的 一 组 基 矢 , 如 式 (G-7-9) 所 示 . 以 多 
利 .名 分 别 代 表 . 名 中 由 {6,} 种 徐 , } 生 成 的 子 空间 . 多 (或 %%) 的 元 素 在 {1,x,y,2 
系 中 一 般 不 能 表 为 式 (G-7-9b) 或 (G-7-9c) 的 简单 形式 . 但 下 面 的 定理 表明 总 可 通过 
对 空间 坐标 轴 做 适当 转动 使 之 变 为 那 种 简单 形式 ( 乘 以 某 一 常数 ). 
定理 G-9-11 设 .多 由 惯性 坐标 系 蕊 ={x 六 车 定 义 , 则 VEe. 多 ,3ve 阴 以 
及 与 式 同属 一 个 惯性 参考 系 的 惯性 坐标 系 夸 = 亿 ,无 六 分 使 


Q 如 果 两 系 总 X' 原点 不 同 , 则 由 XX 和 X' 在 多 中 挑 出 的 芳和 . 另 不 同 (但 同 构 ). 以 下 限定 所 有 坐标 系 的 原点 
部 相同 . 
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4= "| 到- 双 ] (G-9-32) 
证 了 明 Ge 名 坊 3p' ,Pp ,Pp e 妥 使 5= p's,, 故 
E=p'X™ 二 = AD = XR WR ReZD, veR, 
其 中 第 一 步 用 到 式 (G-9-31), 第 三 步 用 到 定理 G-9-8. 引入 新 惯性 坐标 系 完 = RX ， 
则 元 7 =XTR- .注意 到 两 系 坐 标 之 间 的 变换 矩阵 等 于 坐标 基 欠 之 间 的 变换 矩阵 
的 转 置 之 道 , 又 有 36/6 = R63/6X ,于 是 


6 oT 0 0 0 
a om 格 - 呈 -7 癌 - 寺 ) 


0 
其 中 第 三 步 用 到 式 (G-9-31), 第 四 步 用 到 式 (G-7-9b). 各 = RX 表明 惯性 坐标 系 卫 和 
了 同属 一 个 惯性 参考 系 . 口 
对 Ee .名 也 有 类 似 定理 : 


定理 G-9%-11' 设 .多 由 惯性 坐标 系 革 三 红 xX,y,z} 定义 , 则 YEe%%,3veR 民 
以 及 与 天 同属 一 个 惯性 参考 系 的 惯性 坐标 系 站 = 全 艺苑 分 使 


~0 .0 i 
[这 + 二 | (G-9-32") 
证 明 仿照 定理 G-9-11 的 证 明 , 留 作 练习 . 口 


[选读 G-9-1] 

本 节 至 此 仍 感言 狂 未 尽 . 以 下 内 容 是 笔者 与 部 分 同仁 的 讨论 结果 , 并 未 找到 文 
献 依据 , 权 作 引 玉 之 夸 ， 

既然 .3 和 . 宪 都 是 借用 惯性 坐标 系 针 定义 的 , 自然 要 问 它们 是 否 依赖 于 所 用 
的 坐标 系 , 即 , 设 革 ' 是 与 丈 不 同 的 惯性 坐标 系 , 用 Y' 定义 的 . 祈 ' ( 和 . 寡 ') 是 否 等 于 
镶 ( 和 儿 】? 

定理 G-9-12 设 惯性 坐标 系 久 与 廊 ' 的 关系 为 不 '= AX, Ae Lt , 则 

和 Y= 多 SO A=Re2ZD. 

证 明 (AX( 守 的 证 明 ) 已 知人 Y'= RX , 欲 证 .多 '=. 罗 .由 于 区 系 与 不 系 平权 ， 
只 须 证 明 %S' 的 3 个 基 拓 EeS'(i=1,2,3) 都 属于 .PY. 由 久 =RX 得 
了 Y= 时 TR 90/0X'= RO/0X , 故 由 式 (G-9-31) 得 


7 二 6 Tp- 6 6 
7 天 rp RX (PT) = Pb eo , 
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其 中 pi (7 =1,2,3) 为 常数 ,第 三 步 是 因为 定理 G-9-8 保 证 RnReB.” 


下 面 既 涉及 李 代 数 .多 又 涉及 惯性 参考 系 . 史 ,为 避免 由 相同 记号 可 能 带 来 的 
混淆 , 我们 暂时 改 用 . 儿 代表 惯性 参考 系 , 下 标 I 可 看 作 Inertial 的 缩写 . 


(B)( 一 的 证 明 ) 设 Ag2ZD, 则 誉 标 系 钱 与 入 ' 属 于 两 个 不 同 的 惯性 参考 系 
六 和 . 咖 . 每 一 上 . 视 (作为 矢量 场 ) 的 积分 曲线 都 身 在 . 咖 系 的 同时 面 上 , 而. 克 系 
与 咖 系 有 不 同 的 同时 面 , 故 有 上 E .多 使 二 .和 0. 口 

定理 G-9-12 设 惯性 坐标 系 站 与 天 ' 的 关系 为 了 = AX, Ae 1 , 则 

YW'=%S SS A=Re2ZD. 

证 明 (A)( 生 的 证 明 ) 与 定理 G-9-12 的 证 明 (A) 类 似 . (B)( 一 的 证 明 ) 注 意 到 定 
理 G-9-12, 只 须 证 明和 Y= 吕 二 祈 = 入 .入 '= 咏 保证 名 = 31 各， 其 中 常数 81 
排 成 的 矩阵 有 弟 , 故 其 行列 式 8 关 0. 利 用 行列 式 公式 

EyeS'rSI pS gp = Se (G-9-33) 


不 难 导 出 EyeS Sp 一 Erg (SS i 。 (G-9-34) 


另 一 方面 , 由 式 (G-7-10) 第 三 式 可 得 6, = S67 Bo] 2: 效 


7 1 1 了 f 1 1 1 m Ed 
多 =-7357 名, 多]=- 了 5 5S "ky 6 ]=757 SS "em 


1 i m i nn 
= Me" SS", Erm1]” 攻 居 -ze Ba tS 人 Wl oO, =S(S 7 6 


[其 中 第 二 步 用 到 品 =S/16， ,第 三 步 用 到 式 (G-7-10), 第 五 步 用 到 式 (G-9-34), 最 右 
端的 (S51) 是,(S )?,17"”" 的 简写 .] 可 见 红 e. 入 ,因而 .%Y'=, 入 口 

以 上 两 个 定理 表明 .%?( 和 .Y) 是 惯性 参考 系 依赖 的 . 虽然 对 不 同名 性 参考 系 
妇 和 史 !/ 有 和?'#. 吕 ( 及 和 Y'#, 宠 ), 但 不 难 证 明 ,%?' 门 各 名 . 设 V 是 纪 相对 于 
入 的 3 速度 , 则 .2 和,P! 系 内 各 有 惯性 坐标 系 革 和 卫 ', 它们 的 x 轴 都 与 玉 平 行 ( 因 
而 耳 '=B, 耶 ). 于 是 


hb Be i 


QD 还 可 证 明 R 7R = pir 取 如 下 具体 形式 : RnR=(R")ir; .这 同 如 下 结论 有 密切 联系 : SO(3) 的 答 阵 在 伴 
随 表 示 下 的 答 阵 正 是 它 自 身 . 
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[其 中 第 一 、 四 步 用 到 式 (G-9-31), 第 二 步 用 到 XT=XTB, = 久 TB， 及 
8/6X'=B, 0/0X ,第 三 步 用 到 B,b1B, =b (用 给 阵 来 法 易 证 ).] 上 式 表明 
务 门 .入 至 少 全 有 由 如 生成 的 1 维 子 空间 . 还 可 证 明 .i' 门 名 等 于 这 个 子 空间 ( 参 
见 本 选读 末 的 注 8). 类 似 地 , .Pw' 门 .加 等 于 由 生成 的 1 维 子 空间 . 事实 上 , 这 一 结 
论 比 关于 ,各 ' 门 名 的 上 述 结 论 更 易 证 明 [只 须 仿 照 定理 G-9-12 证 明 (B) 的 思路 ]. 

名 (和 ,ZS ) 的 惯性 参考 系 依赖 性 使 得 “ 伪 转 动 (转动 )Killing 矢量 场 ” 一 词 存 在 
含糊 性 . 原则 上 至 少 存在 如 下 两 种 定义 : 

定义 1 给 定 惯 性 坐标 系 瑟 后 , Ee 久 叫 伪 转 动 (或 转动 )Killing 矢量 场 , 若 
Ee.%%( 或 be 和 %) 

定义 2 “上 <e.% 叫 伪 转 动 (或 转动 )Killing 矢量 场 , 若 存在 惯性 坐标 系 天 和 
ve 了 及 使 

5 =YvE(3/ar)+x(3/80] (或 E=v[-y(0/0x)+ x(0/0y)]). 


以 U 吕 (或 U 名) 代表 所 有 惯性 参考 系 的 .名 ( 或 . 玫 ) 之 并 , 则 也 可 说 Ee ZY 叫 伪 转 动 
(或 转动 )Killing 矢量 场 当 且 仅 当 GeU%%( 或 EeU%%Y). 

根据 定义 1, 伪 转 动 (转动 )Killing 矢量 场 是 惯性 参考 系 依赖 的 , 只 能 谈 及 “ 某 惯 
性 参考 系 的 伪 转 动 (转动 )Killing 矢量 场 ”, 这 可 看 作 一 个 缺点 . 定义 2 的 缺点 则 在 
于 UU 吕 和 UP 不 是 ;的 子 宝 间 ( 因 而 有 些 不 伦 不 类 ). 当然 , 重要 的 不 在 于 选用 哪 
个 定义 , 而 在 于 知道 存在 不 同 定义 的 可 能 性 , 从 而 在 使 用 该 词 时 做 到 前 后 统一 . 

为 帮助 读者 了 解 册 多 和 U.S 的 关系 ,我 们 证 明 两 个 最 基本 的 结论 : 
定理 G-9-13 UY%%) 由 多)= 人 0c 六. 
证 明 设 6 eU 骂 , 则 存在 惯性 坐标 系 针 和 ve 限 使 


6 = 二 Vv[t(O/6x) + X8/80] (用 到 局 狗 的 定义 和 定理 G-9-11")， 
可 见 当 v0 时 6 是 这 样 的 矢量 场 , 它 在 有 R 的 某 些 点 类 时 , 某 些 点 类 空 , 某 些 点 类 
光 . 设 56. e 册 光 , 则 存在 惯性 坐标 系 下 和 ve 限 使 
6, =v[—y(0/0x) + x(0/0y)], 

可 见 当 v0 时 6 在 全 恨 上 类 空 (在 个 别 点 上 为 堆 ). 这 表明 任何 坐标 变换 不 能 把 
刀 EU 和 w 变 为 5 <U ,除非 名 =0. 口 

定理 G-9-14 (U%%)UUY)z.%%. 

证 明 只 须 找到 一 个 上 . 视 满 足 上 天 U 祈 ,&U 光 . 设 下 是 惯性 坐标 系 ,我们 
证 明 
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(G-9-35) 
满足 这 些 要 求 . 不 难看 出 上 在 及 * 的 某 些 点 类 光 , 这 些 点 的 坐标 t,x, y,zZ 满足 方程 


2 -xy -z=0. (G-9-36) 


这 已 说 明 EgU%Y. 另 一 方面 ，VE,eU%% 有 惯性 坐标 系 证 使 
名 =v[?(8/6X)+X(8/67)], 所 以 使 6 类 光 的 点 的 坐标 ?XTX, 了 ,满足 方程 


712 -X=0. (G-9-37) 
以 NXN 和 万 分 别 代表 到 4 中 满足 式 (G-9-36) 和 (G-9-37) 的 两 个 子 集 , 则 从 拓扑 角度 可 
知 任何 洛 伦 兹 坐标 变 搁 都 不 能 把 NN 变 为 N， 所 以 上 天山 祈 ， 口 ] 


注 8 周 彬 在 一 篇 尚 待 发 表 的 论文 中 还 证 明了 如 下 更 强 的 结论 : 
设 Ee 知 ( 借 任意 惯性 坐标 系 刀 定义) 在 基底 个, 名 } 的 展开 系数 为 P。，D , 即 
<=D + 有 0 名， 
则 
geU% © (0) 7p) >200) Rp =p =0; (208=0， (G-9-38a) 
i i i 
geU% (DP) <2B) 或 六 =B =0; (bp'B'=0.  (G-9-38b) 
i i i 
不 难看 出 定理 G-9-13 和 G-9-12 其 实 不 过 是 上 式 的 简单 应 用 . 利用 该 论文 的 方法 还 
可 从 “和 D' 门 入 等 于 由 如 生成 的 1 维 子 空间 ”出 发 证 明 “,%W' 门 .和 % 等 于 由 6 生成 
的 1 维 子 空间 ”的 结论 . [选读 G-9-1 完 ] 


G.9.4 洛 伦 兹 群 的 应 用 一 一 托马斯 进 动 [选读 ] 


电子 自 旋 的 引入 曾 对 原子 物理 学 的 早期 研究 起 过 重要 作用 ,也 曾 遇 到 过 一 个 困 
难 . 托马斯 于 1927 年 指出 , 困难 起 因 于 没有 考虑 自 旋 角 
动量 的 一 个 相对 论 运动 学 效应 , 考虑 后 困难 就 可 克服 “ 
( 见 原 子 物 理学 教材 ). 这 一 效应 后 来 被 称 为 托马斯 进 动 
(Thomas precession), 有 若干 有 趣 的 物理 应 用 . 本 选读 从 


we 
费 移 和 和 群 论 两 个 角度 讨论 托马斯 进 动 的 数学 机 制 . 
设 卫 二 红 x,y,Z} 是 闪 氏 时 空 的 一 个 惯性 坐标 系 
(实验 室 系 ), 在 绕 z 轴 匀 角 速 转动 的 圆 盘 边 上 放置 一 
个 回转 仪 , 其 轴 ( 看 作 单 位 矢量 w” ) 自 然 代表 无 (空间 ) 图 G-10 转盘 边 上 的 
转动 的 方向 ( 详 见 87.3). 以 G(T) 代表 回转 仪 (看 作 质 点 ) 回转 仪 轴 wi 


的 世界 线 , 则 ws? 党 G(T) 费 移 . 设 w 在 r=0 时 与 x 轴 
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同 向 , 回转 仪 在 t= 个 时 又 回 到 T=0 的 空间 位 置 ( 指 实验 室 系 的 空间 , 见 图 G-10)， 
间 : w 在 r= 全 时 还 与 x 轴 同 向 吗 ?因为 费 移 代表 无 空间 转动 , 答案 似乎 是 肯定 的 
然而 托马斯 的 答案 却 是 不 同 向 , 这 就 是 托马斯 进 动 . 

图 G-11 是 与 图 G-10 相应 的 时 空 图 , 其 中 竖 直 线 代表 针 系 的 1 坐标 线 , 螺旋 线 代 
表 回 转 仪 的 世界 线 G(z) . 令 po =G(0), P=G( 人 站 .既然 fx,y,z} 是 惯性 耸 标 系 , 其 


坐标 基 穴 自 ee a 因而 (0/6x)” |; 平行 于 
(8/6x)” |, ,也 可 认为 (8/6x)” |; 是 (0/6x)“ 1， 沿 G(z) 平移 至 户 点 的 结果 , 又 因 
w” |p。 =(0/6x)”|,，， 若 Ww 也 沿 G(T) 平移 , 则 w |;=(9/6x)”|;. 然而 事实 上 ws 洛 
G(7) 费 移 ， 而 对 非 测 地 线 而 言 言 Dr/dz 关 D/dr, 所 以 我 们 猜想 w“ |; 关 (0/6x)“ |;[ 两 者 
都 是 G(r) 在 方 点 的 空间 单位 矢量 , 但 空间 方向 不 同 ]. 不 过 仔细 想来 也 并 非 如 此 简单 ， 
困 为 能 肯定 的 只 是 w 和 (3/Bx)“ 是 G(z) 上 两 个 不 等 的 夭 量 场 , 由 它们 在 po 点 相等 
尚 难 断 定 它们 在 户 点 一 定 不 等 . 如 果 把 G(z) 分 成 许多 小 段 并 逐 段 讨论 , 则 又 因为 
w” 是 G(T) 上 的 空间 矢量 场 而 (9/6x)" 不 是 ,要 在 一 点 上 判断 它们 是 否 同 向 也 有 待 仔 
细 讨 论 . 为 了 获取 明确 结论 并 求 得 托马斯 进 动 的 定量 结果 , 我 们 借助 于 计算 . 


CP Ba 
Wa Byane 


(0/0yy 
w=(0/0xY 


图 G-11 与 图 G-10 相应 的 时 空 图 
回转 仪 世界 线 在 实验 室 系 ff,x,y,Z} 的 参数 式 为 
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t=yr, X= Reos@yrt, y= Rsin@yr, z=0, (G-9-39) 

其 中 R 与 @ 分 别 为 转盘 半径 和 和 角 速 率 , y=(1-w?R*)"1? .回转 仪 4 吉 
Z”=(96/07)” 的 坐标 分 量 为 
dx* 

2 —Roysinyor, Roycos yor, 0), (G-9-40) 
T 

其 4 加 速 44 =Z59,2” 的 坐标 分 量 为 


nu 
A*(7T)= 2 =(0, -Rao2y2 eos yor, -Rao? ysinyor, 0), (G-9-41) 


dz 
于 是 由 w? 党 G(zr) 费 移 得 
和 ZeRao2y2(wi cosyor+yW sin yoT) , 
dz dz dz 


其 中 风 和 力 是 妨 的 坐标 分 量 . 由 此 可 得 微分 方程 组 


了 = 一 Rao27 (cosyiDz+y2 sin yor)， (G-9-42a) 

T 

dw re He 。 

=R ON sinyor(wW cosyoT + w, sin yoT), (G-9-42b) 

dw 22 3: 冯 

本 = 一 ROY cosyor(w cosyOr+W SinMoOr)， (G-9-42c) 

=0 (G-9-42d) 
T 


上 列 常 微分 方程 组 在 初始 条 件 wi(0)=1, w (0)=w?(0)=wi(0)=0 下 的 定 解 为 ( 履 
用 实验 室 系 的 时 间 坐 标 ! 为 自 变量 )? 


(人 = 一 Roysinyaot， (G-9-43a) 
WCG)=cos @t cos yot + ysin atsin MD1 ， (G-9-43b) 
w (1) = sin Wt cos yot + y cos wt sin yet , (G-9-43c) 
w(t)=0. (G-9-43d) 


w (CD 的 存在 是 为 保证 w(t) 是 G(r) 上 的 空间 矢量 , 它 使 讨论 变 得 复杂 . 为 消除 


(DD 用 于 原子 物理 时 ，G(r) 是 绕 核 转动 的 电子 的 世界 线 ，w” 是 与 其 自 旋 角 动量 同 向 的 单位 矢量 , 因 库 仑 力 无 力 
天 而 党 世界 线 费 移 . 
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mW (CD 并 清晰 地 看 出 w(t) 的 转动 情况 , 可 改 用 特定 的 瞬时 静止 惯性 坐标 系 丈 代替 
实验 室 系 对 看 问题 . 设 p' 是 G(r) 上任 一 点 , 回转 仪 在 p' 时 相对 于 印 系 的 3 速 为， 
则 定义 p' 点 的 于 系 为 著 =B(D)X .我 们 关心 的 是 不 系 观 测 到 的 We 的 空间 方向 的 
变化 , 而 伪 转 动 “保持 ”空间 坐标 轴 的 方向 , 所 以 素 系 可 看 作 姑 系 “派驻 在 已 点 
的 代表 ”. w“(1) 在 全 ， 针 系 的 分 量 而 ^(1), wp(D 的 关系 为 
W(t) = Bw (Dw (1), (G-9-44) 
利用 下 阵 B(D) 的 式 (G-9-5') 便 可 从 w' (1) 的 表达 式 (G-9-43) 求 得 (习题 ) 矶 4 人 的 如 
下 表达 式 : 
WD) = =0, WO)= cos -Don, WA) = —sin[(y —1)@t], (G-9-45) 
让 | 3 ] | 6 | 
因此 Y DOD=| 一 | cosl(y -Dotl-| 一 | sin[l(y -Dor]. (G-9-46) 
Ox oy 
上 式 有 非常 简明 的 物理 意义 :由 实验 宝 系 (派驻 在 p' 的 代表 下 ) 看 来 , w (1) 是 一 个 
转动 着 的 空间 矢量 , 这 种 转动 就 是 著名 的 托马斯 进 动 (Thomas precession). 上 式 还 
表明 实验 室 系 不 测 得 的 托马斯 进 动 角速度 为 
页 =-OrE， 其 中 己 =(8/85)"，or =( 一 Dao， (G-9-47) 
问题 至 此 已 经 解决 , 但 再 从 群 论 角度 深入 探讨 将 很 有 神 益 . 从 群 论 看 来 , 托 马 
斯 进 动 实 质 上 是 速度 方向 不 同 的 伪 转 动 之 积 不 是 伪 转 动 (WZ 不 是 子 群 ) 的 表现 . 先 
说 明 w” 沿 G(z) 费 移 可 看 作 无 限 多 个 无 限 小 的 、 带 度 方 向 不 同 的 伪 转 动 之 积 . 设 
{(ej)"} 是 G(r) 上 的 正 交 归 一 费 移 4 标 架 场 , 满足 


(eo)” ln =2° pe (el)” |p = w jp 9 


这 一 标 架 场 使 G(z) 的 每 点 p' 都 伴 有 这 样 一 个 瞬时 静 
止 惯性 坐标 系 久 ' 二 人, Xx',y', Zz, 其 原点 与 实验 室 系 
了 的 原点 重合 ,其 在 每 点 p 的 坐标 基 失 
(0/Ox* y=(e*》|y ,特别 地 有 ( 见 图 G-12) 


图 G-12 G(r) 线 上 任 一 点 gq ee 
由 费 移 决定 的 瞻 时 静止 惯性 (0/0x" 六 =(e) |p= Ww |p. 
乍 标 系 
下 面 证 明 G(z) 线 上 任意 两 个 (无 限 邻 近 的 ) 邻 点 p' 和 
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PP" 的 上 述 瞬时 静止 惯性 坐标 系 焉 和 XX" 之 间 的 关系 是 一 个 伪 转 动 . (e，) 洛 
G(T) 费 移 等 价 于 


0= 2) De) (e721 -ZA es),, 


dz ‘dr 
即 
D a 
> =-(A°2 -2Z° A )e,),. (G-9-48) 
T 


设 p'=G(T'), p" 二 G(r"), 由 式 (3-2-14) 可 知 在 AT=7T" 一 7T' 很 小 时 有 


(6, ) jz a (ev ) |y ~ D(e, ) 
Az dz 


[(4°2° -2°4°)(es)slly, (G-9-49) 
轩 
[第 二 步 用 到 式 (G-9-48).] 其 中 (E,) |， 是 把 (es) | 平移 至 p' 点 的 结果 . 由 上 式 
又 得 

Go) (es) ly +[(2° 4 -A 2° )e), lpATr. (G-9-50) 

因为 (e,)”|p 是 p' 点 的 肯 时 静止 惯性 坐标 系 XY' 的 坐标 基 矢 场 (0/0x'*)* 在 p' 点 的 
值 , 即 (e,)* |p=(6/Ox)* | 而 (6,) "|p 则 是 p" 点 的 瞬时 静止 惯性 坐标 系 久 "的 
从 标 基 矢 场 (8/6x"*)* 在 p' 点 的 值 ,所 以 式 (G-9-50) 可 表 为 


| 3 ) (2)| : pan 
or) | loxe)|, ox 
p p Pp 


+A' 区 - ] 
Ox” 
p 
2 =( 霹 | hr 总 | 
Ox Dr Ox” 
局 了 


可 见 p' 和 p" 的 瞬时 静止 惯性 坐标 系 隔 ' 和 "的 坐标 基 矢 之 间 的 变 拉关系 为 


| (G-9-51) 


AT,[A'" 是 4” 在 (0/6x")" 的 分 量 ] 


> i=1,2,3, 


p’ 
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一 一 -一 人 人 一 


(8/8t” 1 44Ar 42Ar 43Ar|| (0/90) 
(3/ax") | | 4Ar 1 0 0 | (0/0x") 
= .  (G-9-52) 
BG/ax"¥ | IA4?Ar 0 1 0 (0/0x?y 
(0/0x 25) | |43Ar 0 0 1 | (0/0x?) 


上 式 只 对 无 限 小 的 AT 才 准 确 成 立 . 以 代表 上 式 右 边 的 4x4 适 阵 , 因为 两 系 坐 标 
之 间 的 变换 答 阵 等 于 坐标 基 矢 之 间 的 变 挨 和 矩阵 的 转 置 之 逆 ,所 以 p' 和 p" 的 瞬时 
静止 惯性 坐标 系 久 {x ,Z 和" =",x" ,yz 中 之 间 的 关系 为 


=, (G-9-53) 
不 难 验 证 , 在 略 去 Ar2 后 有 
1 -4IAr -42Ar -A3AT 
1 |-A"Ar 1 0 0 
天 -1 < (G-9-54) 
-42Ar 0 1 0 
-43Ar 0 0 1 


根据 命题 6-3-6, 回转 仪 在 p' 时 刻 的 4 加 速 42 等 于 它 相对 于 大 ' 系 的 3 加 速 , 故 
A"Ar 在 一 阶 近 似 下 等 于 X" 系 相 对 于 XY' 系 的 3 迷 ( 记 作 AD) 的 i 分 量 (A ( 当 
P" 无 限 接近 p' 时 ArAt'). 由 式 (G-9-5) 可 知 在 只 保留 |AD| 的 一 阶 项 时 有 
1 -(AD)Y -(AD)? -(ADy 
-_(AD)! 1 0 0 


B(AD) 兰 五 -1 (G-9-55) 
-(AD)* 0 1 0 
-(AD) 0 0 1 
所 以 
X" zB(ADX'. (G-9-53") 


可 见 G(z) 在 任意 两 个 (无 限 邻 近 的 ) 邻 点 的 瞬时 静 止 惯 性 坐标 系 由 一 个 无 限 小 伪 转 
动 相 联 系 , 费 移 可 看 作 无 限 多 个 无 限 小 伪 转 动 的 相继 作用 . 

为 了 从 群 论 角 度 求 得 实验 室 系 印 = ,x,y,z} 测 得 的 托马斯 进 动 角 加 度 , 有 必 
要 在 p' 和 p" 的 瞬时 静止 惯性 参考 系 内 分 别 再 选 定 一 个 特别 的 惯性 坐标 系 , 记 作 
于 年 ,， 定 义 为 
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Y=BD)F, BO)eWZ, (G-9-56) 


=BO+80)X, BO+SD)eWZ, (G-9-57) 
其 中 站 和 +60 分 别 是 回转 仪 在 p' 和 p"” 时 相对 于 多 系 的 3 速 . 因为 伪 转 动 “ 保 
持 ”x 轴 的 方向 , 所 以 肝 入 系 可 分 别 看 作 “ 凶 系 在 p' 和 pp" 点 的 代表 ”, 如 果 
G(z) 的 某 空间 矢量 场 在 p' 点 与 轴 平 行 ,在 p" 点 与 轴 平 行 , 则 卫 系 认为 它 的 
空间 方向 在 已 时 刻 不 变 , 即 无 空间 转动 (在 本 节 注 3 带 引 号 的 意义 下 ). 然而 , 沿线 
费 移 的 w 的 表现 并 非 如 此 . 由 式 (G-9-56) 和 (G-9-57) 得 


T=B0+80)B (DF = B+ 60)B(-D)T. (G-9-58) 

令 
A= B(D +80)B(-D), (G-9-59) 
则 束 = 4 (G-9-58') 


矩阵 计算 表明 [ 见 Jackson(1975)], 在 只 保留 8 的 一 阶 项 时 有 (这 是 “方向 不 同 的 伪 
转动 之 积 不 是 伪 转 动 ”的 实例 ) 


A=R(AO) B(AD), (G-9-60) 
其 中 
A 矿 = 总 系 相 对 于 束 系 的 3 速 ，9 (G-9-61) 
三 2 
AD = 0x60, (G-9-62) 
y+l 


而 R(AD)EeZD 则 代表 把 坐标 轴 以 矢量 AD 为 轴 转 角度 |A 人 | 所 导致 的 坐标 变换 的 
托 阵 . 为 求 得 p' 时 的 瞬时 转动 角速度 , 不 妨 设 We" 在 p' 点 与 X 轴 同 向 , (为 此 只 须 调 
整 w 的 初始 方向 , 不 再 要 求 Ww? lm 与 工 轴 同 向 .) 这 导致 钱 ' 系 与 及 系 相同 , 于 是 
路 = R(AQ)B(AD)X'= R(AQ)X" [其 中 第 二 步 用 到 式 (G-9-53)], 因而 
X"=R(-AO)E. (G-9-63) 
注意 到 (6/6x") ”|=w” |ww; 而 实验 室 系 在 认为 (8/88)" | 代表 “如 果 W? 不 转 ” 的 


人 请 注意 ADz(D+8 四 ~5=85 .读者 可 用 相对 论 速 度 合成 公式 证 明 A 玉 = 7?8 相 +7 65 访 ,其 中 65 和 685 分 
别 是 60 平行 和 径直 于 的 分 量 . 现在 讨论 的 是 圆周 运动 有 505 LD, 故 AD =y65. 
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w? | ,可知 了 "=R(-A 人 Dj) 卫 表明 针 系 认为 w” 在 从 pp' 到 pp" 的 过 程 中 做 了 (有 向 ) 
角度 为 -AQ2 的 空间 转动 . 再 以 681 代表 中 系 测 得 的 此 过 程 的 时 间 , 便 得 托马斯 进 动 
角速度 


2 


6r =— lim A dxV, (G-9-64) 
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其 中 4= dim 1 60 / 81 是 回转 仪 在 p' 人 系 的 3 加 速 . 不 难 验证 这 一 
三 与 65 -47) 的 而 一 致 . 

以 上 是 用 4 维 语言 及 费 移 术语 对 托马斯 进 动 的 讨论 . 托马斯 当年 借助 于 对 相 
继 伪 转动 的 计算 , 首次 指出 电子 的 静止 坐标 系 (本 书 的 带 搬 系 ) 在 运动 过 程 中 (例如 
从 XX' 系 到 XX” 系 ) 相 对 于 于 系 出 现 附加 转动 (静止 系 空间 坐标 轴 的 空间 转动 ), 使 电 
子 自 旋 角 动量 (本 书 的 we ) 有 了 一 个 牵连 角速度 面 ， 从 而 克服 了 在 原子 物理 发 展 早 
期 一 度 出 现 过 的 困难 . 

本 小 节 主 要 参考 文献 : Misner et al.(1973); Goldstein(1980); Jackson(1975); 
Eisberg and Resnick(1985). 

最 后 谈 一 点 笔者 的 看 法 . 本 小 节 开 头 第 二 段 曾 问 :“ 从 实验 室 系 卫 看 来 , 设 Ww 
在 t=0 时 与 (0/6x)? 同 向 ,在 r= 时 还 同 向 吗 ?” 作 为 时 空 和 拓 量 , Ww? ls 不 是 全 系 的 
空间 秋 量 [wz#0], 它 与 空间 矢量 (6/6x)? 同 向 与 否 的 问题 并 无 意义 . 要 使 
W [更 一 般 地 ，W (CD) ] 的 “空间 方向 ”有 意义 ,， 先 要 定义 一 个 把 Ww (1) 变 为 卫 系 的 
空间 矢量 [ 记 作 WW(1) ] 的 映射 . 这 一 定义 当然 应 当 尽 量 自然 ,但 “自然 ” 一 词 本 来 就 
有 一 定 的 含糊 性 , 所 以 映射 很 可 以 不 止 一 种 . 前 面 的 “代表 法 ”就 是 其 一 : 设 下 是 郊 
系 派 驻 在 已 点 的 代表 ,三 是 1 | 在 世系 的 分 量 , 则 WwW2 ly 的 像 就 定义 为 
W (6/60x')*. 这 是 实验 室 参 考 系 多 的 空间 矢量 , 而 且 可 以 证 明 它 与 实验 室 坐 标 系 
于 的 选择 无 关 . 但 也 存在 其 他 的 “自然 ”定义 ,例如 可 把 Ww? (四 在 卫 系 的 同时 面 的 
投影 定义 为 WV(1) , 即 认为 G(T) 线 上 存在 了 系 的 空间 矢量 场 W (1)=W(1)(8/6x')?， 
其 分 量 W(1) 就 是 式 (G-9-43) 的 wi(t) ,其 中 非 零 的 两 个 为 


计 (D) = cos wt cosyot + ysin wt sin yot =cos[(7 一 Dai+ (7 —1)sin wt sin yet, 


W(t) = sin wt cos Yot — ycosotsin yot =—sin[(y — Dot]—(y -1)eos otsin yot, 
(G-9-65) 
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于 是 w(t) = 加 cos[(7 —1)@t] — 加 sin[(y 一 oo 


中 —1)sin yot 四 Sin wt 一 加 cos | (G-9-66) 
Ox Oy 


上 式 与 代表 法 的 结果 的 区 别 在 于 多 了 第 二 大 项 , 该 项 方 括号 内 代表 以 四 为 角 速 的 
转动 , 但 方 括号 前 的 “振幅 ”也 随 ! 做 周期 性 变化 , 导致 时 间 段 0< yt < 区 内 与 
TX<yat<2n 内 的 转动 方向 相反 ,因而 在 一 个 周期 f=2n/@ 内 有 很 大 程度 的 抵消 . 
如 果 所 关心 的 物理 问题 不 是 每 一 时 刻 或 每 一 周期 而 是 (例如 ) 十 倍 甚至 百倍 周 期 方 
可 显效 , 则 由 于 振幅 中 因子 sinyet 的 最 大 值 为 1, 第 二 大 项 的 时 间 平 均 就 可 忽略 . 
此 外 , 振幅 中 的 因子 yy -1 在 许多 情况 下 远 小 于 1[ 鲍 如 处 于 最 低能 态 的 氨 原 子 的 电 
子 的 (y 一 1)~105], 只 此 就 能 被 第 一 大 项 忽略 . 不 过 , 无 论 如 何 , 至 少 从 理论 的 角度 
看 , 这 种 做 法 (简称 投影 法 ) 与 代表 法 的 结果 毕竟 不 同 . 于 是 出 现 问 题 : 哪 种 映射 才 
符合 物理 实在 ?以 下 纯粹 是 笔者 的 认识 , 未 见 文 献 依据 .要 回答 这 一 问题 , 先 要 弄 清 
物理 学 的 一 个 很 基本 的 问题 :在 用 实验 检验 理论 时 , 如 何 保 证 仪器 所 给 出 的 一 堆 数 
(或 曲线 ) 真 的 代表 理论 中 的 各 该 量 ? 反 过 来 说 , 在 用 理论 解释 实验 (观测 ) 结 果 时 ,如 
何 保 证 理论 上 的 各 量 真 的 代表 实验 中 的 各 该 量 ? 例 如 , 在 解释 水 星 近日 点 进 动 时 ， 
很 自然 地 用 施 瓦 西 坐 标 r,0,9 作为 水 星 的 径 ( 角 ) 向 位 置 的 标志 . 然而 坐标 是 人 为 
定义 的 , 为 什么 施 瓦 西 坐 标的 确 代 表 用 天 文 手段 观测 到 的 水 星 的 径 ( 角 ) 向 位 置 ? 只 
有 对 天 文 观测 的 细节 以 及 对 广义 相对 论 都 非常 熟悉 的 人 才 可 给 出 明确 的 回答 (证 
明 ), 又 如 ,人们 熟悉 的 钟 慢 效 应 是 动 钟 慢 于 静 钟 , 读数 之 比 为 y-1, 与 这 一 理论 结果 
相应 的 实验 安排 涉及 一 个 动 钟 两 个 静 钟 (图 6-15). 但 若 只 用 两 钟 (一 静 一 动 ) 并 约定 
静 钟 观 者 在 两 钟 相遇 时 左 眼看 静 钟 右 眼看 动 钟 (图 6-19), 则 读数 之 比 不 再 是 y-1!. 
甚至 还 存在 这 样 的 实验 安排 (图 6-20), 静 钟 观 者 发 现 动 钟 较 快 ! 每 种 理论 结果 对 应 
于 一 种 实验 安排 ,不 可 张冠李戴 . 再 看 一 个 与 托马斯 进 动 更 为 接近 的 鲍 子 一 一 尺 缩 
效应 . 从 理论 上 说 , 设 尺 子 相 对 于 妃 系 匀速 平 动 , 首先 要 给 “ 动 尺 长 ”下 个 定义 . 最 
自然 的 定义 是 : 在 妃 系 的 某 一 时 刻 同 时 记 下 动 尺 头 尾 的 位 置 (和 万 系 的 两 个 空间 点 )， 
它们 的 空间 距离 就 定义 为 动 尺 长 . 翻译 成 4 维 语言 , 就 是 把 下 系 的 同时 面 与 尺子 世 
界面 的 交 线 作为 动 尺 , 其 长 度 就 定义 为 动 尺 长 . 结论 是 动 尺 长 只 有 静 尺 长 的 广 1 信 . 
粒子 物理 学 中 对 大 量 高 速 粒子 的 实验 都 证 实 了 这 一 结论 , 重要 的 是 每 个 实验 所 测 
得 的 “ 动 尺 长 ”的 确 是 理论 所 定义 的 那个 动 尺 长 . 与 尺 长 问题 相 较 , 托马斯 进 动 问 
题 由 于 关心 动 尺 的 空间 方向 以 及 回转 仪 作 非 惯性 运动 而 复杂 得 多 ,存在 不 止 一 种 
的 、 都 很 “自然 ”的 定义 ,为 了 回答 “在 同 实验 对 比 时 该 用 哪个 定义 ”的 问题 , 必 
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须 弄 清 实验 的 具体 详尽 的 细节 , 从 而 确定 仪器 的 读数 所 反映 的 是 哪 一 个 定义 的 空 
间 方 向 .定义 并 无 对 错 之 分 ,但 存在 哪个 定义 才 是 实验 所 测 得 的 对 象 这 一 微妙 问题 
(不 可 张冠李戴 ). 除了 代表 法 和 投影 法 外 , 笔者 认为 至 少 还 有 一 种 很 自然 的 、 未 在 
文献 上 见 过 的 映射 定义 , 介绍 如 下 . 

把 回转 仪 轴 看 作 长 为 1 的 短 尺 , 尺 的 每 点 看 作 一 个 观 者 ,以 线 长 参数 s 标志 ,其 
世界 线 记 作 y,(z) (7 为 固有 时 ), 尺 头 尺 尾 依 次 为 yo(T)=G(T) 和 y(t). 所 有 7 (z) 铺 
出 短 尺 的 世界 面 .9 . 选 模 向 曲线 J(s) 使 J(0)=y0(0), 且 曲线 在 1(s) 点 的 切 秋 等 于 
Ww (0) . 约定 每 一 y,(7) 与 J/(s) 的 交点 为 了 的 零点 , 则 . 吧 上 有 2 维 坐 标 系 {5,7} .把 基 
矢 场 Zo =(B/8r)j 和 7 =(8/8s) 在 点 (Sr)E.2 的 值 记 作 Ze(s,z 和 7o(sT， 则 
7 (0,7) 可 作 正 交 分 解 : 

7°(0,7)=a(7)Z"(0, 7) +b(r) Ww (7), (G-9-67) 


可 见 b(T)w”(z) 是 G(T) 的 一 个 邻居 .上 式 可 用 卫 系 的 坐标 基 欠 展开 为 


3 (G-9-68) 
G(r) 


17°(0,5) =[a(r)Z* (0,7) + br)we (Co)] 启 ， 


其 中 ZY(0,7) 就 是 式 (G-9-40) 的 ZL(T) ,而 wi(r) 则 由 式 (G-9-43) 给 出 [例如 
wi (7r)=-Roysiny?wr ]. 因 .22 的 每 点 可 用 gr 刻画 , 故 该 点 在 站 系 的 坐标 zz/ 是 
5,T 的 函数 , 记 作 x4(s,7), 称 为 .的 参数 式 , 于 是 可 从 式 (G-9-68) 读 出 


Ox*(s,T) 


=a(7)Z”(0,7) +b(r) Ww (7), (G-9-69) 
A 


s=0 
借 此 可 将 xL(s,T) 在 s=0 附 近 展 开 为 
XH(s,T)= x (0,75) + s[a(r)Z*(0,7) + bw (+0). (GG-9-70) 
由 式 (G-9-39) 及 (G-9-40) 可 知 上 式 在 J =0 时 给 出 
t(s,7)=yr + sfa(T)y +b(T)W (rT)] + Os’). (G-9-71) 
2Z" 的 类 时 性 保证 Bt(s,7)/07>0, 故 可 从 上 式 反 解 出 T=7(s,), 于 是 .9 的 参数 式 
又 可 写成 x(s,T)=X'(s,T(s,1), 这 其 实 就 是 2 维 面 .与 等 1 面 的 截 线 方程 . 以 双人 
和 如 (人 ) 简 记 短 尺 头 尾 的 空间 坐标 , 则 


Ox'(s, T(s, 1)) 


O(n? 
Os (1 固定 ) ee 0) 


XD- WD) ax ,r,t)) xi(0, 7(0,t))=1 
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二 Ox’'(0, 7) 
or 


OT(s, 1) 


-1 Ox’ (s, T) 
Os 


Os 


|: O(C2) 


S=0,F=7 r=! s=0 


= 上 za YD + wy 1) + Zi(0, 六 于 
AY 


其 中 最 末 一 步 用 到 式 (G-9-70).? 把 ft =z(s,) ee 则 左边 不 是 s 的 函数 
(就 是 1), 两 边 对 s 求 偏 导 并 在 s=0 取 值得 
QT(s, /0s |0= -a(y -yb Ww (yl), 
代入 式 (G-9-72) 得 
XD-—x0(0) = Iw) -2 (0, yw (yO) + OF). (G-9-73) 
形 () 本 应 定义 为 [又 (1) 一 芭 (D)]/T 的 极限 ,但 因 只 关心 方向 , 可 略 去 因子 bp(y-1), 即 
定义 


om . (G-9-72) 


WO=br im 


以 式 (G-9-72)、(G-9-40) 及 (G-9-43) 代 入 便 得 诬 (1)=0 和 | 
代 (f)} = cos @t cosyot + pa sin wt sin yt = cos[(y ~ Dot] + (二 1)sin wt sin yoot, 
W(t) = sin wt cos yot—y lcosotsin yot =—sin[(y —Dot]—(y 1)eos otsin yot, 


(G-9-74) 
因而 


W(t)= 四 cos[(y 一 Dog] 一 加 sin[(y — let] 


+(y 1 —1)sin yot 国 Sin @t 一 人 cos ot | . (G-9-75) 
Ox Oy 


上 式 与 投影 法 的 结果 [ 式 (G-9-66)] 的 差别 仅 在 于 第 二 大 项 的 振幅 由 ( 一 1])sin yt 改 
为 (并 -TDsinyeot. 由 于 同样 原因 ， 该 项 在 多 数 情况 下 也 会 被 第 一 大 项 (托马斯 项 ) 


外 作为 G(r) 上 的 场 , WA(F) 天 生 是 的 函数 ,在 G(r) 上 有 1=yr , 故 又 可 看 作 # 的 通 数 . 但 Wi 作为 + 的 
函数 和 作为 上 的 函数 有 不 同 邓 数 关系 . 把 W(T) 中 的 Ww 当 作 函数 关系 , 则 前 面 写 W (1) [如 式 (G-9-43)] 是 马虎 的 . 现 
在 为 清晰 起 见 写成 we(j1 . 
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习 题 
1. 验证 由 式 (G-1-1) 定 义 的 I。: G 一 G 确 为 自 同 构 映射 . 
2. 验证 由 式 (G-1-2) 定 义 的 乘法 满足 群 乘法 的 要 求 . 
3. 验证 由 8G.1 定义 8 所 定义 的 4(G) 是 群 . 
4. 试 证 定理 G-1-2, 即 41(G) 是 群 4(G) 的 正规 子 群 . 
5. 验证 由 8G.1 定义 9 所 定义 的 @,K 是 群 . 
6. 设 L : G 下 G 是 由 g eG 生成 的 左 平移 , L。! 是 工 。 的 逆 映 射 , 试 证 


Lo = Ll, vgeG. 


7. Vg eG 定义 右 平 移 Re : hr hg, Yhe G, 试 证 R=R,oR,. 
8. 试 证 [5, 说:=5xi VYV 志 WeR 满足 李 括 号 的 条 件 ( 见 8G.3 例 1 ). 

“9. 试 证 [4, 8]:= 4B- B4 满 足 李 括号 的 条 件 ( 见 $G.3 例 2). 

“10. 设 乡 和风 依次 是 李 群 G 和 @ 的 李 代数 , p, :多 一 多 是 同 态 映 射 p :GG 在 eeG 
诱导 的 推 前 映射 , 试 证 p(exp 4)=exp(p,4) v4 e 多 .提示 : 先 用 同 态 性 证 明 p(exp14) 是 单 参 子 
群 . 

“11. 试 证 式 (G-5-10) 可 由 式 (G-5-10") 推 出 . 提示 :把 式 (G-5-10) 的 ve, wy? 之 和 作为 式 (G-5-107) 
的 2 . 

“12. SO(2) 是 阿 贝 尔 群 吗 ? O(2) 是 阿 贝尔 群 吗 ? 

“13. 李 群 SL(m)[ GL(m) 满足 detT =+1 的 子 群 ] 的 李 代数 记 作 .92Z(m) . 试 证 
(a) .Ze = {mxm 无 迹 实 矩阵 }， (b) dim SL(m)=m? -1. 


14. (1) 试 证 存在 连续 曲线 : [0,1] -> GL(C2) 使 (0) =7, p01) = 因 3 


“CO) 试 让 7= Ee | <GL(2) 不 属于 李 群 GL(2) 的 任 一 单 参 子 群 .提示 :假定 存在 矩阵 


4 ?| 7 = Exe, (a) 证 明 cz0， 名 把 各 (4 的 n 次 访 ) 记 作 入 =| | 二 
人 n n 


3n eRR 使 b=br,cn=crm.(c) 由 (b) 推 出 矛盾 . 
15. 补 证 定理 G-5-11 证 明 中 的 等 式 D=Exp(i5). 


16. 试用 李 括 号 所 满足 的 雅 可 比 恒等式 证 明定 理 G-6-1 的 (b). 
17. 试 证 8G.6 例 1 中 的 和 @. 


18. 试 证 8G.7 例 4 的 结论 , 即 上 = -也 . 
19. 设 G 是 矩阵 李 群 , 试 证 V4e ,geG 有 .ott4=g4g 1. (右边 是 3 个 矩阵 的 连 乘积 . 当 
G 不 是 矩阵 群 时 g4g! 无 意义 , 因为 李 群 元 g 与 李 代数 元 B 之 积 没有 定义 . ) 
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20. 设 乡 和 8 依次 是 李 群 G 和 G 的 李 代数 , p, :8 一 8 是 同 态 映射 p:G >G 在 esG 诱 “ 
导 的 推 前 映射 , 试 证 | 

(a) pap A 三 pp) Vg eG,Aeyg. 

人) p,(L ,X= 工 (ysPrX，Vg EG,XeV,(g 点 的 切 空间 ), 虐 代表 左 平移 . 


plg) 
21. 试 证 式 (G-8-14) 和 (G-8-16). 
*22. 设 e 是 李 群 G 的 恒 等 元 , ge G , 则 映射 wps : V6 玫 VV 可 延 拓 为 
3 : 元 (0) 二 哆 (0) [元 (1,0) 代表 G 上 光滑 矢量 场 的 集合 ]， 
定义 为 (ol 4jj :有 (有 ) V4 Ee 元 (1,0), heG, 其 中 =g-'hg . 试 证 : 若 4 是 相应 于 A4eV 的 
左 不 变 矢量 ' 场 , 则 x4 是 相应 于 stt4eV, 的 左 不 变 矢量 场 . 提示 :只 须 证 明 
(3444); =Lin(2644)， YheG ,为 此 可 利用 7 = 无 。R1 ， 其 中 尺 代表 右 平 移 (见习 题 7). 
23. 设 儿 是 李 群 G 的 李 代数 ,g eG , 试 证 wpis : 多 下 儿 是 李 代 数 同 构 .提示 : 7 : G ->G 
是 微分 同 胚 保证 spp : 多 性 多 是 矢量 空间 同 构 ( 见 第 4 章 习 题 4), 故 只 须 补 证 st : 多 下 多 保 李 
括号 , 即 4[4,B]=[9444, YB] .由 第 4 章 习题 6 可知.w[4,B]=[044, xB] ,再 用 习题 22 的 
结论 以 及 4, Be 二 [4, Be 多 便 可 . 
24. 完成 定理 G-9-4 证 明 中 留 作 习题 的 一 步 , 即 从 R=B8(-D) 4 出 发 证 明 式 (G-9-14). 
25. 定理 G-9-4 中 分 解 唯 一 性 的 另 一 证 明 的 思路 如 下 :由 B(D)R=B(5'")R' 得 
T=B(-0)B(D)R'R 1 = B(-D)B(D)R, (其 中 R= RR eZD) 
故人 = B(-D5)B(D5") .此 式 的 00 分 量 给 出 1= B89,(-D)BY0(5)=yy(1-5: 六 ). 试 证 (作为 本 题 ) 上 
式 当 且 仅 当 5= 六 时 成 立 , 可 见 B(D) = BDI) ,从 而 又 有 R=R. 


中 册 符 号 一 览 表 


关于 惯例 的 说 明 以 及 上 册 符 号 的 一 览 表 见 上 册 的 惯 倒 与 从 号. 下面 是 出 现在 
中 册 ( 而 不 出 志 在 上 姑 ) 的 符号 的 一 览 表 . 


I'(p) 点 的 编 时 未 来 . 首次 出 现 于 $11.1. 

I'(p,U) P 把 相 对 于 邻 域 U 的 编 时 未 来 . 首次 出 现 于 §11.1. 

T(S) 子 集 8 的 编 时 未 来 . 首次 出 现 于 811.1. 

J*(p) P 点 的 因果 未 来 . 首次 出 现 于 §11.1.，- 

三 (S) 子 集 8 的 因果 未 来 . 首次 出 现 于 §11.1. 

D- (Ss) 子 集 5S 的 未 来 依赖 域 . 首次 出 现 于 $11.4. 

H'(S) 子 集 8 的 未 来 柯 西 视界 . 首次 出 现 于 $11.5. 

六 未 来 类 时 无 限 远 . 首次 出 现 于 $12.2. 

i 未 来 类 空 无 限 远 . 首次 出 现 于 8$12.2. 

Sa 未 来 类 光 无 限 远 . 首次 出 现 于 8$12.2. 
把 以 上 符号 中 的 + 改 为 - 相当 于 把 未 来 改 为 过 去 . 

OT 宇 T" .的 空间 投影 . 出 现 于 814.4. 

D, 与 空间 诱导 度 规 加 ; 适 配 的 导数 算 符 , 首次 出 现 于 式 (12-7-8)， 
详 见 8$14.4. 

C[a,b] 定义 见 小 节 B.1.1 例 1. 

L[a,6] 定义 见 式 (B-1-2). 

LR’”) 定义 见 式 (B-1-3). 

(, 内 积 . 定义 见 小 节 B.1.1 定义 1. 

A 算 符 4 的 对 侦 算 符 . 定义 见 式 (B-1-16). 

At 算 符 4 的 伴随 算 符 . 定义 见 式 (B-1-18). 无 界 算 符 4 的 4i 见 
§B.2. 

H&K 群 记 和 天 的 半 直 积 群 . 定义 见 $G.1 定义 9. 


刀 , 凡 ,下 ,下 定义 见 小 节 G.5.3. 


